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2.BASKI ICIN ) )
ONSOZ

1850 1i yillardan itibaren baslayan Modern Bilim Cagi siirecinde, Matematik
adeta yeniden olusturuldu. XX.yy.da ise felsefe ve mantik da karisinca, mate-
matik artik klasik tarzindan ayrilmis, yeni yeni konularin ortaya c¢iktigi, farkl
gelismelerin yasanmaya baslandig1 yeni bir bilim konusu olmustur.. Hilbert ve
John Von Neumann ile baglayan bu siirecte Bertrand Russell, felsefe ile, mate-
matigin diisiin diinyasini kurgulamisti. Matematik¢i Norbert Weiner ile Siberne-
ik, Bourbaki Okulu ile Modern Matematik ve 1965 ten sonra da Azeri matema-
tikei Liitfi Asker Zadeh ile Bulanik Mantik (Fuzzy Logic), yeniden olusan mate-
matige yon veriyorlardi.

Matematikteki bu hizli degisim yasanirken, bir baska cephede Teknoloji ile
ilgili olarak, bu siirecin matematige olan gereksinmesi sekillenmeye bagliyordu.
1948 yilinda transistoriin bulunmasi ile baslayan elektronik teknolojisi hizla ge-
lisecek ve kisa siire sonra, bilgisayar teknolojisinin baslamasi ve yapilasmasi
siirecine girilecektir. Bu dylesine hizla gelisen bir siirectir ki 1980 Ii yillardan
itibaren neredeyse her on yilda bir kendini yenileme, yeniden dizayn etme giicii-
ne erigmistir. Saniyede on bin islemden bir on y1l i¢cinde saniyede bir milyon is-
lem siirecine ve 2000 li yillarin baslarinda da 3. kusak olarak adlandirilan PC.
ler saniyede bir milyar islem giiciine erismislerdir. Biitiin bu olusumun gerek bi-
limsel ve gerekse miihendislik bulus ve uygulamalari, adeta dudak ucuklata-
caktir. Bilimsel siniflandirmada, yapay bilimler tablosunda yer alan biitiin mii-
hendislikler, kendi disindaki bir ¢cok bilimsel alandan destek alarak kendi konu-
larin1 olustururlar. Ornegin tip ve mimari de bdyledir. Bu destegi saglayan bi-
limsel alanlarin ilk sirasinda ise matematik vardir. Bu alanlarda ¢alisanlar, ko-
nularina ait hesaplarini yapmak i¢in bu tiir bilimsel alanlardan yardim alirlar.
Matematikteki bir ¢cok konu da bu istekler dogrultusunda ortaya ¢ikmastir.

George Boole ile Modern Mantik ortaya atildiktan sonra, kurmus oldugu cebir



onun adiyla anilacak ve ona Boole Cebiri denilecektir. Bu cebirin kurulusunun
temeli iki degerli mantiga dayandigindan, bu cebire ait say1 sistemi de iki ta-
banh (binary) say1 sistemi olacaktir. BOylece yepyeni bir matematigin temel-
leri atilmistir. Bu konu giderek kuramsal halde incelenecek, i¢cinden yeni konu-
lar tretecektir. Bunlar sonunda gelistirilerek, bir teknolojik siirecin matemati-
gini olusturacaklardir. Bu da Lojik Devreler olarak adlandirilan mantik devre-
lerinin bilimsel yorumlarini saglayacaktir. Hatta bununla yetinmeyip ciddi hesap
ortami yaratacak ve pek ¢ok islemin matematik kavramlarla ¢oziimlenmesini
saglamis olacaktir. Boylece Lojik Devrelerin Sentezi’ ne ulasilacaktir.

Kitabimizin konulari, yukarida 6zetlenen bu gelismelerin matematigini igermek-
tedir. Boylece elektronik teknolojisine giris siirecinde gerekli matematik bilgile-
ri hazir hale getirilmis olmaktadir. Bir sonraki asama ise artik miihendislik uy-
gulamalaridir.

Cagimizda dijital (sayisal) sistemler bu matematik ile dizayn edilmektedir. Bu
o kadar yaygin hale gelmistir ki, sadece bilgisayarlar degil, telefonlar, iiretim
teknolojisinde kullanilan robotlar, robot eller, akilli makinalar ve tiim kontrol
sistemleri i¢in gegerli bir savdir. Bu uygulamalarin bir boyutu da Sibernetik’tir.

Kitabimizin bas tarafinda Modern Mantik hakkinda kisith ama yeterli bilgiler
verilmis olacaktir. Ciinkii daha sonraki konularin matematigi, bu mantiksal kav-
ramlar iizerine insa edilecektir. Bu nedenle, bu mantigin ¢ok 1yi anlasilmasi ve
ogrenilmesine gereksinme vardir. Sayilar teorisinin ilk ve temel bilgileri de yine
kitabimizin konular1 arasinda yer alacaktir. Ciinkii yeni bir say1 sisteminin ana-
lizini yapabilmek icin klasik bilgilere gereksinmemiz oldugu yadsinmamalidir.
Boole Cebiri bu bilgiler yardimiyla gelistirilecek ve bu kez cebir bilgilerimiz
konuya dahil edilecektir. Boole Fonksiyonlar: incelenirken, bu kez de fonksi-
yonlar hakkindaki bilgilerimizi burada kullanacagiz. Boylece goriilmektedir ki
kacinilmaz olarak, yeni kurgulanan bir matematik konusundan s6z etmis olsak
da, onceden var olan bilgilerimize her an gereksinmemiz oldugu anlasilmakta-
dir. Bu da matematigin ne kadar derinlikli bir bilim disiplini oldugunu gosterir.

Komiitasyon Cebiri olduk¢a yeni sayilan bir arastirma alanidir. Miihendislik
uygulamalarinin, yogun mantik ve matematik problemleri gibi algilanarak ¢6-
ziimleme siireglerine girilmesi sirasinda, matematige olan gereksinmenin diize-
yini apagik gosteren bir 6rnek olusturmaktadir. Kitabimizin son konusunu olan
bu cebir, sanirim matematigin nerede bittigini ve miithendisligin nerede basladi-
gin1 gosteren ¢cok onemli bir 6rnek olusturmaktadir.



Kitabimizin ilk baskis1 1000 adet basilmistt ve bu tilkenmis durumdadir. ikinci
baski i¢in kitap hazirlanirken bastan sona yeniden gozden gecirilmis ve elektro-
nik ortamda yayinlanabilir olmas1 saglanmistir. Bu arada onceden tespit ettigim
birkac kiiclik hata da diizeltilmistir. Biitiin bunlar zaman almistir. Kitabin yeni-
den yayinlanmastyla, ilgi alan1 gerek Elektronik Miihendisligi, gerek Bilgisayar
Miihendisligi, gerek Matematik Miithendisligi ve gerekse bizzat Matematik olan-
lar, sanirim kitabimizdaki bu bilgilere ulasma sansini bulacaklardir.

Bu 0nsozden sonra gelmek iizere, gerek Modern Mantik’in gerekse Boole
Cebiri’nin kurucusu Ingiliz matematik¢i George Boole’iin bir portresine yer
verilmistir. Kitabin son boliimiine de bir sozciikler dizini konulmustur. Bu tiir
dizinler, 6zellikle arastirma yapanlar i¢in biiylik kolayliklar saglamaktadir. Ay-
rica kitabin yazimi silirecinde kullanilan ve yararlanilan eserlerin bir listesi de
son kisimda yer almistir. Her kitabimizda oldugu gibi, bilimsel etik geregince,
kullandigim biitiin yazili eserler ya bu listede ya da sayfa altlarinda dip not ola-
rak belirtilmislerdir.

Bu kitabin ilk baskisinin hazirlanmasi sirasinda 6nemli katkilart olan Yrd.Dog.
Dr. Salih Karanfil ile (kizim) Mat.Yiik.Miih. Nese Aksoy’a tesekkiirlerimi yine-
liyorum. Bu kitabin Yildiz Teknik Universitesi tarafindan yayimlanmasi beni
onurlandirmistir.

Kitabimin ilk baskida oldugu gibi ilgi ile karsilanacagini umarim. Bu duygu ve
diistincelerle kitabimi bilim ve teknoloji diinyasina sunuyorum.

Saygiyla ; sevgiyle ...

Besiktas, 14 Subat 2014 Prof. Yavuz AKSOY
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BOLUM 1

TANITIM VE TEMEL KAVRAMLAR

1.1. GIRIS

Cagdas Bilim siirecinde, son yiizyil i¢inde, bu tiir konularin islenmesindeki
temel amac, ayrintilara kadar inilerek, biitiin bu bilgileri yonlendirmek ;
tutarli ve ayrica uygulama yetenegi bulunan formel disiplinler olusturmaktir.
Daha sonraki asamaysa, bu tiir gelistirilen bilgileri, bilimin ve teknolojinin
yararina sunmaktir. Konumuz ilerleyip gelistik¢e goriilecektir ki, 6zellikle son
boliimde ortaya konan bilgiler ve bazi uygulamalar bizi, diger bazi bilimlerin
siiria, diger bir deyisle esigine getirmis olacaktir. O andan sonrasi artik, bu
matematigi ya da bu formel mantig1 kullananlarin isidir. Demek oluyor ki bu
calisma sirasinda konumuzun igerigini olusturan Cebir ve onun ayrintilariyla
ilgilenirken, diger taraftan baska bilim dallarina ait matematigin ya da bir tiir
cebirin temelleri atilmis olacaktir. Ornegin bir komiitasyon cebiri ya da
integre devre kurami ' ndan s6z edilmis olacaktir.

Dogal gelisimi iginde Mantiksal ve Matematiksel olusumlarini tamamla-
yarak artik islenebilir, is yapilabilir bir olgunluga kavusmus olan bu yapilan-
mada, Boole Cebiri ve Lojik Devre Sentezi ad1 altinda bir araya getirdigimiz
bu konularin bir biitiinliigii oldugu goriilmektedir. Aritmetiginden Cebirine ve
Fonksiyonlarinin analizine ve oradan uygulama alanlari yoluyla digital siste-
min ve dolayisiyla makina dilinin mantigina ve matematigine ulagsmak boy-
lece olanakli hale gelmis olacaktir. Biitiin bu gelismelerde, kuskusuz, Mo-
dern Mantigin pay1 yadsinamaz bir gergektir. Bu konuda 6zetlenmis temel
bilgiler, bundan sonraki boliimde verilmis olacaktir. Ayrica bu cebire 6zgii bir
aritmetigin varlig1 bilinmekle birlikte, bu bilgileri sistematik bir tarzda topla-
y1p yorumlayarak, bu aritmetige yeni bir boyut kazandirilmaya ¢alisilmistir.

1.2. XIX. YUZYILDAKI CALISMALAR

Gerek felsefe ve diisiin diinyasinda gerekse matematik ve mantik gibi soyut
bilimlerde hizli bir gelisme siireci yasanan XIX. yiizyil, bu konularda, hi¢ de
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onceki ylizyillara benzemiyordu. Hemen her alandaki ¢alismalar Oylesine
onemli ve devrimler yaratacak nitelikteydi ki, bilimin rotasinin ne yéne dogru
cevrilecegi adeta merak konusu olmustu. XVIIL. ylizyilin daha ortalarinda
tinlii Alman filozofu ve mantik¢is1 Immanuel KANT (1724-1804) yeni bir
mantiktan ve Onermelerden s6z etmektedir. O bir ylizyll sonraki mantigin
temellerini atmaya baslamistir bile.

Once akili kendisine konu edinen Kant, bundan ¢ikardig1 sonuglarla ulastig
noktada ilging oldugu kadar onemli bir goriisiin sahibi olmustu. Gergekte
O'na yon veren Copernic ' dir. Copernic s0yle diyordu :

- Yildizlarin , diinyamizin ¢evresinde dondiiklerine inanirsam, gok olaylarina
bir ¢dziim getiremiyorum. Oyleyse bir de aksini diisiineyim , bunu deneye-
yim. Diinyamizin , onlarin ¢evresinde dondiigii inanciyla gok olaylarina ba-
kayim ; olanlar1 buna gore elestirip, yorumlayayim !

Kant'a 151k tutan bu goriis ve yorum sekli, O'nun da akli yonlendirmede baska
tiirlii diisiintilebilmesi i¢in yol gosterici olmustu. O da kendi felsefesini ve
diinya goriisiinii soyle olusturdu :

- Bilgimiz, disimizdaki nesnelerden gelenlerle diizenleniyor inancina
kapilarak, metafizik olaylara bir ¢6ziim getirmek olanagi bulunamiyor. Bir
de tersini deneyecegim. Disimizdaki nesneler , bilgilerimizden gidenlerle
diizenleniyor inanciyla bakacagim metafizik olaylara !

Boylece Kant ile baglayarak gozlem yasalarinda énemli bir goriis farki olustu.
Bu yaklasim diger konularda da etkisini gosterdi ve artik bilim adamlar1 kendi
alanlardaki ¢alismalarda diistinceyi tekdiize siirdiirmenin 6tesine gegmis oldu-
lar. Kant onlara dylesine 151k tuttu ki felsefe ve mantik dahi bundan etkilendi.
Kant'a gore her bilgi bir yargi demektir ; ancak her yargi bir bilgi degildir.
Edindigimiz bilgilere yon veren ve onlara birliktelik kazandiran yetenekle-
rimiz vardir. Bunlar sdyle siralanabilir :

1. Duyarhilik ; 2. Anlik-Sagduyu ; 3. Akil (Us).

Bunlar yardimiyla duyumlarimizi kontrol edebilir ve onlardan gelecek mesaj-
lar1 degerlendirebiliriz. Ancak ne yonden bakilirsa bakilsin, gelecek mesajlar
daima zaman ve ortam (mekan) boyutlarini igerecektir ; igermelidir. Duyum-
lar iki tiir mesaj alir : bir1 distan gelen , digeri i¢ten gelen ...
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Edindigimiz zaman ve ortam tasarimlarini yok saymamiz olanaksizdir. Ciinkii
onlar diistinmemiz i¢in zorunludur. Kant'a gére bu zorunluluk, bunlarin biin-
yemize ve an'lik olusumumuza ait olmalarindandir.

Kant analitik onciillerden, dogrulugu kesin sentetik 6nermelerin elde edileme-
yecegini goren ilk bilgindir. Ona gore, dogrulugu kesin sentetik onermelere
ancak yine dogrulugu kesin sentetik 6nermelerden hareket edilerek varilacak-
tir. Kant, so6ziinii ettigi bu tiir onermelere sentetik a priori adin1 vermistir.

Kant gelecegin bilim ve fikir diinyasinin temellerini atarken daha ¢cok empirik
bilimleri gézoniinde tutuyor ve felsefesinin esasin1 Newton Fizigine gore yon-
lendiriyordu. Oysa daha sonra, Newton yasasinin eksikleri, yanliglar1 goriile-
cektir. Bu da dogal olarak Kant felsefesine karsi bazi elestiriler i¢cin ortam
hazirlamistir. Ancak neresinden bakilirsa bakilsin, Kant gelecegin mantiginin
olusmasinda, diislince asamasinda, temelleri olusturmus bulunmaktadir.

Diisiince asamasindan etkinlik agsamasina gegilirken 6nemli bir ad olarak, bir
Alman disiiniir ve filozofu olan Gottlieb FICHTE (1762-1814)'yi goriiyo-
ruz. O, Kant felsefesi hakkinda yaptig1 elestirisinde, Kant'in ti¢ buyrugunu tek
bir buyruk olarak toparlamis ve bunu " vicdanina gére davran ! " seklinde
ozetlemistir. Unlii Alman yazar1 Goethe'nin goriisiinden hareketle Fichte'nin
felsefesi " birseyler diisiinmek icin degil, birseyler yapmak icin yasiyoruz. "
seklinde ifadesini bulmustur. Iste bu diisiince Kant'tan sonra yeni bir ¢igir
baslatmustir. Iste burada ortaya 6nemli bir ad HEGEL ¢ikmaktadir.

O da bir Alman disiiniirt ve filozofudur. Wilhelm Friedrich HEGEL (1770
- 1831) diyalektik felsefe'nin temellerini atan kisi olarak taninir. Cagdas diya-
lektik felsefede tez - antitez - sentez kavrami yeni yeni olusumlarin ve diisiin-
ce akimlarinin ortaya ¢ikmasina ve farkli bir bigimde tartisilmasina olanak
saglamistir. Bu felsefede celigki de 6nemli bir unsur olarak goriilmektedir.
Artik sadece dogrulama baglamlar: ile degil celisme ile de dogrulama
yapilabilecektir. Bu anlayis karsit ya da zit fikirlerin de tartisma i¢inde yer
almasma olanak saglamaktadir. Oyleyse Hegel Felsefesi olarak da adlan-
dirilan Varolusuluk bu igerigiyle Modern Mantigin fikir diizeyinde ilk bilgile-
rini olusturmaya baslamistir bile... Boylece bir dinamik diyalektik olusmustur.

Aristoteles Mantiginin iflasindan sonra yeni bir mantik arayist XV. ve XVI.
yiizyillardan itibaren baslamistir. Unlii Fransiz filozof ve matematikgisi ve
Analitik Geometri'nin kurucusu René DESCARTES (1596-1650) bu boslugu



4

ortaya koydugu Metodoloji ile asmayr basarmistir. Bu yontem, Modern
Mantigin ortaya c¢ikmasina kadar gecen yaklasik iki yiizyil i¢inde bilimin
gelismesine onemli katkilarda bulunmustur. Temel ilkeleri giiniimiizde dahi
kullanilmaktadir. Bu agsamada yeni bir mantik arayisina Gottfried Wilhelm
LEIBNIZ (1646-1717)'in de onemli katkilar1 olmustur. En azindan fikir ba-
baligin1 yaptig1 sdylenebilir. Iste adim adim gelismeler ve yeni bir mantik ara-
yisinin George BOOLE oncesindeki dalgalanmalar1 bu sekilde goriilmektedir.

Bu donemin 6nemli bir gelismesi de Kiimeler ile ilgilidir. Giderek Aksiyo-
matik Sistem, bilimde yerini almaya baslamistir. Yiizyillardir ne oldugu bilin-
meden ve dogadan alindig1 gibi kullanilan pek ¢ok soyut ya da nesnel olgular,
¢oziimlenmeye ve yeniden yapilandirilmaya baslamistir. Iste bunlar arasinda
sayilar da vardir. XIX. yiizyila gelindiginde Bolzano , Dedekind , Peano ve
De Bois Reymond gibi matematikgiler sayilar ve kiimelerle ilgilenmisler ve
baz1 aksiyomatik tanimlar yapmiglardir. Daha sonra, kiimeler kuraminda ge-
lismisligi simgeleyen Georg Ferdinand Ludwig Philip CANTOR (1845 -
1918) gortlmektedir. Stnirli olmayan kiimeler kurami ile iyi sirali kiimeler
kurami'mi ¢agdas bir yaklasimla sunan O'dur. Ancak bu cagdas yorum ve
aciklamalara karsin yine de bir ¢ok paradoksal durum'un ortaya ¢ikmasi kagi-
nilmaz olmustur.

1904-1908 yillar1 arasinda Zermelo , kiimeler kuraminin ilk aksiyomlar siste-
mi'ni olusturarak, bu konuda bir ¢ok ikircikli durumun giderilmesine katkida
bulunmus ; bu kuramin matematiksel bir yapiya kavusmasinda 6ncii olmustur.

Buraya kadar yapilan agiklamalardan ¢ikarilabilecek sonug olarak, goriiyor ve
diistiniiyoruz ki Modern Mantigin ve Boole Cebiri' nin kurucusu George
Boole, iste boyle bir ortamda kendini bulmus ve kuskusuz biitiin bu olusum
ve gelismelerden etkilenmistir. Ayrica ayni iilkeden meslektasi ve ayni1 konu-
larda ¢aligmalar yapan iinlii bir mantik¢1 olan De MORGAN da bu konularda
olduk¢a mesafe almig goriilmektedir. Demek ki gercekte Boole pek de yalniz
sayllmaz. Ancak yine de bu gibi 6nemli asamalarda bir lider yani bir siiriik-
leyici gerekmektedir ki iste bu gorevi de Boole' lin listlendigi goriilmektedir.

1.3. TARIHCE ve GEORGE BOOLE

Boole Cebiri' nin de bir tarihgesi vardir ya da boyle bir tarihg¢e yazilabilir. An-
cak goriilmektedir ki bu tarih, bu cebirin kurucusu olan George BOOLE
(1815-1864) ' iin yasam Oykiisiinden fazlaca soyutlanamaz. Cok ayrintilara
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girmeden konu Ozetlenirse ; ortaya cikisi, gelismesi, uygulamada yerini
almas1 ve diger bilim dallarina olan katkis1 ve onlar1 ne sekilde etkiledigi ve
hatta yeni bilgi alanlarinin ortaya cikisi gibi farkli asamalar, gozler Oniine
serilmis olacaktir. Dogal olarak bu, baslangicta, Boole'liin yasam &ykiisii ile
kosut bir gelisme gosterecektir. George BOOLE' iin yasam Oykiisiinii asagida
bulacak-siniz. Boylece bir dahinin taninmasina katkida bulunuldugu inanciyla
O'nun bulabildigim giizel bir portresini de kitabin basina koyarak, kendisi
hakkinda 1y1 bir tanitim yapilmis oldugu kanisindayim.

William Rowan HAMILTON (1805-1865) irlanda'nin yetistirdigi en iinlii
matematikg¢ilerden biridir. Konumuzla ilgisi De Morgan ile olan ¢ekismesidir.
Modern Mantigin kurucularindan biri olan De MORGAN (1806-1871) ciddi
ve giiler yiizlli, yumusak karakterli insan iliskileriyle taninan ; sevilen, sayilan
bir kisidir. O filozof kisiligiyle de 6ne ¢ikmistir. Hatta Hamilton O'nun i¢in :

- Eger M. de Morgan daha ufak ¢apta bir matematik¢i olsaydi, herhalde daha
biiytik bir filozof olabilirdi,

demektedir.* Ayn1 Hamilton daha sonra Morgan hakkinda iftirada bulunacak
ve aralarinda 6nemli bir tartisma baglayacaktir. Hamilton, De Morgan" kop-
yacilikla sugluyordu. De Morgan tartismayi biiylitmemek icin algakgoniillii
davransa da Hamilton asir1 yaklasimiyla aksine olay1 kortikliiyordu.

Bu tartigmayi izleyen biri vardi : George Boole. O, tam bu siralarda bir lisede
matematik 6gretmenidir. De Morgan'in hakli oldugunu gérmektedir ve O'nun
alttan alisin1 da hazmedememektedir. Konuya oldukg¢a egemendir ve artik bu
olayin hakemligine soyunma zamani gelmistir. Bu diisiincelerle, kars1 fikri
olusturmak {izere ciddi olarak ¢alismalara baslar. The Mathematical Analysis
Of Logic (Mantigin Matematiksel Coziimlemesi) adim verdigi kitabin1 (tezini)
bir y1l sonra tamamlar ve yayimlar. Y1l 1848 dir. Boylece Boole hakemlik go-
revini tamamlar ve De Morgan'in hakliligini1 kanitlar.

Bu oykii, sanki kisiler arasinda sikismis gibi goriilmesine karsin, sonucu itiba-
riyle yepyeni bir mantigin ortaya ¢ikmasina ve adeta bir devrim yaganmasina
neden olmustur. Bu Modern Mantigin kurulus ¢alismasi ve asamasidir.

(*) Eric Temple BELL , Biiyiik Matematikciler Cilt IT
Cev. : Inonii,ismen, Akova,Demirgiic ; M.E.B.Yayn1, 1947 , s. 142
g Yy
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Bu eser ve George Boole kisa siire i¢inde {inlii olmus ve hemen ertesi yil
Boole'e Universiteden teklif gelmistir. Bunu degerlendiren Boole, akademik
caligmalara yonelebilmek i¢in bunu olumlu karsilamis ve kendisini kisa siire
icinde Irlanda'da yeni acilan bir kolejde, Queen's College'de matematik 6gret-
meni olarak buluvermistir. O artik bir Universite 6gretim iiyesidir ve nitekim
cok gecmeden profesor de olmustur. Y1l , 1849 dur.

Tam bir akademik kimligi benimseyen Boole, durmadan ¢alisir ve eserler ver-
meye devam eder. Bunlar arasinda , Boole Cebiri’' nin de kurulusunu igeren
biri oldukga ses getirmistir. An Investigation of the Laws of Thought on
Which Are Founded the Mathematical Theories of Logic and Probabilites
(Mantik ve Olasiliklarin Matematiksel Kuramlarinin Dayandigi Diisiince
Yasalar: Hakkinda bir Arastirma) adin tasiyan bu eser, ilkinden daha da iinlti
oluyor ve yepyeni bir mantigin ve cebirin miijdesini veriyordu. O giine kadar
diisiince ve tartisma Otesine gegemeyen bu mantik, artik bir tamlik i¢inde
gercek olarak kurulmus oluyor ve bilimin hizmetine sunuluyordu.

Modern Mantik ya da Sembolik Mantik olarak adlandirilan ve tam bir mate-
matiksel diizene kavusmus olan konularin disipline edilis sekli elbette bir
matematik¢inin elinden ¢ikmaliydi. Iste bunun serefi dnce De Mogan'a sonra
da ve esas olarak G.Boole'e nasip olmustur. Iste bu nedenledir ki bu mantiga
dayal1 olarak ortaya ¢ikan bu cebire de Boole Cebiri adi verilmistir. Bu kitap,
bu cebiri ve daha sonraki ¢alismalara bagli olarak ortaya ¢ikan gelismeleri
derlemek ve agiklamak amaciyla kaleme alinmistir. Kitapta, Boole'lin ger¢cek
cabasinin ve emeginin ne denli 6nemli oldugu ¢ok iyi anlatilmistir.

George Boole 8 Aralik 1864 giinii, elli yasindayken 6ldii. O, bir siire 6nce ve-
recegi bir konferansa yetismek iizere, siddetli bir yagmur altinda kosusturur-
ken zatiirriye olacak ve o zamanlarin bu amansiz hastalifindan bir tiirlii
kurtulamayacaktir. O' nun 6liimiinden sonra, hem hayrani hem 6grencisi olan
esi Marie Everest, Boole'lin koydugu bazi ilkeleri devam ettirdi ve ozellikle
cocuklarmin yetismesinde uyguladi. Bu ilkelerin ; ¢ocuklarin egitimini insani-
lestirmek ve rasyonellestirmek gibi temel 6geleri vardi ki bu bilgi ve Onerileri
iceren bir kitab1 esi Everest kaleme aliyor ve bu kiigiik kitapgigi Boole's
Psychology (Boole Psikolojisi) adiyla yayimliyordu. Cok {inlii bir matematik-
¢i olan ¢agdas1 Henri Poincaré (1854 - 1912) O'nun i¢in soyle diyordu :

- Bu sifata hak kazanmais bir bilgin, 6zellikle bir matematik¢i calisirken bir sa-
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nat adaminin izlenimlerini duyar, duydugu haz onunki kadar yiiksek ve ayn
ozelliktedir.

Boole Cebiri tam anlamiyla sembolik mantigin devami olma 06zelligi goster-
mektedir. Ikili (dual) yap1 bu sistemin temel tasidir. Her kuram ve her yak-
lasim bu sistem {izerine oturtulmustur. Konu islenirken bu husus biitiin agikli-
g1 ile ortaya cikacaktir. Hatta bu, aritmetik, cebir ve fonksiyonlar asamasinda
tam olarak yasanacaktir. Hem mantik hem de cebir iligkisinde tam bir tutar-
[tk vardir. Ayrica bu mantik, aksiyomatik bir tanimla ortaya konuldugundan,
aksiyomlar degismedigi siirece, tam bir matematiksel gelisim siireci olus-
maktadir.

Bu yaklasimin felsefe boyutuna gelince... Burada Aristoteles'in Klasik
Mantigi ile karsilagtirildiginda, daha once de ifadesini bulan gerekcelerle,
tiilkenmis bu mantik yerine bdyle yetkin bir yenisini koymak, hem felsefe
diinyasinit hem de bilim diinyasin1 bir siire oyalayacaktir. Ger¢ekten de Boole
mantiginin 0yle hemen benimsenip yasama geg¢irildigi sanilmamalidir. Bu
mantik, gercekten anlasilir ve uygulamaya konur hale gelinceye kadar
yaklasik elli y1l gecmistir.

Mantikla matematigin temelde o6zdes oldugu, matematigin ger¢ekte mantigin,
nicel uygulamalarda gelisen kolu sayilabilecegi seklindeki goriis iinlii iki ma-
tematik¢iye aittir.* Cagimizin matematikg¢ileri Bertrand RUSSELL (1872 -
1970) ile Alfred N. WHITEHEAD (1861 - 1947) bu goriiste birleserek,
Modern Mantigin ve dolayisiyla Boole Cebiri'nin yasama geg¢misine katki
veri-yorlardi.

Bu yaklasim ve tam bu yillarda matematikte ve teknolojideki bazi1 gelismeler
de birbirini tamamlayinca, Boole'iin yaptig1 isin hi¢ de yabana atilir bir sey
olmadi81 kisa siirede anlasilarak uygulamaya konulmaya baslanildi. Ozellikle
XX. ylizyilin heniiz baglarinda, elektronik hesaplayicilara gecis asamalarinin
yasanmaya baglanilmasi ve bu yonde yapilan c¢alismalar, bu cebirin 6nemini
giinden giine artirryordu. Ornegin yiizyilin matematikgisi olarak nitelenen
John Von NEUMANN'"n 1905 yilinda makara bantlar1 bilgisayarlara uygula-
mas1 sonucu ortaya ¢ikan gelisim bir devrim kabul edilmistir. Niimerik Ana-
liz’in icad1 yolu ile matematigi makinaya uyarlama diisiincesi, beraberinde

(*) Hans REICHENBACH, Bilimsel Felsefenin Dogusu
Cev.: C.Yildirim ; Remzi Kitabevi , 1979, s. 150
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farkli hesap tekniklerini zorunlu kilmis ve matematik XX. yiizyildan baslaya-
rak artik bu yolda gelismeye baslamistir. Onemli sayilacak kadar da mesafe
almmustir. Ancak bu yolla yapilacak hesaplarin da nicelik yonii artmistir.

1947 yilinda, ABD'de ii¢ teknisyen bir 6zel ¢alismalar1 sirasinda, bir rastlanti
sonucu Transistorii bulmuslardir. Bu uzmanlar John BARDEEN (1908-
1991), Walter Houser BRATTAIN (1902-1987), William SHOCKLEY
(1910-1989) dir. Bell Telefon firmasinda ¢alisan bu uzmanlarin transistorii
bulmalartyla bir devrim yasanmustir. Artik basit bir enerji ile biiyiik enerjilere
ulagmak olanakli idi ve bu olduk¢a ucuz ve kolay elde edilebiliyordu. Ayrica
1s1 gibi bir sorunu da yoktu. Ana maddesi germanium kristalleri olan ve daha
sonraki gelisme siireci i¢inde silikonlarin kullanilmaya baslamasiysa bagka bir
basar1 asamasini temsil ediyordu. Bu {i¢c uzman , bu basarilari nedeniyle ,
1956 yilinin Fizik da-lindaki Nobel odiiliinii paylasacaklardir.

Bu asamalardan sonra teknolojinin hizi gozle goriiliir bir bicimde degismis ve
artik enerjinin yonlendirilebilmesi ve kontrolii nedeniyle 6zellikle elektronik
diinyasinda yeni bir devir baslamistir. Iste bu yillarda, bu asamada, kuramsal
olarak Boole Cebiri gerekli olan matematigi vermis ve teknoloji de bu
mantiga dayali digital sistem iizerine oturan teknolojiyi siirdiiriip,
gelistirmistir. Bunun sonuglar1 ve triinleri ¢ok kisa siirede ortaya ¢ikmis ve
cok duyarli ve omiirlii aletler ve cihazlar iiretilebilmistir. Demek ki biitiin bu
stirecin bir ucunda goriildiigii gibi, bu is i¢in gerekli alt yapiyr bilim ve felsefe
diizeyinde Boole Cebiri saglamistir. Bu savla ilgili agiklamalar, bu kitabin
konularini olustur-maktadir.

Modern Mantik bu yeni cebirin alt yapisini olusturmaktadir. Gergi biitiin ola-
rak ele alindiginda, bu mantigin tiim konularini ve ayrintilarini kullanmamiz
s6z konusu edilmeyebilecektir. Oysa Onermeler Mantigi basligi altinda topla-
nan konular bir biitiin olarak, Boole Cebiri'ni yonlendirebilmektedir. iste bu
nedenle bundan sonraki boliimiin Onermeler Mantigi'na ayrilmas: dogal kar-
stlanmalidir. Ayrica su da belirtilmelidir ki, burada yapilacak aciklamalar ve
anlatim, konu i¢in gerekli ve yeterli 6lctlide ifade edilecek ve drneklenecektir.



BOLUM 2

ONERMELER MANTIGI

2.1. ONERME - ONERMESEL

Bir iddia (sav) iceren ve sadece dogru ya da yanlis olarak degerlendirilebilen
tiimcelere onerme denir. Eger bu iddia (sav)' nin dogru ya da yanlis olarak
degerlendirilecegi  kesin olmakla birlikte, baslangigta buna karar
verilemiyorsa bu tiimceler énermesel adin1 alir. Onerme ya da 6nermeseller p
,q, T ,... gibi harflerle temsil edilirler. Ornegin,

p : Istanbul, Tiirkiye'nin niifus yogunlugu bakimindan en kalabalik ilidir.
q: 3>8

r : Ali 6grencidir.

s : Dondurmay1 ¢ok seviyorum !

t : Benimle oynamak ister misin ?

gibi ifadeler iizerinde ¢alisilirsa ; bunlardan p , q ile gosterilenlerin birer
onerme oldugu goriilmektedir. p , Dogru ; q, Yanlis olan birer dnermedir.
Bunlardaki yargi, dnceki bilgilerimize gore kesindir. Ancak r ile gosterilen
onerme, bir sav olmakla birlikte, Ali' nin kim oldugu ayrica tanimlanmis ol-
madigindan, bu savin dogru ya da yanlis olarak degerlendirilmesi ancak ve
ancak Ali tanindiktan sonra kesinlesecektir. Ama yine de dogru ya da yanlis
olacagi bilinmektedir. iste bu nedenle r bir dnerme degil bir dnermeseldir.
Ancak Onermeler manti§inin esas amaci énermeselleri incelemek oldugun-
dan, genelde onerme deyimi, bu aciklamalar 15181nda 6nermeselleri de kapsa-
yacaktir. Yani onerme denilince, onermeselleri de birlikte diisiindiigiimiiz an-
lami ¢ikacaktir.

Onermelerin dogru olusu D ; yanlis olusu Y sembolii kullanilarak gosterilir
ve bunlara dogruluk degerleri denir. Bir onermenin (6nermeselin) dogru ya da
yanlis olusu, onun temel ozelligi' dir. Yukaridaki agiklamalar 1s18inda 6rnek-
lerimiz i¢in ; p=D , q=Y yazilacaktir. r nin degerlendirilmesi ise daha
farkli olur. Bunu asagida izliyoruz. Bunlardan ikincisi daha ¢ok kullanilan
seklidir. Buna durum tablosu denir.
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s ve t ile gosterdigimiz ifadelere gelince ... Gortiliiyor ki s ile bir istek belirtil-
mis , bir sav ortaya konulmamastir ; t ile bir soru yoneltilmis yine bir sav olus-
mamistir. Oyleyse bunlarin, bir iddia icermedikleri i¢in bir dogruluk degeri de
olmayacaktir. Yani bunlar bir 6nerme degildir. Bir de 6nerme gibi goriilme-
sine karsin dogruluk degeri belirlenemedigi i¢in 6nerme sayillamayacak tiim-
celer olusabilmektedir. Bunlar heniiz arastirma asamasinda, kesin sonucu
alimmamis baz1 bilimsel yargilar i¢cin kurulmus tiimceler olabilecegi gibi, asa-
gidaki 6rnegimizde oldugu gibi, yapay olarak da diizenlenmis tiimceler ola-
bilecektir.

u : Kopek kosarken gokylizlinii sar1 gortir.

Goriiniiste sav vardir ancak bunu degerlendirebilecek higbir bilgi yoktur.
Aksini iddia etmek de dogru degildir. Yani kosarken kdpegin gokytiiziini sari
goriip géormedigini kimse bilmemekte ve yanitlayamamaktadir. Oyleyse bu sa-
vin dogru oldugu sdylenemeyecegi gibi, yanlis oldugu da sdylenemeyecektir.
Demek ki bu 6nerme gibi goriilmesine karsin bir dogruluk degeri olamaya-
caktir. Bir onermenin temel niteligi olan dogruluk degeri ancak bir tanedir ve
0 dogru ya da yanlis' dan biridir. Demek ki u ile temsil edilen ifade, dogruluk
degeri alamadig1 i¢in bir Onerme sayilmayacaktir. Eger bir giin bu savin
igerigine ait bilgi olusursa ve kosarken kopegin gokyliziinii ne renk gordigii
kesin ve kanitlanmis bir bilgi haline gelirse, o andan itibaren artik u savi,
onerme niteligine kavusmus olacaktir.

2.2. BASIT VE BILESiK ONERMELER

Birden ¢ok sayida dnermenin, baglaclar ya da eklemler adi verilen mantiksal
degismezler yardimiyla, biraraya getirilerek olusturulan mantik ifadelerine,
bilesik onermeler ya da onerme polinomlar: denir. Bunlara bazen molekiilsel
onermeler denildigi de olmaktadir. Bunlar genel ifadeleri temsil eder ve
bagint1 ifadeleri olarak nitelenebilir. Oysa tek bir savdan ibaret ve dolayisiyle
tek bir dogruluk degeriyle degerlendirilen Oonermeler basit onerme adim
almaktadir. Bunlara atomsal onermeler denildigi de olmaktadir. Bunlar
ozellik ifadeleri olarak nitelendirilebilir.
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Onerme sayisi1 arttik¢a, bunlarin alacagi dogruluk degerlerine bagli durumlar
da ¢esitlenmektedir. Bu ¢esitlenme bir kurala gore olmaktadir. p gibi bir 6ner-
me i¢in iki durum olusur. Bu 6nceki alt-bdliimde agiklanmistir. Onerme sayi-
siin iki ve ti¢ olmasi halleri degisik bi¢imlerde asagida gosterilmistir.

2n kuralina gore gerceklesecek bu durumlarda n=2 igin :

p q
D D
D D 7 2
D Y D ;Y
Y D N N
Y Y Y Y
olarak gereklesir. n =3 i¢in :
D D
p q T 2 2
D D
D D D N 2N
D D Y 2 Y Y
D Y D D , Y
D Y Y |, N D N D
Y D D 2 7
Y D Y Y Y
Y Y D N N
Y Y Y Y Y

olusacaktir. Burada da sekiz farkli durumun olustugu goriilmektedir. Tabloda-
ki sekiz durumun karsilig1 yanda cizelge halinde diizenlenmistir. Burada da
dordii D i¢in dordi de Y i¢in olmak tizere sekiz farkli durumun olusum yasasi
aciklanmis olmaktadir. Eger devam edilmis olsaydi, anlasiliyor ki n =4 i¢in
onalt1 farkli durum, n = 5 i¢in otuziki farkli durum olusacaktir ve Onerme
sayist arttik¢a bu durumlarin sayisi da ikinin kuvvetlerine gore artacaktir.

Tablo halinde diizenlenmis durumlar1 gésterir ¢izelge durumlar tablosu adini
alir ve uygulamada en ¢ok bu yazis bi¢imi kullanilir. Bu tablo olusturulurken
pratik olarak uyulmasi gereken bir kural vardir ki o da sudur :
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n onerme sayist olduguna gore, ise baslarken kural geregince farkli durum-
larin (gruplarin) sayisi bastan belirlenebilmektedir. Yukarida ifade ettigimiz
gibi n=1 i¢in 2 ; n=2 i¢in 4 ; n=3 i¢in 8 ; n=4 i¢in 16 ; ... durum olusacaktir. p,
q,r, .. i¢in diizenlenecek siitunlarin ilkine durum sayisinin yarisi kadar D ve
yaris1 kadar Y altalta siralanir. Ikinci siradaki énerme icin, ilk siralama D ve
Y ler i¢in paylastirilarak bu kez D lerin ilk yarist yanlarina D ikinci yarisi
yanlarima Y yazilir. Y i¢in olusan diizen icin de ayni paylasim kurali
uygulanarak, ilk yar1 Y grubu i¢in D, ikinci yar1 Y grubu yanma da Y
yazilarak ikinci onerme i¢in dogruluk degerleri dizilmis olur. Sonra gelen
Oonerme icin yarilama sistemi devam ettirilerek ve iki ile boliistiirilerek D ve
Y degerleri dagitilir. Sonuncu 6nermeye gelindiginde artik D den baglayarak
D ve Y degerleri mutlaka ardisik olarak siralanacaklardir. Boylece atlanma-
dan, ne eksik ne de fazla bir durum yazilmis olacagindan hatasiz bir tablo
diizenlemesi yapildig1 kesin olarak soylenecektir.

Ornegin n=3 i¢in sekiz durumun olustugu, onun i¢in diizenlenmis olan tablo-
da gorilmektedir. n=3 olmasi p , q , r gibi ii¢ 6nerme i¢in bu tablonun
diizenlendigini anlatmaktadir. Yukarida aciklanan kural geregince, 8 in yarisi
olarak p nin altina once 4 tane D sonra da 4 tane Y degeri yazilacaktir. q
onermesine geg¢ildiginde, onceki siitunda olusan D lere bakarak once 2 adet D
sonra 2 adet Y yazilacaktir. Alttaki Y ler i¢in de ayn1 seyler yapilacak ve dnce
ilk ikisi i¢in D sonra da diger ikisi i¢in Y yazilacaktir. r Onermesine gelince,
o sonuncu 6nerme oldugundan, dogruluk degerleri D den baslayarak D , Y
olarak altalta siralanacaktir. Bu siralanig ayn1 zamanda bir 6nceki siitunda
olusan degerlerin ikili paylasimina da uyumlu olacaktir.

Boole Cebiri ¢alismalar1 sirasinda bu tablolar ¢ok kullanilacaktir. Her ne
kadar orada D yerine 1 ; Y yerine 0 kullanilacak da olsa, lojik yap1 ve olu-
sum kurallar1 degismeyecektir. Demek ki bu calisma, sadece onermeler
mantigr i¢in gerekli degil, konumuzun temel calismalar1 i¢cin de onemli bir
malzeme olusturacaktir. Bu nedenle daha bastan itibaren bu ayrintilarin iyi
saptanmasinda yarar vardir. Ilk bakista o kadar onemli goriilmeyen bu
konuda, kuralsiz calisilirsa, n nin biiylik olmasi halinde, hatasiz bir yazimi
saglayabilmek oldukca gii¢ olur.

Boole Cebiri incelenirken goriilecektir ki, modern mantigin dual yapisi1 orada
da aynen gecerlidir. Bu ikililik diizeni, kullanilan sayilardan tutun, opera-
torlere kadar yansiyacaktir. Bilinmektedir ki bu cebire 0zgli operatorler
sadece toplama ve ¢arpma’ dan ibarettir.
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Bunun anlami, bagla¢ sayis1 ikiden fazla olsa bile, esas olarak bu iki baglac
tim modern mantiga egemendir. Bunlar VE ile VEYA baglaclarnidir ki
asagida ayrintili olarak incelenmektedirler. Ancak daha once diger bazi
kavramlardan s6z etmek gerekecektir.

2.3. DEGILLEME

p gibi bir 6nermenin degil'i denilince, p 6nermesi D degerinde olunca Y dege-
rini alan, Y degerinde olunca D degerinde olan bir 6nerme anlagilir ki buna p
onermesinin degili denir ve

~p,7p,p,p

gibi gosterim sekilleri kullanilarak ifade edilir. Modern mantikta ilk sembol
kullanilmakla birlikte, Boole Cebiri konusu islenirken sonuncu gdsterimin
kullanilmasi daha uygun olmaktadir.

p ~p Butanima uyan dogruluk degerleri diizenlemesi yandaki tabloda
gorilmektedir. Buna gore dogruluk degerleri arasinda

D Y
Y D ~D=Y ; ~Y=D
iligkilerinin olduklar1 yazilabilecektir.

2.4. DENK ONERMELER

P ve Q gibi iki 6nerme polinomunun ayni dogruluk degerleri i¢in degerlen-
dirilmesi durumunda her iki 6nerme polinomu da daima ayni degerleri
aliyorsa bu iki dnerme polinomuna denk polinomlar denir. Bu durum P = Q
yazilarak gosterilir. Buna denklik bagintis1 denilecektir.

Ornegin bir onceki alt-bolimde p ye bagli olarak ~ p Onermesi

tanimlanmistir. ~ p Onermesi yeniden degillenirse kolayca goriiliir ki elde

edilecek dogruluk degerleri p ile ayn1 olacaktir. Gergekten de,
~(~D)=~Y=D ; ~(~Y)=~D=Y

olarak bu iddia kanitlanmaktadir. Buna gore, bir biitiinliik i¢inde

~~p=p
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yazilabilecektir ki iste bu bir denklik bagintisidir. Bu bagintiya 6zel olarak ¢ift
degilleme bagintisi ad1 verilir.

2.5. STANDART BiCiM (ONERME KALIBI)

Modern Mantik bilimsel diisiinceyi ve bunun i¢inde yargiyr modelleyen bir
anlayisa sahiptir. Onerme tanimi da buna uygun olarak yapilmustir. Bir diisiin-
cedeki yarg: sayisi arttikca, bunlarin senteziyle olusan degerlendirilmenin ya-
pilabilmesi i¢in, yargilarin herbirini temsil eden 6nermelerin biraraya getirilis
kuralinin olugmasi ve tanimlanmasi ve de ayrica buna uyan modelin bir stan-
dardi olmasi gerekmektedir. Asagidaki 6rnegi inceleyelim :

- Ahmet, Ankara'ya ve Izmir'e gidecek.

- Ahmet, Ankara'ya da izmir'e de gidecek.

- Ahmet, Ankara'ya gidecegi gibi Izmir'e de gidecek.

- Ahmet, hem Ankara'ya hem de Izmir'e gidecek.

- Ahmet, Ankara'ya ; Izmir'e gidecek.

- Ahmet, Ankara'ya da gidecek Izmir'e de.

- Ahmet, Izmir'e gidecek ve Ankara'ya gidecek.

- Ahmet, Ankara'va gidecek VE Ahmet, Izmir'e gidecek.

Burada bir ¢ok ciimle kurularak gercekte tek bir sey anlatilmaktadir. Konus-
ma dilinde hi¢ de dnemsemedigimiz ve farkli anlatim ya da yazim bigimle-
riyle dile getirdigimiz bu tiir yargilara iligkin olarak bilim dili olusurken, daha
farkli diistinmek durumundayiz. Bu ornekler arasinda sonuncusu olarak yer
alan ifade, onermeleri tek tek ayrilmis, kullanilan baglacin belirgin oldugu bir
anlatim bicimi olarak mantiksal modele uygun olamdir. Iste buna bu olaym
standart bicimi denir. Oyleyse standart bigim denilince, bir olayin, bir olusu-
mun ya da bir olgunun, mantigin ortaya koydugu normlara gore ifade edilmis
sekli anlasilmalidir. Mantiksal islemler ve degerlendirmeler hep bu standart
bigimler iizerinde yapilacaktir ki bunlara Onerme Kalibi da denilmektedir.

p : Ahmet Ankara'ya gidecek.
q : Ahmet Izmir'e gidecek

ile gosterilirse, yukarida ornekledigimiz olusumun satandart bigimi p VE q
seklinde gergeklesecektir. Burada VE bir bagla¢ olup, o ve digerleri de asagi-
da tanimlanmaktadir. Daha once de sozl edilmis olan baglaclar ile 6nermeler
birlikte temel standart bicimleri olusturmaktadirlar.
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2.6. BAGLACLAR

Baglaglar ya da eklemler mantiksal degismezler adini alirlar ve bunlar bilesik
onermelerin olusmasinda Onermeleri birbirine baglayarak, onlara mantiksal
boyut ve anlam kazandirirlar. Modern mantigin temel olan baglaclar1 Ve ile
Veya dir. Bunlarin disinda Ya da (Ayricalikl Veya) , Gerektirme , Cift Gerek-
tirme, Bagdasmazlik ve Birlikte Degilleme baglaclarinin varligindan soz edi-
lebilir. Bu tiirler asagida tek tek incelenecektir.

2.6.1. VE Baglaci

p ile q gibi iki 6nermenin VE 'li bilesimi A sembolii kullanilarak p A q sek-

linde gosterilir ve p ve q diye okunur. Bu bilesim asagida goriilen tablo yardi-

miyla tanimlanmistir. Bu tanim tablosu degerlendirilirse , bu baglag i¢in dog-
ruluk degerleri arasinda,

P 9 pPAQ
DAD=D ; DAY=Y; YAD=Y ; YAY=Y
D D D
DY Y iligkilerinden s6z edilebilecektir. VE baglaci tanimlanir-
Y D Y ken " ancak her iki 6nerme de dogru ise VE '[i bilesim
Y Y Y dogru ; diger hallerde yanhstir. " seklinde bir genelleme
yapilabilmektedir. Burada p A q , VE baglaci ile olusan
standart bigimdir.

2.6.2. VEYA Baglaci

p ile q gibi iki 6nermenin VEYA ' I1 bilesimi v sembolii kullanilarak p v q
seklinde gosterilir ve p veya q diye okunur. Bu bilesim asagida goriilen tablo
yardimiyla tanimlanmistir. Bu tabloya bakarak, bu bagla¢ i¢cin dogruluk
degerleri arasinda agagidaki iliskilerin var oldugu sdylenebilecektir.

P 9 pVv(q

D D D DvD=D;DvY=D;YvD=D;YvY=Y.
DY D

Y D D Bu tablo yardimiyla VEY A baglaci tanimlanirsa " an-
Y Y Y cak her iki onerme de yanlis ise VEYA ' [1 bilesim

vanliy ; diger hallerde dogru'dur." seklinde bir ge-
nelleme yapmak olanaklidir. Burada p v q ile VEYA baglacina ait standart
bi¢im ifade edilmis olmaktadir.
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2.6.3. YA DA Baglaci

p ile q gibi iki 6nermenin YA DA ' I1 bilesimi v sembolii kullanilarak p v q
ile gosterilir ve p ya da q diye okunur. Bu bilesim asagidaki tablo yardimiyla
tanimlanmistir. Bu tanim tablosuna bakilarak, bu baglag i¢in dogruluk deger-
leri arasinda asagidaki iligkilerin varlig1 yazilabilecektir :

P 9 pv(q
DvD=Y;DvY=D;YvD=D;YvY=Y.
D D Y
DY D Bu baglaca ayricalikli veya denilmesinin nedeni, tablodaki
Y D D birinci durumdan kaynaklanmaktadir. Bu tablo VEYA'
Y Y Y nin tanim tablosuyla karsilastirilirsa, ilk durum disinda bir-

birinin ayn1 oldugu gériilecektir. iste birbirine uymayan bu
ilk durum nedeniyle farkl bir bagla¢ olarak incelenmektedir.

Bu baglact daha 1yi aciklamak bakimindan su 6rnek verilebilir. Yasamda ya
da bilimde (burada ya da' nin kullanildigina dikkat ediniz) dyle olgular vardir
ki bir kez ve bir yerde bir kere olusur ; yasanir. Ornegin dogum olgusu, 6liim
olgusu gibi yasam gercekleri tekrarlanmasi olanaksiz olan ; bir kez ve yalniz
bir kez gerceklesen olaylardir.

P : Ben, Ankara'da veya Istanbul'da dogdum.

derseniz hatali bir tiimce olusturursunuz. Ciinkii VEY A baglacin1 kullanarak,
hem Ankara'da hem de Istanbul'da dogmus olabilecegimi, tanim tablosundaki
birinci durumun karsilig1 olarak kabul ve ifade etmis olursunuz. Oysa dogum,
bir yerde (mekanda) , bir zamanda (tarihte) gergeklesir ve bu degismez bir
yazgi olarak kalir. Ben ya da (yine baglaca dikkat ediniz) bir kimsenin ayni
anda iki farkli mekanda dogmus olabilecegi diisiiniilemeyecegine gore yanlis
olan VEYA baglacinin kullanilmasidir. Dogru 6nerme, bu agiklamalar sira-
sinda YA DA baglacinin kullanilisinin iki kez 6rneklenmesinde oldugu gibi,

P : Ben, Ankara'da YA DA Istanbul'da dogdum.

seklinde olanidir. Iste YA DA baglaci, tablodaki ilk durum karsiligi olarak,
birlikte gerceklesmesi olgusunu yalanlamakta ve boyle bir savin yanlis olaca-
gin1 ifade etmektedir. Biitiin bu a¢iklamalardan sonra YA DA' 1 bilesimin ta-
nimi su sekilde verilebilecektir : " Ancak farkli dogruluk degerleri igcin dogru
olup diger hallerde yanlistir. "
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2.6.4. Gerektirme

p ile q gibi iki 6nermenin kosullu bilesimi = sembolii kullanilarak p = q sek-
linde gosterilir ve " p gerektirir q " diye okunur. Bu ifade, p ise q seklinde de
okunabilmektedir. Bu bilesim agagida goriilen tablo yardimiyla tanimlanir.

P 9 p=>q Bu tanim tablosundan, gerektirme icin, dogruluk degerleri
arasinda, buradaki iliskilerin olustugu anlasilmaktadir :

D D D

DY Y D=D=D; D=Y=Y; Y=D=D;Y=Y=D.

Y D D

Y Y D Bu tanim tablosu bir kabul sonucu elde edilmistir. Dogrulugu

sezgisel olarak bulunan ikinci durum disinda diger halleri bu
sekilde degerlendirebiliriz. Bu nedenle gerektirme, digerlerine gore daha fark-
11 6zellikleri olan bir bagla¢ olarak goriilmektedir. Bunlar, ayrica incelenecek-
tir ve orada bu ayricaliklar belirtilecektir.

p = q standart bi¢cimi ayn1 zamanda bir matematiksel iddianin yani teoremin
mantiksal modelini olusturur. Bu karsitt dogru olmayan bir teoremdir. Burada
p hipotez , q ise hiikiim adin1 alir. Ayrica p ye on bilesen , q ya da ard bilesen
denilmektedir. Gorecegiz ki p = q # q = p dir. Burada p , q i¢in yeter
kosul, q ise p i¢in gerek kosul olmaktadir. Bu standart bigimin, tanimdan
dogan ikircikli durumunu farkli yorumlayabilmek i¢cin VEY A baglacindan ya-
rarlanilir ve asagida verilmis olan denklik bagintis1 kullanilir.

p=>q=~pvq

p = q var olduguna gore, ayrica asagidaki bilesim sekilleri de tanimlanmistir

- Karsit Onerme : q = p seklinde olusan bilesimdir.
- Ters Onerme : ~p = ~q scklinde olusan bilesimdir.
- Karsit-Ters Onerme : ~q = ~p seklinde olusan bilesimdir. Ozellikle bu
bilesim i¢in :
pP=q=~q=~p
yazilabilecektir. Bu denkligin varligini, bir uygulama amaciyla asagidaki tab-

lo tizerinde inceleyelim. Bu gibi tablolara Dogruluk Deger Tablosu denir ve
bu sekilde Dogruluk Deger Analizi yapilmaktadir.
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Bu tablolar, Denklik Bagintilarinin Varligint Gostermek amaciyla kullanilir.

p 9 p=9q ~p ~q@ ~q=~p

<O~ g
UU~< U
OO~ =<
O~ O =

D
Y
D
D

< =< 0g

Bu uygulamada, standart bigimlerin diizenlendigi ii¢lincii ve altinci (sonuncu)
stitunlarda dogruluk degerlerinin yukaridan asagiya tamamen ayni diziliste ol-
duklar1 goriilmektedir ki bu durumda bu iki standart bi¢im denktir .

2.6.5. Cift Gerektirme

p ile q gibi iki onermenin karsilikli kosullu bilesimi < sembolli kullanilmak
suretiyle p < q seklinde gosterilir ve p ¢ift gerektirir q diye okunur. Bu
bilesim, asagidaki tablo yardimiyla tanimlanmastir :

P 9 peq Bu tanim tablosundan, dogruluk degerleri arasinda asagi-
daki iligkilerin olustugu kolayca belirlenebilecektir :

DeD=D;DeY=Y;YoD=Y; Y&Y=D.

< =< 0UC
< O~ O
O<~<yg

Cift gerektirme, gerektirme baglacina gore yorumlanirsa ,

p=q=pPp=>9A(Q=>p)

demektir. Bu hem p = q nun hem de q = p nin ayn1 zamanda ger¢eklesme-
sini i¢eren bir baglagtir.

Bu baglacin karakteristik ozelliklerinden biri , denklik bagintisinin baglaca
gore ifadesini saglamasidir. Bir denklik bagintisinda = yerine < konursa, ifa-
de icerigini korumakla birlikte, bunun incelenmesinde kavram degisikligi ola-
cak, yani farkl bir yol izlenecek demektir. Ornegin bu kez, denklik bagintisi-
nin dogrulugu, dogruluk degeri analizi yoluyla kanitlanacak demektir ki buna
ait tamim ve yontemler daha sonra verilecektir. Ancak yukarida verilmis olan
denkligin varligini, tablo yontemini kullanarak okuyucu, bir uygulama amaci
ile yapmalidur.
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2.6.6. Bagdasmazlik
p ile q gibi iki dnermenin bagdasmaz oluglart | sembolil kullanilarak p | q

yazilarak gosterilir ve p bagdasmaz q ya da p ile q bagdasmazdir diye
okunur. Bu bilesimin tanim tablosu asagidadir.

P q9 plg Bu tanim tablosuna gore bagdasmaz durumda olan dogruluk
degerleri arasindaki iligkiler asagida belirtilmistir.

D D Y

D Y D D|D=Y ;D|Y=D;Y|D=D; Y|Y=D

Y D D

Y Y D  Buradabagdasmazlik iki dogruluk degerinin D olmasi halinde

gortilmektedir.
2.6.7. Birlikte Degilleme

p ile q gibi iki 6nermenin birlikte degillenmesi U sembolii kullanilarak p U g
seklinde gosterilir ve p birlikte degillenmistir q diye okunur. Bu bilesim asa-
gidaki tablo yardimiyla tanimlanmistir. Bu tanim tablosuna gore, bu baglag
1¢in

dogruluk degerleri arasinda asagidaki iliskilerin olustugu

p q plq anlagilmaktadir :

DD Y DID=Y;:DUY=Y;YID=Y;YlY=D.
DY Y

Y D Y Anlasiliyor ki ancak her iki dogruluk degeri de Y ise bu
Y Y D bilesim dogru , diger hallerde yanlistir.

2.7. DE MORGAN ILiSKIiLERIi

bunlara De Morgan Iliskileri ya da De Morgan Denklikleri denir.

~pArqQ=~pVv~q ; ~pvqQ=~pAr~q

Bunlar da birer degilleme yasast olarak kabul edilebilir. A ile v baglaclar ara-
sindaki iliskileri diizenledikleri de sOylenebilir. Bu iligkilerin dogrulugu iize-
rindeki calismayr okuyucu bir alistirma olarak yapmalidir. Bu amagla,
simdilik gordiiglimiiz kadariyla dogruluk deger tablosu diizenlenmelidir. Bu
tabloda, denkligin iki yan1 i¢in olugan degerler biribirinin ayn1 olmalidir.
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2.8.BAGLACLARIN TEMEL BAGLACLAR CINSINDEN IFADELERI

Burada temel baglaglar ile ifade edilmek istenilen baglaclar VE ile
VEYA’dir. Ciinkii bu iki baglacin, dual sistem iginde 6zel bir yerleri oldugu
gibi bu iki bagla¢ yardimiyla diger tiim baglaclar1 ifade etmek olanakl
goriilmektedir. Bu demektir ki, bu iliskiler yardimiyla, her ne kadar bu kadar
baglac tiiri tanimlanmak zorunda kalinmis bile olsa, sonugta bu o6zellik
sistemin {istlin yoniinii ortaya koymaktadir. Asagida bu iliskiler verilmistir :

pvgq=pvyAr~{PAarq)

p=>q=~pVvq

p=q=PAqQV(~pa~q)
plga=p=>~q=~pv~q =~(pAq) DeMorgan
pUqE~p/\~qE~(pvq) De Morgan

Baglaclarin bu iligkileri gézoniinde bulundurulursa, artik bilim dilini model-
lestirirken standart bigimlerin olusmasinda, sadece VE ile VEY A baglaclarina
gore ifade bicimleri olusturmak, olusturabilmek, sonug¢ta mantiktan, bunun
uygulama alani olarak cebire, yani hesap tekniklerine ge¢isi hem olanakli hem
de uygulanabilir kilmistir. Bu ise bilimde ve 6zellikle makina dilinin kullan-
dig1 algoritmalarin olusturulmasinda, teknolojinin giiciiniin de katilmasiyla
adeta devrimler yaratacak kadar onemli atilimlarin saglanmasina Onciiliik
etmistir. Dogal olarak bu ifadeler, sonraki boliimlerle biitiinlestiginde cok
daha anlamli olacaktir. Onceden de degindigimiz gibi mantikta ve ile veya
baglaclarinin yapisal olusumlari, Boole Cebirinde operatorlere dontistiigiinde,
bunlarin  sirasiyla ¢arpma ile toplama islemlerini diizenleyecekleri
gorilecektir. Baskaca operator kullanilmamaktadir. Demek ki mantiktaki
diger baglaclarin karsiliklari Boole Cebirinde yoktur. Oyleyse mantiktan
cebire gecis yukaridaki denklikler yardimiyla saglanabilmektedir ki bunlarin
varlig1 da gosterilmistir.

2.9. BAGLACLARA AIT OZELLIiKLER

Yukarida kendilerinden s6z edilen ve tanimlanan baglaclarin, asagida acik-
lanan ozellikleri vardir. Bunlarin herbiri dogrulugu kanitlanmis denklikler
olarak algilanmali, ancak yine de uygulama icin birer problem olarak goriil-
melidir.

2.9.1. Degisme (Komutatif) Ozelligi
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pAqQ=4qgAp , PVQ=qQVDp ., p¥qQ=qQVYDp ,
P=q9#q=pP ; P=q=q<=Dp

Gortliyor ki = baglaci disinda kalan diger baglaglarda degisme 6zelligi var-
dir. Degisme 6zelliginin anlami, 6n ve ard bilesenlerin aralarinda yer degistir-
mesi durumunda standart bi¢imin degerinin degismeyecegidir. Iste bu 6zellige
uymayan = baglaci i¢in 6n ve ard bilesenlerin siralarinin degismesi halinde
yeni elde edilen bi¢im anlamsiz olacaktir ki bu ancak yeni bir standart bigim
olarak tanimlanmak zorundadir. Nitekim daha once o da yapilmis ve buna
Kar- sit Onerme adi verilmistir.

2.9.2. Birlesme (Assosiyatif) Ozelligi

pAr(@Aan=(pPAgAr=pAaqar; pv(qvn=(pvqgvr=spvqvr

olarak birer anlamli ifade olustururlar. A ile v baglaglarinin birlesme 6zelligi
ol-mas1 parantezlere goOre istenilen gruplasmanin yapilmasi durumunda
sonucun bundan etkilenmeyecegi anlami cikar ki parantezlerin tamamen
kaldirilmas1 du-rumunda da yine anlamli ifadeler (bilesimler) olusacak
demektir. Ayrica v ile < i¢in de bu 6zelligin var oldugu goriilmektedir.

pv(Qvn=(pvqQyvr=pvquvr
pe@en=peqeor=poqor

denklikleri yazilabilecektir. Bunlara karsin = i¢in aym Ozellik gecerli
degildir. Bunedenle p = q = r gibi bir bilesim anlamli degildir. Clinkii

p=>@=nN#(p=q)=>r
dir.

2.9.3. Dagilma (Distribiitif) Ozelligi

pAr(@@vD=pAqQdVvpAr) ;5 pv@an=@Evaapvr)
Bu ozellik sadece ve ile veya baglaclar1 arasinda vardir. Bunlardan ilkine
ve'nin veya iizerine dagilimi ; ikincisine ise veya'nin ve tizerine dagilimi

denilmektedir. Bunun daha 6zel bir durumu Sogurma Ozelligi adi altinda
diizenlenmistir ki bunlar da asagidaki denkliklerle ifade edilirler.
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pA(pva=p ; pv(pArq=p
Bu denkliklerde p ye soguran , q ya da sogurulan denir.

2.9.4. De Morgan (Degilleme) Ozelligi

Onceden De Morgan Denklikleri olarak ifade edilmis olan iliskiler, birer 6zel-
lik olarak da nitelendirilebilir. Iste bu yaklasimla bu iliskiler, bu kez birer
ozel-lik olarak g6zoniine alinmis olacaktir :

~pArqQ=~pv~q ; ~(pvqQ=~pA~q

2.9.5 Denk Giigliiliik (Idempotant)

pApP=EpP ; PVDP=EPD

ozelliklerinin varligi, sirastyla ve ile veya baglaclarinin denk giic/ii olduklarini
ifade eder. Bunlara karsin gerektirme ve c¢ift gerektirme denk giicli
degillerdir. Ciinkii,

p=p=D ; pep=D
olmaktadir.

2.10. DOGRULUK DEGERI ANALIiZi

Bir bilesik 6nermenin (standart bigimin) dogruluk degeri analizi denilince,
onu meydana getiren dnermelerin alacagi degerlere karsin baglaclarla birlikte
de-gerlendirildiginde olusacak dogruluk degerlerinin tiimii anlasilmalidir.
Boylece oOnermelere ve baglaglara gore standart bigim degerlendirilmis
olmaktadir. Bu-nun sonucunda da c¢esitli olusumlara gore, standart bigcim
yorumlanmaktadir.

2.10.1. Totoloji

Standart bi¢cimdeki Onermeler hangi degerleri alirlarsa alsinlar, sonucta
standart bigim, bu degerlere bagli olmaksizin hep dogru kalabiliyorsa bu tiir
standart bi-¢cimlere totoloji denir. En basit 6rnegi p v ~p =D dir. Goriilityor
ki p Oner-mesi ister D ister Y degerini alsin, tanim geregince sonu¢ daima D
dir. Oyleyse p v ~ p bilesimi (standart bigimi) bir totolojidir.

2.10.2. Celisme
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Standart bicimdeki oOnermeler hangi degerleri alirlarsa alsinlar, sonugta
standart

bicim, bu degerlere bagimli olmaksizin hep yanlis oluyorsa bu tiir standart bi-
cimlere ¢elisme ya da (yerine gore) ¢eliski denir. En basit 6rnegt pA~p=Y
dir. Burada da goriiliiyor ki p ister D ister Y degerini alsin sonug¢ daima Y ol-
maktadir. Oyleyse p A ~ p bilesimi (standart bi¢imi) bir celismedir.

2.10.3. Gegerlilik - Gegersizlik

Bir standart bi¢cimin dogruluk degeri analizi yapildiginda, dnermelere verilen
dogruluk degerlerine karsin, standart bigim her degerlendirmede daima D de-
gerini aliyorsa buna Gegerli Standart Bigim denir. En az bir degerlendirmede
olsun Y dogruluk degerini aliyorsa, bu bir Gegersiz Standart Bigim ' dir.

2.10.4. Tutarhilik - Tutarsizlik

Bir standart bicimin dogruluk degeri analizi yapildiginda, 6nermelere verilen
dogruluk degerlerine karsin, standart bicim en az bir D degerine ulasiyorsa
bu-na Tutarli Standart Bi¢im denir. Eger degerlendirmelerin tiimiinde de Y
dege-rini aliyorsa, standart bicime Tutarsiz' dir denir.

Dogruluk degeri analizi yapildiktan sonraki yorum asamasinda, standart bi¢cim
icin bu degerlendirmeler sonucu, yukarida tanimlanan biri ile bir karsilik
bulu-nacaktir. Ancak bazi benzerlik gosteren tanimlara kanarak bunlarin ayni
oldugu gibi bir yanlisa diismemek gerekir. Soyle ki :

- Totoloji ve Celisme kavramlari, standart bi¢cimin, dnermelerin aldiklar
dogruluk degerlerinden soyutlanmis bir degerlendirilmesidir.

- Gegerlilik ve dolayisiyla Gegersizlik kavrami, standart bigimin alacagi
degerlerin Y (yanlis) ye gore degerlendirilmesi esas alinarak tanimlanmistir.

- Tutarlilik ve dolayisiyla Tutarsizlik kavrami, standart bigimin alacagi
degerlerin D (dogru) ye gore degerlendirmesi esas alinarak tanimlanmaistir.
Gortldiigi gibi tamamen farkli yaklasimlarla yapilmis bu tanimlar sonucu, bir
standart bicime " totoloji ve ayn1 zamanda gecerlidir " denilebilmesine karsin
totoloji # gegerlilik' dir. Celisme ile tutarsizlik arasinda da ayni seyler s6z ko-
nusudur.

2.11. DOGRULUK DEGERI ANALIiZi YONTEMLERI

Bir standart bi¢imi incelemek denilince, oOncelikle akla ilk gelen, dogruluk
de-geri analizi yapmaktir. Dogal olarak bu isin de ¢esitli yontemleri vardir.
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Asagida bu yontemler tanitilmakta ve ornekler yardimiyla uygulama becerisi
pekistirilmektedir. Ayrica her uygulamadan sonra, yukaridaki tanimlardan ha-
reket edilerek standart bicim yorumlanmaktadir. Gergekte yapilmak istenilen
sey asagidaki 6rnekte agiklanmaktadir.

ORNEK. (p A q) = r standart biciminin dogruluk degeri analizini yapalim.
Ug farkli 6nerme bulundugundan sekiz farkli durum degerlendirmesi yapmak
gerekecektir. Bunlar asagida tek tek diizenlenmistir :

I.p=D,q=D,r=D igin: (DAD)=D=D=D=D
2.p=D,q=D,r=Y iin: (DAD)=>Y=D=Y=Y
3.p=D,q=Y,r=D igin: (DAY)=D=Y=D=D
4.p=D,q=Y,r=Y igin: DAY)=Y=Y=Y=D
5p=Y,q=D,r=D igin: (YAD)=D=Y=D=D
6.p=Y,q=D.,r=Y iin: YAD)=Y=Y=Y=D
7.p=Y,q=Y.,r=D igin: (YAY)=D=Y=D=D
8. p=Y.,q=Y,r=Y igin: (YAY)=Y=Y=Y=D

Bu islemlerin herbiri bir yerine koyma ornegi' dir. Onerme sayis1 arttikca ve
standart bicim ¢ok daha karmasik sekiller aldikc¢a, bu islemlerin giderek giic-
lesecegi ve pratik bir degeri kalmayacag1 kolayca anlasilir. Iste bu nedenle
asa-gida acgiklanacak olan yontemler gelistirilmistir.

2.11.1. Dogruluk Deger Tablosu (Tablo Y 6ontemi)

Verilen standart bigime ait dogruluk deger tablosu, durum tablosu' nun yani-
sira islemler i¢in ayrilan siitunlardan sonra esas olarak sonu¢ siitunu' nu
icerir. Iste bu siitunda olusan dogruluk degerlerine bakilarak yorum
yapilabilecektir ki buna ait diizenlemeler asagidaki Ornekler {izerinde
gorilecektir.

Once basit bir 6rnek iizerinde galisalm. p <> (q v ~ p) standart bigiminin
dogruluk deger tablosunu diizenleyelim. p ve q onermelerine gore dort farkl
durum olusacaktir.

P 9 ~p qv~p p<(Qy~p)

< O <UC
OO~
O < ~<0C

D
Y
D
Y

~< =< OO0
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Bu tablodaki sonuca gore standart bigim yorumlanirsa, sonug siitununda bulu-
nan D ve Y degerlerine bakarak, 1) totoloji ve ¢elisme olmadigi ; 2) Y deger-
lerinden otiirti Gegersiz oldugu ; 3) D degerlerinden dolayr Tutarli oldugu,
sOylenebilecektir. Simdi yorumlar bunlar olabilecegine gore, bu standart bigi-
min dogruluk degeri analizi hangi amag i¢in yapilmissa, yanit bu ii¢ secenek-
ten biri ile verilmis olacaktir. Simdi de asagidaki 6rnegi inceleyelim :

pqrp=>qq=>r(p=>9Ar(@=>r) p=>r1r [p=>9PA@=>1]=>(p=>1)

DDD D D D D D
DDY D Y Y Y D
DYD Y D Y D D
DYY Y D Y Y D
YDD D D D D D
YDY D Y Y D D
YYD D D D D D
YYY D D D D D

Bu tablo [(p = q) A (@ = 1)] = (p = r) standart biciminin dogruluk degeri
analizi i¢in diizenlenmistir. Sonug siitunundaki tiim dogruluk degerleri D dir.
Demek ki bu standart bicimde, dnermeler ne tiirlii degerlendirilmis olurlarsa
olsunlar her durum igin standart bicim D degerini almaktadir. Iste bu
nedenledir ki bu totoloji olan bir standart bi¢cimdir.

Siz de benzeri bir ¢calisma yaparak (p = q) A (~ q A p) standart bigiminin bir
celisme oldugunu goriiniiz. Celisme oldugunu nasil aciklarsiniz ?

2.11.2. Quine Yontemi

Bu yontem 6nermelerin almis oldugu dogruluk degerlerinden soyutlanmais bir
sema olarak goriilmektedir. Yani sadece sonuca gore bir yorum getirmek ola-
nag1 vardir. Oysa, animsanirsa, Totoloji ve Celisme tanimlar1 da bu esas tizeri-
ne yapilmisti. Demek ki 6zellikle standart bigimin bu tiir yorumlar: i¢in bu
yontem bir segenek olarak kullanilabilecektir. Ancak sonuca bakarak, standart
bicimin gecerli olup olmadigr ya da tutarli olup olmadig: da aciklik kazana-
bilecektir. Soyle ki, eger sonug¢ D ve Y leri birlikte igeriyorsa ;

a) D degerlerine bakarak standart bi¢imin tutarl,

b) Y degerlerine bakarak standart bi¢cimin gecersiz
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oldugu soylenebilecektir. Ayrica,

c¢) Tiim dogruluk degerleri D ise standart bigimin bir totoloji oldugu,
¢) Tiim dogruluk degerleri Y ise standart bi¢imin bir ¢elisme oldugu
da sdylenebilecektir.

Yontem asagida aciklandigi sekilde uygulanir :

- Verilen standart bicimdeki farkli dnermeler sayica belirlenir. Sayica en ¢ok
olan 6nermeden baslanir. Eger hepsi esit sayidaysa, alfabedeki sira gozetilir.

- Standart bigim ¢alisma yerinin ortasina gelecek sekilde yazilir.

- Hangi 6nermeden baslanacaksa, ifadede bunun yerlerine D yazilarak elde
edilen yeni ifade standart bigimin sol-alt tarafina ; Y yazilarak elde edilen
ifade standart bigimin sag-alt tarafina gelecek sekilde yazilir.

- Bu sekilde elde edilen ifadelerdeki islemler yapilir. Bu islemlerin neler oldu-
gu birer kural haline getirilerek asagida aciklanmustir. islemler sonunda :

a) standart bigim bir dogruluk degerinden ibaret kalir ki orada islem durdu-
rulur ;

b) standart bigimin yerinde, degerlendirmeye giren 6nermenin i¢inde bulun-
madig1 yeni bir standart bi¢im olusur ki bu durumda yontem bu noktadan
itibaren yeniden uygulanmaya baslanir.

- Biitiin 6nermeler degerlendirildiginde ; olusan standart bigimler bir dogru-
luk degerinden ibaret kalincaya kadar islemler stirdiiriiliir. Anlasildig: gibi
bazen ardisik islemler yapmak gerekebilecektir.

- Aciklanan sonuca ulasildig: takdirde islem duracak ve onceden verilen agik-
lamalar dogrultusunda yorum asamasina gecilebilecektir.

Yontemin ne sekilde kullanldigina dair verilecek orneklerden once, yukarida
sOzii edilen kurallarin 6ncelikle ortaya konmasi elbette yararli olacaktir. P ile
bir bilesik onerme ya da bir 6nerme polinomu gdésterilmis olsun.

1) PAD=DAP=P
Bilesenlerinden biri D olan bir A 1i bilesim diger bilesene (P ye) indirgenir.
PAY=YAP=Y
Bilesenlerinden biri Y olan bir A li bilesim Y ye indirgenir.

2) PvD=DvP=D
Bilesenlerinden biri D olan bir v 11 bilesim D ye indirgenir.
PvY=YvP=P
Bilesenlerinden biri Y olan bir v 11 bilesim diger bilesene (P ye) indirgenir.
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3) P=D=D ; D=P=P
Bilesenlerinden biri D olan bir kosullu bilesim ard bilesene indirgenir.
P=>Y=~P; Y=P=D=~Y
Bilesenlerinden biri Y olan bir kosullu bilesim 6n bilesenin degiline indir-
genir. Daha once de belirtildigi gibi, kosullu bilesimin degisme 6zelligi ol-
madii i¢cin D ve Y degerlerinin 6n ve ard bilesenlerde bulunma durumlari-
n1 ayr1 ayr1 incelemek zorunlu olmustur.

4y PeD=D<P=P
Bilesenlerinden biri D olan bir ¢ift gerektirmede bilesim diger bilesene in-
dirgenir.
PoY=YSP=~P
Bilesenlerinden biri Y olan bir ¢ift gerektirmede bilesim diger bilesenin
degiline indirgenir.

Kurallar1 bu sekilde acgikladiktan sonra simdi asagidaki 6rnekleri inceleyelim :
p < [~qA (~p=r1)] standart bigiminin dogruluk degeri analizini yapmak

icin Quine Yontemini uygulayalim. Uygulamadaki asamalar animsanirsa, p
sayica daha fazla (2 tane) bulundugundan p den baslanir.

pe[~qAa(~p=1)]

Do [~qAa(~D=r1)] Y [~qa(~Y =1)]
~gA (Y =r1) ~[~gA (D =r)]
~qAD ~(~qAr) (De Morgan)
~q qv~r
~D ~Y Dv~r Yv~r
Y D D ~T
~D ~Y
olur. Y D

Islemler sirasinda karsilasilan ~ q ; q v ~ 1 ve ~ r ifadeleri yeni standart
bi¢gimler olduklarindan, islem bunlarin herbirinde yeniden baglatilmistir. Boy-
lece, sonugta, her ¢alisma dalinda bir dogruluk degerine ulasildigindan islem
tamamlanmistir. Bu dogruluk degerlerine bakarak yorum yapilacaksa, stan-
dart bi¢imin bir totoloji ya da ¢elisme olmadig sdylenebilecegi gibi, D deger-
lerine bakarak bunun tutarli oldugu ; ancak Y degerlerine bakarak bunun
gecersiz oldugu da sdylenebilecektir.
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Yukarida tablosunu diizenledigimiz 6rnegi, asagida bu yontemle inceliyoruz.

[((p = q9) A(q=1)] = (p = 1) standart biciminin dogruluk degeri analizi ya-
pilirsa, sonuca gore yorumlandiginda bunun bir totoloji oldugu goriilecektir.

[(p=>DA(@=D]=>(p=>1)
(D=9 Ar@=1]=>D=r [(Y=>pAr(@=1]=(Y=r1)

[ar(@=nD]=r [~Y Al@=1)] = (~Y)
[DAD=r1))]=r [YA(Y=1)]=>1 [DA(Q=1)]=D
DAr)=r Y A~Y)=r1 (q=n=D
r=r YAD)=r D
D=D Y=Y Y=r
D D D

Boylece islem tamamlanmis olur. Varilan dogruluk degerlerin hepsi D oldu-
gundan bu standart bi¢imin bir totoloji oldugu sdylenebilecektir.

2.11.3. Analiz Yontemi

Bu yontemle dogruluk degeri analizi yapabilmek igin, standart bigim
tizerinde, ardisik islemler uygulayarak, baglaglara ait tanim ve 6zelliklerden
yararlanmak suretiyle, ya tek bir dogruluk degerine ulasmak ya da bu
gerceklesmiyorsa, artik iizerinde islem yapilmasi olanaksiz hale gelen veya
kisir dongiiye doniisen modiil bir ifadeye, standart bigimin en basit haline
ulagsmak amacglanmis olacaktir.

Yontemin ne sekilde uygulanacagina dair bir genel agiklama yapmak
olanaksiz olup ancak yukaridaki amag i¢in ¢izilmis olan ¢izgiden giderek, her
problem i¢in yapilmasi gerekenlere, problem siireci i¢inde karar verilecek ve
uygulana-caktir. Yer yer denemeye dayanan c¢alismalar da yapilabilecektir.

Bu agiklamalar1 pekistirmek ve anlamli kilmak ig¢in asagidaki iki ornek
incelen- melidir. Her islem asamasinda, bir sonraki ifadeye geg¢ilirken
kullanilan 6zelli-gin ne oldugunu anlamaya, bulmaya ¢alisiniz !

~(p=q) < ~(~pVvq) standart biciminin dogruluk degeri analizini bu yon-
temi uygulayarak gerceklestirelim.Asagida ardisik islemlerle olusan ¢6ziim
go-riillmektedir. Izleyelim ...
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~p=>9~CFpvy=E~(~pv S (~paA~Qq =

(~~pr~epPr~d=pPpr~9=pPar~q=D

bulunur. Eger P = (p A ~ q) denirse, son ifadeden P < P =D yazilabilecegi
kolayca anlasilmaktadir. Cilinkii daha once belirtildigi gibi, ¢ift gerektirmenin
(karsilikli kosullu bilesimin) denk giiclii (idempotant) olmadigi bilinmektedir.
Bu sonuca gore standart bigimin bir totoloji olduguna karar verilecektir.

Eger sonu¢ Y olarak bulunmus olsaydi standart bi¢imin bir ¢elisme oldugu
ifa-de edilecekti. Ancak sonu¢ D ya da Y olarak bulunmamissa, yani
onermelere bagli ancak daha da daraltilmasi olanaksiz bir ifadeyse, bu
takdirde Onermelerin alacagi dogruluk degerlerine bagimli sonuclar elde
edilecektir ki bu takdirde standart bi¢im ne totoloji ne de ¢eliskidir. Tutarl1 ya
da Gegersiz standart bigim olarak yorumlanacaktir. Bunu agiklayan bir 6rnek
asagidadir.

~[p=>~1)=(~qVvI1)]A[r=(~p A q)] standart biciminin dogruluk
degeri analizi bu yontemle gergeklestirilecektir. izliyoruz ...

~[p=~D=>CFqvp]Aar=(~pArq)] =
~[(~pv~)=>(~qv]Aa[~rv(~pArq]=
~[~(~pv~DV(~qVvD]A[~rv(~pAQg)]=
[(~pVv~DA~(~qVvD]A[~TV(~pArQq)]=
[(~pv~DA(@A~D]IA[(~TVvpP)A(~TVQ]=
(~pv~1)AqQA~TA(~TVDP)A(~TV Q=
[(~pv~DA(Vv~DIA[ga(@Vv~D]A~r=
[(PA~pP)V(~pA~D)V(PA~D)V(~TA~DIA(QA~D) V(QAQ] A
~1= [YV(~pA~T)V(PA~T)V~T]A[qQV(QA~D]A~T=
{{pv~p)A~r]v~rjaqAa~r=

{[DA~T]V~T}AQA~T =(*TV~I)AQA~T=
~TAQA~T =qQA~T

bulunur. Goriilityor ki ulasilan sonucta artik bagkaca sadelestirme ya da tek
bir degere indirgeme olanag: yoktur. Oyleyse, yukaridaki agiklamalar 1s181nda
bu standart bi¢imin totoloji ya da ¢elisme olmadig1 apaciktir. Ancak tutarli ya
da gecgersiz bir standart bicim olduguna karar verilebilecektir.

2.12. MANTIKEN DENK POLINOMLAR

Aynmi 6nermelerden olugsmus iki 6nerme polinomu P(p,q.r,...) ile Q(p,q.r....)
1se,
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bu iki polinomun biitiin yorumlarinin birbirlerinin ayni1 olmasi halinde bunlara
Denk Polinomlar denir. Bu 6zellikteki iki 6nerme polinomu

P(p,q.1,...) = Q(p,q.1,...) yada P(p,q.r,...) =DkQ(p,q,r,...)

yazilarak gosterilir. Bu denkliklerin var olmalarn i¢in, bu Onerme
polinomlarinin ozdogruluk polinomlar: olmalar1 gerekmemektedir. Standart
bicimi bir totoloji olan Onerme polinomu dzdogruluk polinomu adin
almaktadir. Buna dair asagi- da verilmis olan uygulama, konuya yeteri kadar
aciklik getirecektir.

Daha once sozii edilen p A(qvr)=( Aq) Vv (p A r) denkligini bu agik-
lamalar 1s181inda inceleyelim. Bu VE nin VEYA iizerine dagilimi seklinde
ifade edilmis olan Dagilma Ozelligi olarak bilinmektedir.

P(p,q.,n)=pA(qvr) ; Qp.qn)=(pPAq Vv (pAr)

denirse, P(p,q,r) = Q(p,q,r) denklik bagintis1 elde edilir. Simdi bu savin dogru
oldugunu kanitlamaya calisalim. Bunun i¢in, her iki polinoma ait yorumlari
tek tek belirleyelim ve karsilagtiralim.

l.yorum: p=D,q=D,r=D igin,
P(p,q,r) =P(D,D,.D)=D A (DvD)=D
Q(.q,r) =Q(D,D.D)=DAD)v(DAD)=D

2.yorum: p=D,q=D,r=Y ig¢in,
P(p,q,r) =P(D,D,Y)=DA(DvVvY)=D
Q(p,q,r) =Q(D,D,Y)=(DAD)v(DAY)=D

3.yorum: p=D,q=Y,r=D i¢in,
P(p,q,r) =P(D,Y,.D)=D A (Y vD)=D
Q(p.q,r) =Q(D,Y.D)=DAY)v(DAD)=D

4. yorum: p=D,q=Y,r=Y i¢in,
P(p,qr) =P(D,Y,Y)=DA(YVY)=Y
Qp.q.n) =QM.Y,Y)=(DAY)v(DAY)=Y

S.yorum: p=Y,q=D,r=Digin,
P(p,q,r) =P(Y,.D.D)=Y A(DvD)=Y
Q(p,q.r) =Q(Y,.D.D)=(Y AD)v(Y AD)=Y
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6.yorum: p=Y,q=D,r=Y ig¢in,
P(p.gr)=P(Y.D.Y)=YA(DvY)=Y
Qp.g.n)=Q(Y.DY)=(Y AD)v(Y AY)=Y

7.yorum: p=Y,q=Y,r=D i¢in,
P(p,q.r) =P(Y,Y.D)=YA(YVvD)=Y
Q.90 =QY,Y.D)=(YAY)v(YAD)=Y

.yorum: p=Y,q=Y,r=Y igin,
P(p,q.,n) =PY,Y,Y)=YA(YVY)=Y
Q.. =QY,Y,Y)=(YAY)Vv(YAY)=Y

bulunur. Biitiin yorumlar1 hesaplanmis olan bu iki 6nerme polinomunda her
yo-rumun sonucunun, her ikisi i¢in de ayni oldugu gériilmektedir. Iste bu
ozelligi nedeniyledir ki bu iki polinom denk'tir ve incelenmekte olan
denkligin varlig1 bu sekilde gosterilmis olur.

Bu calisma bi¢imi, bir yontem gibi algilanabilirse de, gercekte pratik bir
degeri yoktur. Bu nedenle boyle bir denkligin varlig1 yine Dogruluk Degeri
Analizi yapilarak gerceklestirilir. Oyleyse, ona ait yontemler uygulanabilir
demektir. Iste burada Onemli bir kavram olarak denkligin standart
bicimlesmesi glinde-me gelmektedir. Bu ise bir denklik bagintisinda = yerine
<> baglaci kullanilarak saglanir. Yani P =Q gibi bir denklik, P < Q gibi bir
standart bi¢cimle yer de-gistirmis olacaktir. Eger bu standart bi¢cimin bir
totoloji oldugu gosterilebilirse, denkligin var oldugu kanitlanmis olacaktir. Bu
savin karsit1 olarak da P < Q gibi bir standart bi¢cim bir totoloji ise, bundan
P = Q gibi bir denklik bagin-tisina gegmek olanaklhidir.

Yukaridaki o6rnegi bu kez bu yaklasimla yeniden inceleyelim. Dagilma
ozelligi olarak bilinen p A(qvr)=( Aq) Vv (p A1) denkligini bu kez =
yerine <> baglacini koyarak, [p A (qv )] < [(pAq) Vv (pAr)] seklinde bir
standart bi- ¢ime doniistirerek, dogruluk degeri analizini yapalim. Bunu
Quine yontemini kullanarak saglayalim.

[pA(@@vD]<=[(pAg Vv (pAaT)]
[DA(@vD]<= (DA VDA [YA@VD]S[(YAQ V(Y AT)]
(qvr)e(qvr) Y& (YVY)
D YooY
olur. D
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Goriiliiyor ki bu standart bigim bir totolojidir. O halde standart bigimin
olugsma nedeni olan denklik bagintis1 da gecerlidir yani var demektir.

Bu tir standart bicimlerin dogruluk deger tablosu diizenlenerek
incelenebildigi de bilinmektedir. Oyleyse denklik bagintilarinin bu tiir tablolar
yardimiyla ince- lenebilmesi olanakli olmalidir. Gergekten de bir denklik
bagintisinin varliginin gosterilmesinde bu yontemden
yararlanilabilinmektedir. Ancak daha once ya-pilmis olan agiklamalara, bu
amaca uygun olmak iizere yeni bir diizen verilmesi gerekebilecektir. Bunun
i¢in tablo dlizenlenirken sunlara dikkat edilmelidir :

a) Durum tablosu denklikte bulunan tiim onermelere bakilarak diizenlenir.

b) Denkligin her iki yan1 i¢in iki ayr1 tablo yapilir. Sonug siitunlar1 birbirinin
siral1 olarak tamamen aynistysa bu denkligin varlig1 gosterilmis olur.

c) Pratikte bu tablolarin ayr1 ayr1 yapilmasi yerine ayn1 bir tablo iizerinde
birlestirilmesi de olanaklidir. Sonug siitunlari tablonun i¢inden bulunarak
karsilastirilir ve yukarida oldugu gibi degerlendirilir.

Bu agiklamalar1 pekistirmek i¢in asagidaki uygulamalari izleyelim :
pa(pvq)=p ve pVv(pAq)=p denklikleri Sogurma Ozelligi olarak bilin-

mektedir. Bunlardan ilkinin varhigini tablo diizenleyerek kanitlayalim. Digeri
de okuyucuya bir ¢alisma konusu olarak birakilmastir.

P, > p 9 pvq pA(pVvQ Qp.9)— p q p

D D D D D D D
DY D D DY D
Y D D Y Y D Y
Y'Y Y Y Y Y Y

olur. Gériiliiyor ki her iki tablonun sonug siitunlari biribirinin aymisidir. Iste
bu degerlendirme yoluyla bu iki polinomun denk olduklar1 sdylenebilecektir.

P(p,q)  Q(p,q)
pq pvq pa(pvy p

~< =< OO0
< O <UJ
s lvAviw)
< =< 0OUg
< =< 0Ug
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Bunlara gére P(p,q) =p A (p v @) ; Q(p,q) = p denirse, P(p,q) = Q(p.q)
yazilabilecektir. Oysa daha Once aciklandigi gibi, bu 1iki inceleme

(degerlendir-me) tek bir tablo lizerinde gergeklestirilebilecektir. Yukarida, bu
uygulama da goriilmektedir.

~pArq)=~pVv~q;~(Vvq=~pA~q denklikleri De Morgan denkligi
olarak adlandirilir. Bunlar ayn1 zamanda birer degilleme yasasi olusturmakla
birlikte, VE 1ile VEYA baglaclarn1 arasindaki bir tir iliskiyi de
diizenlemektedir. Bunlardan ilkini bir denklik bagintis1 olarak, tablo
yontemini kullanarak incele-yelim ve oncekinde oldugu gibi ikincisini de
okuyucuya bir uygulama problemi olarak birakmis olalim.

Bunun, dogruluk degeri analizi yoluyla incelenebilmesini saglamak iizere
once-likle bir standart bi¢cim olusturacak sekle sokulmasi, yani bir bigimsel
diizenle-me yapilmasi1 gerekmektedir. Bunun i¢in = yerine < konularak,
denklik bagin- tis1,

~pArg < (~pVv~Qq)

standart bicimi olarak diizenlenmis olur. Bunun i¢in tablo diizenlenirse ;

q ~p~q pArq~(pPArq ~pv~q ~(pArgQ < (~pVv~Qq)

o

< =< 00
~< O < UJ
OO
O < 0O
< =< =< O
O OO
wRwRwies
vAviwlw

olusacaktir. Sonug silitunundaki tiim dogruluk degerleri D dir ve dolayisiyla
bu standart bigim bir totolojidir. O halde bu bir denklik bagintisidir.

Bu kez ayn1 problemi yine tablo ile ancak farkli yorumla gerceklestirelim. Bir
ornegini  yukarida verdigimiz = uygulamanin  bir benzeri burada
tekrarlanacaktir.

%k %k
pqa pArq~(pPAQ ~p~q ~pv~q
D D D Y Y Y Y
DY Y D Y D D
Y D Y D D Y D
Y Y Y D D D D
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Diizenlenen tablodaki dordiincii ve yedinci siitunlar (* isaretli), denkligin her
iki yanma ait sonug¢ silitunlari olup, dogruluk degerleri bakimindan aym
diziliste olduklar1 goriilmektedir. Oyleyse, onceden olusturulmus kural
geregince bun-larin denk polinomlar olduklari ifade edilebilecektir. Bu ise su
anlama gel-mektedir :

Ppo.)=~(pP A ; Q) =~pv~q — P(p.q) =Q(p,q) olur. Bunlarin
denk oluslar1 gergekte ~(p A q) =(~p A ~q) [De Morgan] denkliginin varli-
gin1 ifade etmektedir.

2.13. MANTIKI DENKLIK BAGINTISININ OZELLIKLERI

P(p,q.1,...) ve Q(p,q.t,...) gibi ayn1 onermelerden olusmus iki énerme poli-
nomunun denk olmasi, onceki alt-boliimde islendigi gibi bunlar arasinda bir
denklik bagintisi oldugu anlamina gelecektir. Bu gibi iligkilere Mantiki
Denklik Bagintisi denir. Mantiki denklik bagintisinin 6nemli ii¢ 6zelligi
asagida aciklan-mistir.

2.13.1. Yansima Ozelligi
P(p,q.1,...) 6nermesi biliniyorsa, bunun i¢in olusturulan

P(p,q.r,...) = P(p,q.r....)

denkligi gecerlidir ki bu iligki " her onerme polinomu 6ncelikle kendisine
denk- tir demektir " seklinde aciklanir. Bu iliski yansima o6zelligi olarak
adlandirilir.

2.13.2. Simetri Ozelligi
P (p,q.r,...) ve Q(p,g,r,...) Onerme polinomlar1 verilmis olsun.

P (p,q.1,...) =Q (p,q.1,...) 1se Q(p,q.r,...) = P(p,q.1,...)
yazilabilecektir. Buna simetri ozelligi denir.

2.13.3. Gegisme Ozelligi
P(p,q.r....) ; Q(p,q.1....) ve R(p,q.1,...) Onerme polinomlar1 verilmis olsun.

. P(p.,q.1,...) = Q(p,q.1,...) ve Q(p,q.r....) = R(p,q.r,...)
ise
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P(p,q.r,...) = R(p,q.r....)
olur. Buna gecisme o6zelligi denir.

2.14. INDIRGENMIS BICIMLER (DONUSTURMELER)

Bir standart bicim A ile v sembollerinden baska bagla¢ icermiyorsa buna
In- dirgenmis bicimdedir denir. Eger daha 6nce tanimlanmis olan baglaglari
ve ozellikle = ve/veya < baglaclarini iceriyorsa, asagida agiklanacagi gibi,
bun- lar1 ortadan kaldiracak sekilde yeniden yapilanma ile standart bigim
tanima uy- gun hale getirilebilecektir ki bu ise doniistiirme ad1 verilmektedir.
Boylece elde edilecek olan standart bigime ise /ndirgenmis Bicim denir.

= ile & baglaglariin bulundugu varsayimina gore,

p=>q=~pvq ; peq=pPAqQVv(~pA~Q)

denklikleri yardimiyla bu baglaclar, A ile v baglaglariyla degistirilmis
olacak- tir. Bdylece indirgenmis bi¢ime ulasilacaktir. Asagidaki Ornegi
inceleyelim :

[(p A q) < r] = p standart bi¢gimi, indirgenmis bi¢imde ifade edilmek istenil-
mektedir. Bu amacla, hemen yukarida verilmis olan denkliklerden yararla-
narak,

[(prq)er]l=p=~[prget]vp=
=~{lpArgAar]v[~pArqAa~r1]ivp

bulunur ki bu standart bi¢imin indirgenmis bi¢imdeki halidir. Elbette olanakli
ise daha sade ve basit ifadesi elde edilmelidir. Nitekim islemlere devam
edilirse

{{bArgAa~1]v[~(pArg AT]ivp

bulunacaktir. Standart bi¢cimin igerigi degismeksizin sadece bigimsel diizenle-
me amaciyla yapilan bu caligmanin, Boole Cebiri i¢cinde ve uygulama
alanlarin- da 6nemli kullanim yerleri bulunmaktadir. Bu nedenle konu, bu
kitabin esas te- masiyla ¢cok yakindan ilgili bulunmaktadir.

Genel anlamda, indirgenmis bi¢im tanimi1 bu sekilde verilmesine karsin, 6zel
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anlamda yapilmis baskaca bi¢imsel diizenlemeler de vardir ki bunlar da
asagida incelenmektedir.

2.14.1. Tam Indirgenmis Bi¢im

Indirgenmis bi¢imdeki bir standart bicimde degilleme, sadece dnermelere ait
o- lacak sekilde diizenlenebiliyorsa, buna standart bicimin Tam Indirgenmis
Bigi-mi denir. Boylece bir 6nerme polinomuna ait degilleme bulunmayacak
sekilde bir diizenleme yapilmis olmaktadir. Bunu ¢ift degilleme yasasi olarak
bilinen

~(~p)=p

denklik bagintisiyla ve daha 6nce 6rneklenen

~pArqQ=~pv~q ; ~(pvqQ=~pA~(q

De Morgan denklikleriyle bu diizenlemeler yapilabilecektir.

Bu konudaki ilk 6rnek bu tanima gore incelenirse, son diizenlemede ikinci
ko-seli parantez icinde ~ (p A q) olan bir ifadeye rastlanilmaktadir ki bu
istenilen kosula aykir1 bir durumdur. Oyleyse De Morgan'dan yararlanarak,

~pAg@=~pVv~q

yazilabileceginden, ifade buna gore yeniden diizenlenirse, ilkine denk olmak
uzere,

={{GADA~1]V[(~pv~qAar]} v p

olur ki bu tam indirgenmis bicimdedir. Ciinkii artik buradaki degiller sadece
onermelere aittir.

2.14.2. Normal Bicime Indirgeme

Indirgemis bi¢imdeki bir standart bigimde, 6zel bir diizenlemeyle, bilesenlerin
A i bilesim seklinde olustugu ve bunlarin birbirlerine v baglaciyla baglandigi
bir diizen kurulabiliyorsa buna Normal Bi¢im denir . Eger standart bi¢im bu
ta- mmmdaki yapiya uygun degilse, dagilma ve benzeri 6zellikler gerektigi
kadar uy- gulanarak bu yapiya ulasilmaya c¢alisilir.
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Tam indirgenmis bigimdeki bir standart bi¢im

[pv(@a~1)v qlal(parq) vr]

seklinde verilmis olsun. Bunun normal bi¢cime doniistliriilmesi i¢in yapilmasi
gereken islemler asagida gosterilmistir.

Dagilma 6zelligi uygulanarak ilk asamada

[PA(PAQ)] V [pA t] Vv [(@ A~ DAPAQ] V [(g A~ DA T] V [gA (PAQ)] v [q A T]

elde edilecektir. Burada, pA(pAqQ)=qA(pPAqQ =pAq ; TA~r=Y Ve
q A Y =Y olacaktir. Bunlar gozéniinde bulundurularak yeni bir diizenleme
yapilacak olursa, sonucta

PAQVPAT)V(PAGA~T)V(qQAT)

standart bi¢gimine ulasilir ki bu tanima uygun yapida oldugu i¢in Normal
Bi¢im' dedir denir. Burada parantezlerle olusturulan bilesenlere Temel
Bilesenler ad1 verilir. Bunlar birer VE ' 11 bilesimdir.

2.14.3. Tam Normal Bicime Indirgeme

Normal bi¢imdeki bir standart bicimde ayrica her temel bilesen, dnermelerin
hepsinden degilli ya da degilsiz olacak sekilde birini iceriyorsa bu diizenleme
bicimine Tam Normal Bi¢ime Doniistiirme ve bu islem sonunda elde edilen
standart bicime ise Tam Normal Bigime Indirgenmis denir. Temel bilesenlerin
sayisi, onerme sayisi n ise, 2" den daha biiylik olamaz. Ayrica tam normal
bigime doniistiiriilmiis bir standart bicimde ayni bilesenden iki ya da daha
fazlasi birarada bulunamaz. Normal Bigime Indirgenmis bir standart bigimden
Tam Normal Bi¢ime Indirgenmis standart bicime déniisiim yapabilmek igin,
iki temel iliskiden yararlanilabilecektir. Bunlar, formel olarak ifade edilirse,

AAnD=A ; pv~p=D

dir. Simdi asagidaki uygulamayi izleyelim. Burada A ile, yukaridaki anlamda
herhangi bir 6nerme polinomu temsil edilmektedir.

A=AAD=AA(PVv~p)=(AApP V(AA~D)



38

Goriililyor ki sadece bir A dan hareket ederek, nasil bir genisleme sagla-
nabilmis oldu. Iste bu olusumu, temel bilesende eksik oldugunu saptadigimiz
onerme i¢in uygularsak, yapisal diizenin de tanima tam bir uyum gostermesi
nedeniyle amaca en kisa yoldan ulasilmis olacaktir. Yukarida, onceki alt-bo-
liimde sonuc¢landirdigimiz standart bicimi tam normal bi¢cime doniistiirelim.

Standart bigimin normal bigime doniismiis ifadesi

PAQVPAT)V(PAGA~T)V(QAT)

seklinde bulunmustu. Burada sadece 3.bilesen tam normal bigimde olmas1 ge-
rektigi gibidir. Digerlerinde bir 6nerme eksik bulunmaktadir. Bu bilesenlerin
tam normal bicime doniismiis bir standart bicimde olmasi gerektigi gibi
diizen- lenmeleri gerekmektedir. Bunlar ise asagida gosterilmistir :

pAq=pAqAD=pAgqA(v~1)=(pPAqAT)V(PAQA~T)

PAT=pATAD=pATA(QV~qQ)=(PATAQV(PATA~Q)=
= (PAGADV(PA~GAT)

gAT=gATAD=qArTA(pVv~p)=(QATADP)V(QATA~D)=
= (PAQATD)V(~PAQAT)

Bunlar standart bigimde yerlerine konarak yeniden diizenlenir. Bu diizenleme
sirasinda yukarida sozii edilmis olan ilke gozetilecektir. Nitekim her ii¢
ifadede de p A q A r bileseni bulunmaktadir. Oyleyse bunlardan ancak biri
aliacak de- mektir. Diger bilesenlerden p A ¢ A ~1 ise hem ilk diizenlemede
hem de nor-mal bigimde (3. bilesen) bulunmaktadir. Bunlardan da biri
alinacaktir. Bu acik-lamalardan sonra standart bicimin tam normal bicime
doniismiis hali artik ya- zilabilecektir. Bu da,

PAGADV(~PAGADV(PA~GATV(PAGA~T)
seklinde gerceklesecektir.
2.14.4. Tam Normal Bi¢gime Doniistiirmede Tablo Y ontemi
[ster indirgenmis bi¢imde olsun ister olmasin, bir standart bi¢imin tam normal
bigime doniistiiriilmesinde uygulanan etkin bir yontem tablo yontemi olarak

ad landirilmaktadir. Bu demektir ki standart bigimde, baslangicta = ve <
baglag-lar1 bulunsa bile, isleme dogrudan gecilebilecektir.



39

Bu yontemin ne sekilde uygulandigi ve nasil degerlendirildigi asagida
acgiklan-mistir.

1. Standart bi¢im i¢in dogruluk deger tablosu diizenlenir.

2. Sonug siitununda Y bulunan satirlar iptal edilir. D olan satirlarla ilgilenilir.

3. D bulunan satirlarda durum tablosuna bakilarak, D degerini alan oner-
menin kendisi, Y degerini alan dnermenin degili alinarak bunlarin A li
bilesimi olusturulur. Bunlar femel bilesenler olurlar.

4. Bu sekilde elde edilen temel bilesenler, sonug siitunundan sonraki bir
yere, D lerin hizalarina yazilir.

5. Temel bilesenler birbirlerine v ile baglanarak Tam Normal Bi¢gime D6-
nlismiis ifade elde edilir.

Bu agiklamalar 15181nda, asagidaki 6rnegi inceleyelim :

Standart bi¢im (p A ~q) v r olsun. Bu Tam Indirgenmis bicimdedir. Hatta
Normal bi¢gimde oldugu da sdylenebilecektir. Bu standart bi¢imi Tam Normal
Bicime indirgenmis olarak ifade etmek istiyoruz. Bunun i¢in tablo yontemi

uy-gulanacaktir.

pqr ~q pA~q (pAa~q) vr Temel Bilesenler

DDD Y Y D PAQAT
DDY Y Y Y -
DYD D D D PA~QAT
DYY D D D PA~QA~T
YDD Y Y D ~PAQAT
YDY Y Y Y -
YYD D Y D ~PA~QAT
YYY D Y Y -

Tablodaki bu sonugtan yararlanarak, standart bigim i¢in :

PA~QVI=EEPAGATIV(PA~QAT)IV(PA~GA~T)V(~PAQAT)YV
(~pA~qAT)

yazilabilecektir ki, standart bigimin nasil sekil degistirdigi ¢ok iyi goriilmek-
tedir. Bunlarin denk olduklar1 da ayrica belirtilmistir.



40

Simdi de daha farkli yapida bir standart bi¢cimle bir 6rnekleme yapalim. Stan-
dart bi¢im,
[(pA@)=T1]=p

olsun. Bunun tam normal bi¢ime indirgenmis ifadesi tablo yontemiyle
bulunur-ken baskaca ©n isleme gereksinme yoktur. Oyleyse dogrudan
dogruya, dogru-luk deger tablosunun diizenlenmesine gegilebilecektir.

pq r parq (pArqQ =1 [(pArq)=>r1]<p Temel Bilesenler

DDD D D D PAQAT
DDY D Y "2 ——
DYD Y D D PA~QAT
DYY Y D D PA~QA~T
YDD Y D D 2 —
YDY Y D 2 —
YYD Y D 2 —
YYY Y D Y

[(pA@=r]<op=(PAgAT)V(PA~GAT)V(PA~QA~T)

olarak ifade edilebilecektir ki, standart bicimin tam normal big¢ime
indirgenmis sekli elde edilmis olmaktadir.

2.14.5. Her Normal Bi¢im Tutarlidir

Yukarida agiklandig1 sekildeki Normal Bigimde ya da Tam Normal Bigimde
bir ifade tutarli’ dir. Bunun anlami Temel Bilesen olarak adlandirilan bilesen-
lerden en az birinin, D dogruluk degerinde olacagidir.

[ster Normal Bicimde ister Tam Normal Bicimde olsun bir Temel Bilesenin
ya-pist bellidir ; yani bir VE'li bilesimdir. Bir VE'li bilesimin dogru (D)
olmasi ko- suluysa, bilesenlerin tiimiiniin D dogruluk degerinde olmasidir.
Normal bi¢im-deki ifadede temel bilesenlerden biri alinip, orada degilsiz
onermelerin yerlerine D , degilli 6nermelerin yerlerine Y konulursa, D A ~Y
=~Y A D=D olacagi

Not : Burada yukaridaki acgiklamadan cikarilabilecek bir sonug olsa olsa sudur : Standart
bicimi ¢eligki olan bir 6nerme polinomu, Normal bi¢cimde ya da Tam Normal Bi¢imde ifade
edilemez.
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bilindiginden temel bilesenin D degerini alacagi goriilmektedir. Bu degerlen-
dirme sonucu diger temel bilesenler D degerini almayacaktir. Onlar ancak uy-
gun degerler icin D degerinde olacaklardir. Diger temel bilesenler hangi
dog- ruluk degerinde olurlarsa olsunlar, biliyoruz ki bir VEYA'l1 bilesimin
dogru olabilmesi kosulu, bilesenlerden en az birinin dogru olmasidir. Bu ise
yukarida aciklandigr sekilde saglanabileceginden her normal bigimdeki ifade
tutarli ola- cak demektir.

2.15. ACIK ONERMELER

Bir ya da daha ¢ok sayida serbest degiskene bagimli 6nermelere acgik onerme
denir ve genellikle p(x) ya da pxile gosterilir. x in alacagi degerlere bagl
ola- rak dogruluk degerleri alacak olan p(x) acik dnermesi, dogru ya da yanlis
ola-cagindan bir onerme niteliginde olacaktir. Matematik iddialarin hemen
hepsi bu tiir 6nermelerle ifade edilir. Ancak p(x) in tanimlanabilmesi i¢in de x
in tanim kiimesinin verilmis olmasi gerekir.

p(x) : x>5 denildiginde bu bir acik 6nermedir. Ancak x in tanim kiimesi
ve-rilmis olmadigindan, simdilik bu 6nermenin ayrintilart hakkinda bir seyler
sOy-leyebilmek icin heniliz erkendir. Ne var ki kabaca, x in 5 den biiylik
degerler al-dig1 zaman p(x) in dogru (D) ; x in 5 den kii¢iik degerler alacagi
veya x = 5 olacagt durumlarda p(x) in yanhs (Y) olacagi sdylenebilecektir.

2.15.1. Evrende Ac¢ik Onerme

x in tanim kiimesi E(x) ile gosterilir ve buna evren denir. Eger E(x) biliniyor-
ken p(x) agik onermesi verilmisse, bu olusum,

E(x) = {x1, X2, ... , Xn)
p(x) = {x| p(x) }

seklinde gosterilecek ve buna Evrende Acik Onerme denilecektir. p(x) in de
bir kiime olarak tanimlanabilecegi (bu bir zorunluluk degil) goriilmektedir.
Orne-gin,

Ex)={1,4,9,12,15}

p(x) = {x|x>5;}

ile, evrende tanimlanmis bir p(x) agik onermesi gosterilmektedir.
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2.15.2. Temel Problem - Dogruluk Deger Kiimesi

Evrende tanimlanmis bir agik 6nermenin incelenmesi denilince, evrendeki de-
gisken degerlerinin her birine karsi agik Onermenin alacagi dogruluk
degerleri-nin arastirilmasi ve buna bagh olarak, Dogruluk Deger Kiimesi' nin
yazilabil-mesi anlasilmaktadir. Yapilan ise ise, dogruluk degeri analizi
denilmektedir. Bu analiz sonrasinda, p(x) hangi x degerleri i¢in D degerini
almigsa, o x deger-lerinin olusturdugu bir kiime yazilir ki bu dogruluk deger
kiimesi olur.

Baz1 problemlerde evren verilmemis olabilir. Bu takdirde evreni bizim
segme-miz gerekecektir. Ancak bu se¢imlerde 0Ozel (nesnel) degerler
kullanilamaz. Bu nedenle E(x) evreni, eleman sayisi onceden belirlenmek
kosuluyla,

Ex)={a,b,c,...} yada E(x)={xi,x2, ...., Xn}

seklinde olusturulur ki bunlara teorik ya da soyut evren denilecektir. Eleman-
lar1 O6nceden tanimlanmis, bizce ne olduklar1 bilinen evrenlere ise nesnel
evren denilmektedir.

P(x) ile bir 6nerme polinomu gosterilmis olsun. Bunun yukaridaki E(x) evre-
ninde tanimlandig1 varsayimimna gore, dogruluk degeri analizi yapilirsa,
evrenin elemanlart i¢in hesaplanmis olacak P(xi) , P(x2) , ... , P(xa)
degerlerinin herbiri artik bir basit 6nermeden ibaret olacaktir. Oyleyse
bunlarin bir dogruluk degeri olmasi da kagimilmazdir. iste bdylece P(x),
onerme tanimina tam bir uyum gos-termis olmaktadir.

Ornek : E(x) = {1,2,3,4} evreninde tanimlanmis P(x) = {x | x > 2} acik &ner-
me polinomu i¢in hesaplanacak olursa :

Px)=P(1)=(1>2)=Y ; PX)=P2)=(2>2)=Y ;
P(x)=P(3)=(3>2)=D . P(x)=P(4)=4>2)=D

elde edilecektir. Bu husus (degerlendirme) bir tablo yardimiyla da temsil edi-
lebilmektedir. Bu tablo asagida gosterilmistir :
x € E(x) P(x)
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Gergek problemler, P(x) gibi Onerme polinomlarinin bilesik 6nerme
olmasidir. Yani iki ya da daha ¢ok sayida ve baglaglarla olusturulmus mantik
ifadeleri olmasi halinde, bu bilesimlerin analizinde, yukaridaki bilgilerimiz
sakl1 kalmak iizere yeni bazi kavramlarin ortaya ¢iktig1 goriilmektedir.

Agik Onermelerde baglaclarin kullanilmasinda ve tanimlanmasinda onemli
farklar goriilmemekle birlikte yorum asamasinda bazi farkli anlatimlarin
ortaya ¢iktig1 goriilmektedir. Bu da x in alacagi degerlere bagh olarak varilan
dogruluk degerlerinin kullanilmasi (yorumlanmasi) nedeniyle olusmaktadir.
Asagida, bu konuda kullanilacak olan baglaglarin tanim tablolar1 birlikte
verilmistir.

x €E(x)  p(x) q(x) p(x)AqXx) px)Vqx) p(x) = q(x) p(x) < q(x)

xep,xeq D D D D D D
xep,x¢q D Y Y D Y Y
x¢p,xeq Y D Y D D Y
X€p,x¢q Y Y Y Y D D

Temel problemin, dogruluk deger kiimesi ' nin belirlenmesi oldugu daha 6nce
ifade edilmistir. Bu belirleme isi icin de temel ilkenin ne oldugu yine agiklan-
mistir. Ancak orada tek bir onerme icin olusan bu kavrami, biraz daha genis
kapsamli bir uygulama alanina yonelterek bilesik Onermeler (&nerme
polinomu) icin gergeklestirelim. Bunu asagidaki 6rnek iizerinde tartigalim :

ORNEK . E(x) = {x | x, Tirk alfabesinin tinliileridir. }
evreninde tanimlanmis ac¢ik dnermeler sunlardir :

p(x) = {x | x, " Milliyet " sozciiglindeki harflerdir.} = {e, 1}
q(x) = {x | x, " Cumhuriyet " sozciigliindeki harflerdir.} = {e, 1, u}
r(x) = {x | x, " Hiirriyet " sozcligiindeki harflerdir.} = {e, 1, i}

Her agik 6nerme i¢cin hemen yanlarina, evrene gore dogruluk deger kiimeleri
yazilmistir. P(x) acik 6nerme polinomu,

P(x) = {p(x) = [~ q(x) A 1(x)] } = ~ p(x)

olarak verilmistir. Dogruluk degeri analizini yaparak, E(x) evrenine gore
dogruluk deger kiimesinin ne oldugu belirtilecektir.
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Degisik yontemler uygulamak olanagi vardir. Kavram olarak, tanima en
uygun yontem asagidaki uygulamada goriilmektedir. Bu yontemde, x yerine
evrenin elemanlar tek tek konularak, olusan basit Onermelerin dogruluk
degerleri i¢in bilesik onerme degerlendirilir. D sonucu veren eleman dogruluk
deger kiimesi- nin elemani olur. Y sonucunu veren elemanlar bu kiimeye
giremez. Oncelikle su belirtilmelidir : p(x) , q(x) , r(x) in tanim kiimesinde
olan elemanlar i¢in bun-lar D , olmayan elemanlar icin Y degerini
alacaklardir.

x=a i¢in: P(x) =P(a) = {p(a) = [~q(a) A 1(a)]} = ~p(a) =
Y=2[~YAY]}o~Y={Y=>DAY)}<D=D<D=D
x=e¢ i¢in: P(x) =P(e) = {p(e) =[~ q(e) A 1(e)]} <= ~p(e) =
{D=>[~DADl}&~D={D=(YAD)}eY=Y<Y=D
x=11ig¢in: P(x)="P@) = {p(1) = [~q() Ar()]}= ~p(1) =
NY=>[~YAY]leo~Y={Y=>DAY)}<D=D<D=D
X =1 igin: P(x)=P(@) = {p()) = [~ q(i) A ()]} < ~p(i) =
{(D=>[~DAD]}<~D={D=(YAD)}<Y=Y<Y=D
x =0 igin: P(x) =P(0) = {p(0) = [~ q(0) A 1(0)]}<= ~p(0) =
Y=2[~YAY]e~Y={Y=>DAY)}D=D<D=D
X =0 igin: P(x) =P(6) = {p(6) = [~ q(0) A r(6)]}= ~ p(6) =
(Y=2[~-YAY]o~Y={Y=DAY)}D=D<D=D
x=u igin: P(x) =P(u) = {p(u) = [~ q(u) A r(W)]}<= ~p(w) =
{(Y=>[~DAYleo~Y={Y=(YAY))leD=D<D=D
x =1 i¢in : P(x) =P(i) = {p(i) = [~ q(li) A r(@)]} < ~ p(l) =
{(Y=>[~YADl}e~Y={Y=>DAD)}<D=D<D=D

Goriiliyor ki oldukca zahmetli bir islem dizisi gergeklestirmek
gerekmektedir. Buradaki sonuglara bakarak, biitiin degerlendirmelerde D
degerine ulasildig1 anlasildigindan, P(x) in dogruluk kiimesi evrenin kendisi
olacaktir. Yani,

Px)={a,e,1,1,0,0,u, i} =E®X)
seklinde ifade edilecektir. Bu ¢alismayi bir de tablo yontemiyle inceleyelim.

Is- lemlerde kolaylik saglamak iizere, simdilik p(x)=p,qXx)=q,r(x) =Tt
alalim.



45

xeE(X) pqr~q~qar p=>[~qar] ~p {p=>[~qAar]jc~p

xep,xeqxer D DDY Y Y Y D
xepxeqxgr D DY Y Y Y Y D
xep,xgq,xer DY DD D D Y Y
xep.xeq.x¢r DY Y D Y Y Y D
xgp,xeqxer Y DDY Y D D D
xgp,xeqxer Y DY Y Y D D D
xgp,xgq.xer Y Y D D D D D D
XepXxeqx¢r Y Y Y D Y D D D

Uciincii satir disinda hepsi D oldugundan, evrenin bunlara uyan elemanlar
bu-lunarak, bunlarla olusturulacak kiime, dogruluk deger kiimesi olacaktir.
Bunun nasil oldugu ise burada satirlar itibariyle agiklanmistir.

l.satirda:x € p=p(x) ,x € q=q(x), x € r =r1(x) olmakla bu ii¢ 6nermenin
ortak elemani1 varsa bu se¢ilecektir. x = e ve x =1 elemanlar1 bu
ozellikte olup, dogruluk deger kiimesinin elemanlaridirlar.

2.satirda : x ep=p(x), x €q=q(X), x ¢r =r1(x) olmakla, p ile q de olan
ancak r de olmayan elemanlar varsa, bunlar alinacaktir.
Bu 6zellikte bir eleman yoktur.

3.satirda : Y degeri bulundugundan bu satira ait bir yorum yapilmayacaktir.

4.satirda : x ep=p(X), X ¢q=q(X), X ¢r =r(x) olmakla, sadece p olan ve
digerlerinde olmayan elemanlar alinacaktir. Boyle eleman yoktur.

S.satirda : x ¢p =p(x), X €q=4q(X), X er =r(x) olmakla, q ve r de bulunan
ancak p de olmayan elemanlar alinacak demektir. Bu tanima uyan
eleman bulunmamaktadir.

6.satirda : x ¢p =p(x), x €q =q(x), x ¢r =r(x) olmakla, sadece q da bu-
lunan ve diger ikisinde bulunmayan elemanlar alinacak demektir.

Bu
tanima x = u eleman1 uymaktadir. Oyleyse u kiimenin bir

elemanidir.

7.satirda : x ¢p =p(X), X €9 =q(X), X er =r(x) olmakla , sadece r de olan
diger ikisinde olmayan elemanlar aranmaktadir. Bu tanima x =1i
eleman1 uymaktadir. Oyleyse ii de kiimenin bir elemanidir.

8.satirda : x ¢p =p(x), x €9 =q(x), x ¢r =1(x) olmakla, evrende olan ancak
p de, q da ve r de bulunmayan elemanlarin da dogruluk deger kiime-
sinin elemanlar1 olacagi anlasilmaktadir. Bunlarisex =a,x =1,
X =0, X = 0 elemanlandir.
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Boylece analiz tamamlanmistir. Simdi eldeki bilgilere gore, sonugta dogruluk
deger kiimesi olusturulursa, sirasiyla satirlardan <e ,1,u,i,a,1,0,0 >
elemanlariin biraraya geldikleri goriilmektedir. Bunlar bir kiime olusturacak
sekilde diizenlenirse, bu P(x) in dogruluk deger kiimesi oldugundan,

Px)={a,e,1,1,0,0,u,l}=E(®X)

bulunacaktir. Eger boyle bir inceleme sonucunda, dogruluk deger kiimesine,
evrenin higbir elemani1 giremiyorsa, bu takdirde dogruluk deger kiimesinin
bos kiime oldugu

Px)={} yada Px)=U

yazilarak ifade edilir ve gosterilir.

Agik Onermelerin analizinde bir de Venn (izimi yoluyla arastirma yapmak
ola-nagi vardir. Ancak bu ayrintilara fazlaca girilmeyecektir. Bu konularda,
basta da belirtildigi gibi, yazarin Modern Mantik* adli kitabinda yeteri kadar
ay-rintili  bilgi bulunmaktadir. Gerek duyuldugu takdirde bu kitap
incelenmelidir.

2.16. NICELIKLi ONERMELER

Gerek konusma gerekse bilim dilinde bir ¢ok zaman bazi, bazisi, hep, hepsi,
tamami, en az biri, her, vb. sozciikler kullanarak, aciklanmakta olan fikri
nicelemis oluruz. Boylece hem kapsam hem de igerik agisindan bu dnermeye
bir boyut kazandirmis daha da anlaml1 kilmis oluruz. Ornegin,

Insanlar 6liimliidiir.
onermesiyle

Bitin insanlar olumlidur.

onermesi karsilastirilirsa, ikincisinde biitiin s6zciigli kullanilarak bir niceleme
yapildig1 goriilmektedir. Ikinci anlatimda bir kapsam olusmustur.

Bazi kuslar ugamaz .

(*) Yavuz AKSOY , Modern Mantik (Sembolik Mantik) , 3.Baski,
Yildiz Teknik Universitesi Yayini, Yaym Sira No. 870 , Istanbul , 2013
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onermesinde bazi sézciigi bir nicelemedir. Boylece, kuslar aleminde, en az
bir tane, u¢gma eylemini gerceklestiremeyen bir kusun var oldugu anlatilmis
ol-maktadir.

2.16.1. Evrensel Niceleme

Genelleme yapmak icin kullanilan, her, biitiin, hepsi, vb. niceleyicilere
Evrensel Niceleyici adi verilir ve bunu temsil etmek tizere V sembolii
kullanilir. Evrensel nicelenmis bir ag¢ik dnerme,

VX, P(x)
yazilarak gosterilir.

2.16.2. Varliksal Niceleme

Bazi, Bazisi, En az biri , sadece biri , vb. gibi sozciiklerle nicelenmis olan ve
ti-kelligi ifade eden nicelemeye Varliksal Niceleme adi verilir ve bunu
gostermek tlizere 3 sembolii kullanilir. Varliksal nicelenmis bir agik dnerme,

Ix, P(x)
seklinde ifade edilerek gdosterilir.

2.16.3. Nicelikli Onermelerin Dogruluk Degeri Analizi

Nicelikli 6nermelerin, yukaridaki tanimlardan anlagilabilecegi gibi, acik oner-
meler ya da agik dnerme polinomlar1 olacagi bilinmektedir. Oyleyse biitiin bu
islemler P(x) in tanimli oldugu tanim kiimesi (Evren) i¢in gecerli olacaktir.
P(x) in nicelenme cinsine gore, asagidaki saptamalar yapilabilecektir.

Oncelikle nicelenmis bir agik dnermenin, ilk &rneklerden yola ¢ikilarak ne
anla-ma geldigini arastiralim.

Biitiin insanlar oliimliidiir. = Insan olan herkes oliimliidiir = Insan olan her
x, Oliimlii bir x dir. Her x icin ; x insan ise x olimlidiir. = VX , (X bir
insandir.) ise (x, oliimliidiir.) = VX [( x bir insandir.) = (x oliimliidiir.)]

cOziimlemesi yapilabilecektir. Bu baglantilari, beynimizde, mantiki dogruluk
arayarak olusturmaktayiz. Boylece mantiki baglamlar1 olusturacak bir yapiya
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' "

ulagmis bulunmaktayiz. Burada " x, bir insandir." ve " x, oliimliidiir." ayr
birer 6onerme olup, acik Onerme olduklar1 da kolayca saptanabilmektedir.
Bunlar sirasiyla p(x) ve q(x) ile gosterilirlerse, bu 6rnekten bir genel ifadeye
gecis saglanmis olacaktir. Bu ise

VX, [p(x) = q(x)]

seklinde gerceklesecektir. p(x) ve q(x) aym bir E(x) evreninde tanimlanmis
ol- duklarindan, bunun dogrulugunun belirlenmesinde, E(x) evrenine gore bir
yo-rum verilmis olacaktir. Evrensel nicelikli onerme i¢in olusan yapidan
sonra simdi de Varliksal nicelikli 6nerme i¢in olusan yapiy1 arastiralim. Yine
ilk 6r-negimizden hareket ederek bir ¢coziimleme (analiz) gergeklestirelim.

Baz: kuslar ucamaz = Ugamayan kuslar vardir. = En az bir kus vardir ki ug-
maz. = En az bir x icin, x bir kustur ve x ucamaz. = X [(x, bir kustur.) VE
(x, ucamaz)| = 3Ix, [(x, bir kustur.) A (x, ugamaz)]

Biitiin bu ¢ozliimleme, 6ncekinde oldugu gibi, beynimizin mantiki dogrular
dii-zenlemesiyle gerceklestirilmistir. Goriiliiyor ki, burada da bir mantiki
diizen kurulmaya caligilmistir. " x bir kustur." ve " x ucamaz." ayr birer agik
onerme olup bunlar sirasiyla p(x) ve q(x) ile gosterilirse, bu nicelikli 6nerme
i¢in bir genel ifade yazilabilecektir. Bu da,

Ix, [p(x) A q(x)]
seklinde gosterilecektir.

Bu yapilar olustuktan sonra, daha genel anlamda bir dogruluk degeri analizi
yapmak olanagi saglanmis olmaktadir. Soyle ki, artik bunlar 6rneklerimizi
asa- rak genel ifadeler oldugundan, E(x) evrenine gore tanimlanmis p(x) ve
q(x) acik onermeleri i¢in bu nicelikli 6nermelere ait yapilacak ¢coziimlemeler,
bu kaliplar yardimiyla agiklanabilecek tiim Onermeler icin de gegerli
olacaktir. Ornegin,

Bazi insanlar sporcudur.

denildigi zaman da ayni niceleme (Varliksal niceleme) kalib1 ve ¢éziimlemesi
gecerli olacaktir. Keza,
Biitiin insanlar giiler.

nicelikli 6nermesi (Evrensel niceleme) i¢in de genel kaliba ait yorum gegerli
o- lacaktir.
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Burada acik 6nermeler yerine agik onerme polinomlar:’ nin bulundugunu var-
saymak, probleme daha da boyut kazandiracaktir.

Nicelikli onermelerin  dogruluk degeri analizi yapilmasinda, degisik
yontemler uygulamak olanaklidir. Bunlarin  hepsinden s6z etmek
gerekmemektedir. Boole Cebiri konusu i¢in gerekli olan alt yapiy
olusturdugumuz diisiiniiliirse, o konu da islenirken yararl olacak yontemin ya
da yontemlerin secilmesi, daha akilct bir yaklasim olarak goriilmektedir.
Burada temel problem, ister evrensel nice-lenmis ister varliksal nicelenmis
acik 6nerme olsun, dogruluk deger kiimesi' nin belirlenmesidir. Oyleyse ilke
olarak, acik onermelerdeki analizin bir tiirii bu-rada kullanilacak demektir. Bu
da evrenin elemanlar1 i¢in ornek onermeler'in hesaplanmasindan sonra,
nicelemelerin tanimlarindan ve ortaya c¢ikan kaliplar- dan hareket edilerek
yapilacak diizenleme sonunda belirlenecektir.

2.16.4. Nicelikli Onermeler icin Acilim Yontemi

Bir E(x) evreninde tanimlanmis P(x) a¢ik 6nerme polinomunun dogruluk
degeri analizi yapilmasinda ve dogruluk deger kiimesinin saptanmasinda etkin
uygulamalardan  biri  a¢ilim  yontemi'dir.  Ancak bu  yOntemin
uygulanabilmesinin 6n kosulu, evrenin sonlu sayida, nesnel elemanlardan
olusmasidir. Yontem hakkindaki temel olusum yasasiyla birlikte yoruma
iliskin aciklamalar asagida-dir. Buradaki agiklamalar her ne kadar teorik bir
evren i¢in yapilmis da olsa, degerlendirmede bu elemanlarin tanimli oldugu
varsayilacaktir.

E(x) = {xi1, X2, ..., Xa} evreninde tanimlanmis a¢ik dnerme polinomu P(x) ol-
sun. Bunun, evrenin elemanlariyla yapilan degerlendirmeleri sonunda P(x),
onermelerden olusan bir 6nerme polinomuna doniisecek ve bunun da bir dog-
ruluk degeri olacaktir. Bu dogruluk degerlerine gore, Evrensel ya da Varliksal
nicelikli olusuna gore, olusan agilima bir yorum getirilecektir.

vx , P(x)

ile Evrensel Nicelenmis acgik onerme gosterilmektedir. Evrensel Niceleme
tani-mina gore, P(xi) , P(x2) , ... , P(xn) ile elde edilen degerlerin tiimiiniin
dogru olmasi gerekmektedir. Onceden biliyoruz ki, bunun , agik énermenin
dogru olmasi i¢in bir zorunluluk olarak kabul edilmesi halinde bu yap1 ancak
ve ancak bir VE ' 1i bilesim olarak diizenlenmesi gerekmektedir. Aksine
yaklasilirsa, P(xi) degerlerinden biri dahi yanhs olsa, bunun kabul edilebilir
olmadig1 ancak
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bu sekilde test edilebilecektir. Yani sonug yanlis olacaktir. Simdi bu agikla-
malar 15181nda, evrensel nicelenmis bir agik dnerme i¢in acilim yasasinin,

Vx, P(x) =P(x1) A P(x2) A ... A P(Xn)
seklinde gerceklesecegi anlasilmaktadir.

Bu kez Varliksal Nicelikli bir agik 6nerme polinomu i¢in konuyu tartigalim.
Yine E(x) evreninin yukarida oldugu gibi verildigi varsayilmaktadir.

Ix , P(x)

ile gosterilen bu niceleme seklinde, ornek 6nermeler’ den en az birinin dogru
olmas1 halinde nicelemenin tanimina uyan sonu¢ ger¢eklesmis olacaktir. Bu
ise, yine tamimlardan animsandigr gibi bir VEYA' 11 bilesimle
saglanabilecektir.

Bu agiklamalar 1s18inda, varliksal nicelenmis bir acik Onerme i¢in acilim
yasasl,

dx , P(x) = P(x1) v P(x2) v ... v P(Xn)
seklinde gerceklesecektir.

Ornek : E(x) = {0,2,4,6} evreninde tanimlanmis P(x) = [(x > 2) = (x>+1 = 0)]
acik onerme polinomu veriliyor. Vx,P(x) ve 3x,P(x) nicelikli 6nermelerinin
bu evrende gecerli olup olmadigini arastiralim. Acilim yasalari uygulanmak
tizere, oncelikle 6rnek dnermeleri belirleyelim. Biliyoruz ki,

Vx , P(x) =P(0) A P(2) A P(4) A P(6)
dx, P(x)= P(0) v P(2) v P®4)vP©6)

acilimlarindan yararlanilacaktir.

x = 0icin : P(0)=[(0>2) = (0+1 =0)] =Y =Y =D,
x=2i¢in: PQ)=[2>2) = (@4+1=0)]=Y =Y =D,
x=4ic¢in: P@)=[(4>2)= (16+1=0)] =D =Y =Y,
x = 6icin: P(6)=[(6 >2) = (36+1=0)] =D =Y =Y,

olarak, yukaridaki acilimlara uygulanir ve her bilesenin dogruluk degeri
acilimdaki yerlerine yazilir.
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VX, PX)=DADAYAY =Y
Ix,Px)=DvDvYvY=D

sonuclar1 elde edilecektir. Bunlara bakarak, ilk nicelikli 6nermede sonucun Y
olmasi, bunun tanimli oldugu evren igin gegerli olmayan bir nicelikli 6nerme
oldugunu saptariz. Oysa, ikinci nicelikli 6nermede sonucun D olmasi, bunun
taniml1 oldugu evrende gecerli oldugunu ifade edecektir.

2.16.5. Nicelikli Onermeler I¢in Degilleme

Onermelerde oldugu gibi degilleme kavrami, nicelikli 5nermelerde de énemli
bir inceleme alanidir. Buna bagli olarak olusan degilleme yasalar: asagidadir :

~Vx,Px)=3x,~P(x) ; ~3Ix,P(x)=Vx,~PX).

Bunlara De Morgan iliskileri de denilmektedir. Cilinkii bu iliskilerin esas1 ve
dogruluklariin (varliklarinin) gosterilmesi De Morgan denklikleri yardimiyla
saglanabilmektedir. Bunlardan ilki i¢in, bir teorik evren segerek, kanitlamay1
burada gerceklestirirken , digeri i¢in benzeri islemlerin yapilarak kanitlanma-
sin1 da okuyucuma bir 6dev olarak birakiyorum.

Teorik Evren secilirken gozetilecek olan kural sudur : Evrenin en az eleman
sayisl, acik onerme polinomundaki farkli 6nermelerin sayisi n oldugu takdirde
2 nin n. kuvveti kadar, yani 2" olmalidir. Bu se¢ime gore bir genelleme
yapilmasi olanagi vardir. Bu kurala gore, ~ Vx, P(x) de bir 6nerme goriildigi
icin [P(x)], n =1 ve yani iki elemanlh bir teorik evren se¢mek yeterli
olacaktir.

E(x) = {a, b}olsun. Buna gore, a¢ilim yontemi uygulanacagi disiiniiliirse,
asa- gidaki islemler gergeklesecektir :

~Vx, P(x) =~ [P(a) A P(b)] = ~ P(a) v ~ P(b) ; Ix , ~ P(x) = ~ P(a) v ~ P(b)

Burada her iki sonug karsilastirilirsa, tamamen ayni olduklar1 goriiliir. Demek
ki P(x) in igerigini bilmeden, se¢ilecek bir teorik evren yardimiyla, dogrulugu
(varligl) kanitlanmis bir yasa olusturulabilmistir. Bunun saglanmasinda, 6zel-
likle De Morgan'dan yararlanildigina dikkat edilmelidir.

Bu degilleme yasalar1 disinda, ¢ift degilleme olarak adlandirilan asagidaki ilis
kiler de gegerlidir :
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vx,P(x)=~3x,~P(x) ; Ix,Px)=~Vx,~P(Xx).
2.16.6. Genel Nicelenmis Onermeler

Bu alt-baslik altinda konu, degisken ve ona bagli olarak niceleme ¢esitlemesi
yoniinden biraz daha genisletilmis olmaktadir. Burada artik agik onermenin
de-gisken sayisinin iki ya da daha fazla oldugu varsayilmakta ve bu
degiskenlerin herbiri i¢in bir niceleme yapildig1 diisiinilmektedir. Ancak
burada konu, daha c¢ok iki degiskenli Onermeler {izerinde calisilarak
gelistirilecek ve elde edilen bulgular yardimiyla genellestirilme yapilacaktir.
Aksine gelisecek 6zel durum-lar ise, dogal olarak belirtilecektir. Ayrica
burada, evrenin o sekilde verilmesi gerekmektedir ki, degiskenlerin hepsi i¢in,
tanim araliklar1 belirtilmis olsun. Eger evren, degiskenlere gore ayr1 ayri
tanimlar vermiyor, sadece nesnel ele-manlardan olusuyorsa, bu elemanlar tiim
degiskenlere ait demektir.

Bir E(x,y) evreninde tanimlanmis bir P(x,y) agik Onerme polinomu i¢in
nicele-me cesitlemesi su sekilde olusur :

vVx,Vy;Pxy ., Vx,3y;PXxy)
dx,Vy;Pxy , dx, dy; P(x,y)

Gortiliiyor ki burada da yine 2" kurali gegerli olmaktadir. Nitekim, degisken
sayist ii¢ olmasi halinde sekiz ¢esit niceleme olusacaktir. Bu da 23 = 8
demektir. Boylece devam edecektir. Buradaki islemler de ikili (dual) sistem' e
uyum gostermektedir.

Bu olusum ve gelisimler i¢in temel problem yine oncekinde oldugu gibi,
tanim- l1 oldugu evrende nicelikli Onermenin gecerli olup olmadiginin
arastirilmasidir. Bu amagla yapilacak inceleme yani dogruluk degeri analizi
icin uygulanacak bir yontem, yine a¢i/im yasalar: olacaktir. Burada da temel
yaklasim degisme-mekte, ancak niceleme sirasmna bagli olarak bazi
diizenlemelerin yapilmasi ge- rekmektedir. Buna dair bir agiklama asagida
verilmistir.

E(x,y) evreninde tanimli bir nicelikli 6nerme Vx , dy ; P(x,y) olarak verilmis
olsun. Evren dyle se¢ilmelidir ki, yukarida verilen kural geregince,

E(x,y) = {X,y [ X = (x1,X2) ; y = (y1,y2)}

seklinde ikiser elemanli kiimelerden olusan bir kiime olmasi yeterlidir.
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Vx,3dy; P(x,y) = Vx, [Jy; P(x,y)] = Vx [P(x,y1) v P(x,y2)] =
= [P(x1,y1) v P(x1,y2)] A [P(X2,y1) Vv P(X2,y2)]

Bu hesaplama sirasinda, islem Onceliginin 6nermeye en yakin nicelemede
oldu-gu saptanmis olmalidir. Niceliklerin bu sirasina bagli olarak, agilim
yasalarimin  uygulamaya konulmus oldugu  goriilmektedir. Acgilim
tamamlandiktan sonra ortaya ¢ikmis bulunan 6rnek onermeler birer dogruluk
degeri vereceginden, bunlara bagl olarak sonu¢ D ya da Y bulunacaktir.
Onceden de oldugu gibi, ulasilan sonu¢ D ise nicelikli dnermenin, taniml
oldugu evrende gecerli oldugu soylenecektir. Y bulunmussa, nicelikli
onerme, tanimli oldugu evrende gecerli degildir demektir. Boylece agilim
yasalarinin, genel niceleme mantig1 icinde de bir uygulama alani ortaya
cikmis olmaktadir ki bu ayni zamanda bu tiir nicelikli Onermelerin
incelenmesinde bir algoritma olusturmaktadir.

ORNEK . E(x,y) = {x,y | x =(1,2,3) , y = (2,3,4)} evreninde tanimlanmis olan
asagidaki nicelikli onermenin bu evrende gegerli olup olmadig tartisilacaktir.

Ix, Vy;[(x/y eN)A(xy>4)].

Not : N ile dogal sayilar kiimesi gosterilmektedir. Dogal sayilar, sifir da dahil olmak tizere
pozitif tam sayilardir.

Niceliklerin siralanisina dikkat edilirse, bilesik 6nermeye yakinliglr nedeniyle
oncelikle evrensel nicelemeden ve dolayisiyle y degiskeninden baslanacaktir.
Bu kez, farkli bir calismayla, degerlendirmeleri ayrica degil, islemlerin i¢inde
yapmis olalim :

I, Yy [Ty e N)A(xy> D] =3Ix,{Vy; [(x/y eN) A (xy > D]} =

IX {[(X2eN)ARx>D]A[(X/B3eN)ABx>D] A[(x/4eN) A (4x>4)]}=
{{A2eN)ARL>D]IAT(IBeN)AB > A[(1/AeN) A (4 >4)]}v
{{2ReN)A@A>D]A[RRBeN)A (6> A[(2/4eN) A(B>4)]}v
{{BReN)A(6>D]A[BBeN)AO>H]|A[BMAeN)A(12>4)]} =
{{YAYIAIYAYIAIYAYIV{DAY]A[IY A DIA[Y AD]} v
{[YAD]A[DAD]A[Y AD]} ={YAYAY }IV{YAYAY }V{YADAY} =Y

bulunacaktir. Bu sonuca gore, verilen nicelikli onernenin tanimli oldugu
evren-de gecerli olmadigi soylenecektir.
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2.16.7. Baz1 Temel Yasalar

Konuya iliskin olarak, fazlaca ayrintilarina girmeden, ancak ilerideki calisma-
larimizda kullanilmast olasiligina karsin bilinmesinde yarar bulunan bazi
onem-li yasalarin, kanitlanmasi disiiniilmeksizin ifade edilmesi uygun
olacaktir. Bun-lar, ne amagla diizenlendiklerine dair kisa aciklamalartyla
birlikte asagida ve-rilmislerdir :
* Niceliklerin sirasinin degistirilebilmesi :
Ayni cins nicelikler ardisik olarak siralanmislarsa bunlar aralarinda sira de-
gistirebileceklerdir. Farkli cinslerin ardisik sirali olmasi halinde sira degis-
tirilmesi sonucu etkilemektedir. Bunlar su sekilde ifade edilmektedir :

vx ,Vy; P(x,y)=Vy, Vx; P(x,y) , 3x,3y;Pxy) =3y, 3Ix;PXxy)
vx,dy; P(xy) # Jy, Vx; P(xy) , 3x,Vy;P(xy) # Vy, 3Ix; P(xy).

* Evrensel onerme varliksal onermeyi gerektirir :
Gergekte bu 6nemli bir teorem olup, asagida oldugu sekilde ifade edilir ki
dogrulugu kanitlanmis olan bu ifade gegerlidir.

vx, P(x) = 3x, P(x) .
* Degilleme yasalart :
Nicelikli 6nermeler i¢in degilleme yasalar1 (De Morgan) niceleme sayisi ne
olursa olsun asagida aciklandigir sekilde gecerlidir . Bunun igin genel
anlamda
verilen yasaya Shannon Yasasi denir.

~f(P1,P2, ...,Pn;~,/\,V,V,E|)=f(P1,P2, ...,Pn;-,\/,/\,H,V)
Bu genel ifadeden daha 0zel ifadelere gecilirse, degilleme yasalar1 olarak

asa-
gidaki denklikler de yazilabilecektir :

~Vx,P(x)=3x ,~P(x) ; ~3x,PXx)=Vx,~P(X)
~Vx,Vy;P(x,y)=3x,3y; ~P(xy)
~Vx,3dy; P(xy)=3x, Vy; ~P(xy)
~3x, Vy; P(x,y) = Vx, 3y ; ~P(x.y)
~3x,3Jy; P(xy) =Vx, Vy; ~P(x)y).

* Ardisik gerektirme yasast :
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Bu yasaya iligskin uygulamalara rastlanilacaktir. Bu nedenle yasanin ifade edil-
mesinin yarari vardir.

Vx, {[p(x) = q(x)] A [q(x) = 1(x)]} = VX, [p(x) = 1(x)]
veya
{Vx, [p(X) = q(x)] A VX, [q(x) = r(X)]} = VX, [p(x) = 1(X)]
dir.

* Bunlarin disinda , a) Indirgeme yasalari ; b) Daraltma yasalar ; ¢) Dagilma
yasalar1 gibi bagkaca yasalar olusmussa da bunlar konumuzu yakindan ilgi-
lendirmedigi i¢in tizerlerinde durulmaya gerek goriilmemistir.

Yine de ilgilenecekler i¢in, yazarin dnceden soziinii ettigimiz Modern Mantik
adli kitabi bu konuda yeterli bilgileri icermektedir. Bu kitaptan
yararlanilabilir.



BOLUM 3

BOOLE ARITMETIGI

3.1. SAYI SISTEMLERININ ANALIiZI

Harfler kullanilarak dil'in gerektirdigi elemanlar (s6zciikler) olusturuldugu gi-
bi, aym lojik yaklasimla, rakamlar kullanilarak sayilar olusturulmaktadir.
Nasil ki harflerin aym1 olmasina karsin, bir dil'in kurulus aksiyomlarina
(gramerine) gore olusan sozciikler bir bagka dil i¢in anlamsiz ya da yabanci
sozciik oluyor-sa, sayilarin da kurulus aksiyomlarma gore olusumu, farklh
tabanlarda gergek-lestiginde, biri diger sisteme gore yabanci bir sayt
olmaktadir. Hatta birinin kullandigi rakamlar yani semboller, diger sayi
sisteminde goriillmemektedir.

Ornegin, ayrmtilarim asagidaki alt-boliimlerde inceleme konusu yapacagimiz
bazi sistemlerde kullanilan rakamlar, on tabanl: sistem' de 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9
olmasina karsin, iki tabanli sistem' de sadece 0 ve 1 ; bes tabanli sistem' de
0,1,2,3,4 diir. Ancak ileride sozli edilecegi gibi, bazi teknik nedenlerle oniki
ya da onalti tabanli say: sistemleri’ nde, alisilmisin disinda yeni sembollerin
kul-lanilmast zorunlulugu ortaya ¢ikmaktadir. Oniki tabanli sistemde 9 dan
sonraki sayiy1 yani on' u gostermek lizere ornegin A , ondan sonraki say1
onbir' i gos-termek iizere de 6rnegin V sembolleri kullanilabilecektir. Bazen
bu gos-terimlerde on i¢in a ve onbir i¢cin b kullanildigr ya da a , B
sembollerinin kul-lanildig1 goriilebilmektedir. Demek ki 6nemli olan 6nceden
yapilan kabulun belirlenmis ve tanimlanmis olmasidir. Daha sonra, kuramsal
aciklamalarla birlikte degerlendirildiginde, her sistemin ancak taban sayisi
kadar gsifreyi (rakami) igerebilecegi goriilecektir. Buna gore , ornegin oniki
tabanl1 bir siste-min rakamlar1 kiimesi,
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,V}

seklinde ifade edilmis olacaktir.

Say1 sistemlerin tanittmima bir biitiinliik kazandirabilmek i¢in, bunlarin
yvazilma ve okunma kurallar:’ nin da belirlenmis olmas1 gerekir. Bunlara dair
ayrintili aciklamalar asagida verilecek olmakla birlikte, bir 6n bilgi olarak,
herhangi bir
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tabanli sayimin yazilma kuralinin, genel anlamda soyle olacag anlagilmaktadir

a,t eN vet > 1 olmak tlizere ui (1 = 0,1,2, ..,n-1) ile sistemin
basamaklarindaki rakamlar temsil edilmis olsun. Burada ui < t dir. Bu
kosullarda a dogal sayisi’ nin t tabanli sistemde’ ki ifadesi , n €N ile basamak
sayis1 gosterildigine gore,

n-1
() a=uy,.t"+uy, "2+ .  +tu.+u.ttuw=2ut

i=0
seklindedir. Boylece a dogal sayisinin, t sayisini taban kabul eden bir
sistemde ifade edilmesi yetenegi bulundugu goriilmektedir. Buna gore bu a

sayisl ya

(2-1) a= (un—l Un2 ... Wi uo)
t

seklinde gosterilecek ya da,

(2-2) 4= Uni Un2 ... U1 Uo
®

seklinde ifade edilecektir. Burada, uu.1, ..., w1, wo ile sistemdeki rakamlar
temsil edilmektedir. Her biri bir basamak olusturmakta ve bir biitiinliik i¢inde
a sayisint gostermektedirler. Burada tabani temsil eden t , radiks olarak
adlandi-rilmaktadir. Gergekte (2-2) gosterilisinde, rakamlarin {istiinde
kullanilan ¢izgi iste bu biitiinligl temsil etmek tlizere konulmustur. Oysa
pratikte buna gerek yoktur ve kullanilmayacaktir. Yazim ve anlatim kolayligi
nedeniyle bu kitapta daha ¢ok ve aksi gerekmedikge, bu yazis (ifade) bigimi
yeglenecektir.

Bu aciklamalar1 pekistirmek iizere, asagidaki 6rnegi sadece sekil yoniinden ve
igcerikten yoksun olarak inceleyelim :

On'luk sistemde a = 37 sayisinin Iki'lik sistemdeki karsilig1 a = 100101 dir.
Oysa boyle bir say1 on'luk sistemde " yiizbinyiizbir " olarak vardir. Oyleyse bu
farkin yani bu saymnin Iki'lik sisteme ait oldugunun bir tiirlii belirtilmesi
gerek-mektedir. Iste bu nedenledir ki,

a=370 =100101. = 100101(2)
yazilabilecegi gibi, yukaridaki diger anlatim tarzina uygun olarak da yazilir :

a=(37) 0= (100101)
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Bir karsilagtirma yapilirsa, genel ifadeye gore,
u5=1,U4=0,u3=0,u2=1,u1=0,uo=1
olduklar1 anlasilacaktir.

Konuya giriste, harflerin olusturdugu dil'lerden s6z edilmistir. Ancak goriiyo-
ruz ki dilbilgisi (gramer) olusumlar1 birbirine benzeyen veya
karsilastirilabilen dil'lerin birbirine cevirisi (terciimesi) olanakhdir. Iste bu
benzetme ile olusan yaklasimda oldugu gibi, say1 sistemlerinin de birbirine
cevirisinden yani matematik dilindeki sozcligiiyle doniistiiriilmesinden sz
edilebilecektir. Ciinkii hepsinin ortak grameri (1) ile ifade edilmis
bulunmaktadir. Iste bu lojik yaklasimla, herhangi tabanli say1 sistemlerinin
birbirlerine doniistiiriilmesi i¢in olusturulan yontemler ve bu tiir sayilarla
islemlere iliskin operatorler, bu boliimiin baslica konularini olusturacaktir.

3.2. ON TABANLI SAYI SISTEMi
(Desimal Sistem)

Bizlerce daha c¢ok taninan ve hemen biitiin sayisal islemlerimizde
kullanilmakta olan 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 rakamlarinin olusturdugu kiimenin
elemanlanyla yazilabilen sayilar, Onluk Say: Sistemi'me aittir. Bu sayilarin
cesitlert ve diger ayrintilart simdilik bizi ilgilendirmemektedir. Sayilarin nasil
kuruldugu, hangi aksiyomlarla insa edildigi, ne gibi ¢esitleri ve Ozellikleri
oldugu, hep on'luk sayi1 sistemi kriterlerine gore Sayilar Teorisi adiyla bilinen
bir matematik disiplinin ilgi alanina girmektedir. Ozellikle bu sayilarin
olusturulma yasasinin Peano Aksiyomlari ile olustugu da bilinmektedir.

On'luk say1 sisteminde bir saymin yazilma ve okunma kurallari, herhalde
once-likli olarak incelenmelidir. Bir say1r icinde yer alan rakamlarin
bulundugu yerlere basamak adi verildiginden daha 6nce de s6z edilmistir.
On'luk sistemde bu basamaklar ti¢lii gruplar halinde simif degistirmektedirler.
Ancak basamaklar da yine 6zel adlar almaktadirlar. Asagida bu husus sematik
olarak gosterilmistir :

| Milyarlar || Milyonlar || Binler || Birler |
—————— Q00O ©® © ® @ GOB® G000

Bu c¢izelgede basamaklar numaralanarak gosterilmis ve asagida karsiliklari
olan adlar (basamaklarin adlar1) agiklanmistir :
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® : Birler, @ : Onlar, ® : Yizler, @ : Binler , ® : Onbinler , ® : Yiiz-
binler , @ : Milyonlar , : Onmilyonlar , ® : Yiizmilyonlar ,
Milyarlar ~ @® : Onmilyarlar, ®®@ : Yiizmilyarlar, -----

Bu basamaklar uzayip gitmektedir. Sembolik olarak gosterilen yerlerde daha
baska basamaklar bulunduguna gére acaba bunlarin adlar1 nelerdir ? Bunu da
asagida, biiyiik sayilar diye adlandirilan ve uluslararasi diizeyde kabul edilmis
ve kullanilan sayilar olarak listelemis oluyoruz. *

AVRUPA SISTEMI AMERIKAN SISTEMI
Milyon 106 Million 106
Milyar 10° Billion 10°
Bilyon 1012 Trillion 1012
Trilyon 1018 Quadrillion 1015
Katrilyon 1024 Quintillion 1018
Kentilyon 1030 Sextillion 102!
Sekstilyon 1036 Septillion 1024
Septilyon 1042 Octillion 1027
Oktilyon 1048 Nonillion 1030
Nonilyon 1054 Decillion 1033
Desilyon 1060 Undecillion 1036
Undesilyon 1066 Duodecillion 1039
Diiodesilyon 1072 Tredecillion 1042
Tredesilyon 1078 Quattuordecillion 104
Katordesilyon 1084 Quindecillion 1048
Kendesilyon 10%0 Sexdecillion 105!
Seksdesilyon 106 Septendecillion 1054
Septendesilyon 10102 Octodecillion 1057
Oktodesilyon 10108 Novemdecillion 1060
Novemdesilyon 10114 Vigintillion 1063
Vijintilyon 10120 Centillion 10303
Santilyon 10000 * Biiyiik Larousse Sozliik ve Ansiklopedisi Cilt 20,

S. 10246 dan alinmistir.
Burada her iki sistemin farki, trilyon basamagindan sonra ortaya ¢ikmaktadir.
Avrupa sisteminde bu basamaktan sonra 6 lik gruplama sistemine ge¢ilmis ol-
masina karsin, Amerikan sisteminde ii¢lii gruplama sistemi, sonuna kadar de-
gismeden devam edip gitmektedir.



60

Bu agiklamalar 15181inda On'luk diizendeki bir saymnin, t = 10 olduguna gore,
(1) ile ifadesini bulan bir ¢éziimlemenin nasil yorumlanacagi, asagidaki 6rnek
lizerinde incelenirse ;

3743 =3000 + 700 + 40 + 3 =
3x1000+7x100+4x10+3=
3x10P+7x10*+4 x 10"+ 3 x 10°

demektir. Boylece bu say1 10 tabaninin kuvvetlerine gore ifade edilmis ve (1)
deki agiklamaya uygun olarak diizenlenmis olmaktadir. Burada 10 nun
kuvvet-leri i¢in olusan her terim bir basamagi temsil etmektedir. Boylece 10°
I1 basa-mak birler basamagi , 10" 11 basamak onlar basamagi , 10* 1i basamak
yiizler basamagi , 10° lii basamak da binler basamag: gibi adlar almaktadir.
Bu basa- maklardaki rakamlar ise o basamagin karakteristigini
olusturmaktadir. Oyle ki On'luk sistemde bu rakamlar

{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

kiimesindeki elemanlardan ancak biri olabilecektir. Yukaridaki ornekte
bunlar, bastan itibaren sirasiyla 3 , 7, 4, 3 olarak goriilmektedir. Boyle bir
sayl, basa-maklara verilen 0Ozel adlarla birlestirilerek iicbinyediyiizkirkiic
olarak okunabil- mektedir. Bu ise 374300 = 3743 ile gosterilmektedir.
Sadece On ' luk sisteme 6zgli olmak {izere taban sayisi yazilmamaktadir.

Bu kez 6rnek olarak 285,43 sayisini segmis olalim ve ¢oziimlemesini yapmak
isteyelim. Goriildiigii gibi bu bir kesirli (ondalikly) sayidir. Bunun (1)
geregince ¢coziimlemesi,

285,43 =285+ 0,43 =285 +43/100 = 2x100 + 8x10 + 5 + 4/10 + 3/100 =
=2 x10>+ 8 x10"' + 5 x10°+4 x10 - + 3 x10 =

seklinde gerceklesecektir.

Bu arada 6zel bir durum, basamaklarda 0 (sifir) sayisinin yer almasidir. Bir
ba-samakta sifir varsa, buna karsilik olan basamakta rakam goriilmesine
karsin, ancak bu, ¢oziimleme sirasinda goriilmeyecektir. Aksine yani karsit
bir yakla-simla su da soylenebilecektir : ¢oziimleme diizeninde olmasi
gerektigi halde goriilmeyen bir terim varsa, onun katsayisi sifir demektir.
Ornegin 1084 sayis1 ¢dziimlenirse,
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1084 =1000+80+4=1x10>+8x 10" +4 x 10°=
=1 x10°+0x10*+8x 10"+ 4 x 10°

demektir. Ik ¢dziimlemede 10> 1li basamak, katsayisi sifir oldugu icin
gorilme-mektedir. Kesirli sayilarin ¢oziimlemesinde de bu gibi hususlara
dikkat edilme-si gerekmektedir. Ornegin 47/316 gibi bir kesir sayi, ilk ii¢
ondalik alinmak suretiyle,
47 1 4 9
— = 0,148734...= 0,149 = + + =
316 10t 107 103

= 1x10 7'+ 4x10 =2+ 9x10 -3

seklinde ¢oziimlenecektir. Bu sekilde ifade edilmis ve ¢oziimlenmis bu kesir
sayis1, onbinde bir hatayla dogru ¢oziimlenmis olmaktadir.

3.3.SAYI SISTEMLERININ HERHANGIi BiR TABANA GORE
COZUMLEMESI

t > 1 vet e N olmak ilizere, t tabanina gore bir say1 yazmanin varligina ve
bunun tek tiirlii belirlenecegine dair teoremler asagida incelenmistir. Bunlara
varlik ve teklik teoremleri denir. Ancak once bir yardimei teoremin verilmesi
gerekmektedir.

3.3.1. Yardimci Teorem

t ile taban gosterildigine gore, yukarida belirtilen Ozellikte bir say1 a sayisi
ve-rildigi takdirde, a € N ve a # 0 olmak {izere,

(3) t < a <o

esitsizligini gercekleyen bir ve yalniz bir n € N sayis1 vardir.

Kanit : t nin dogal sayilarla kuvvetlerinden olusturulan kiime K olsun.
K={l,t,t&, ...t~ tn ..}

seklinde bir kiime gozoniine alinacak demektir. t > 1 ve t® = 1 €K dir. Demek
ki n=0 1n da karsilig1 bu kiimede yer alabilmektedir.
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K kiimesinin elemanlarindan, a ya esit ve a dan kii¢iik olanlarinin olusturdugu
kiimeyi L ile gosterelim. Oyleyse,

L={x|xeK,x<a}cKcN

oldugu yazilabilecektir. 1€L olup, L # & dir. L nin biitiin elemanlar a ya esit
ya da ondan kiiclik olacaklarindan L bir sonlu kiime' dir. Sonlu kiimede, ele-
manlar dogal sayilardan olusuyorsa, L nin elemanlar1 arasinda dyle bir tanesi
vardir ki, digerlerinden biiytiktiir. Bu eleman ¢ ise ceL ve L < K dan ceK
olur. Oyleyse ¢ = t» dir ve n yalniz bir tanedir.

K kiimesinin biitiin elemanlar1 gibi ¢ <a dir. O zaman ¢ =t"<a olur. Ayn
zamanda a <t dir. Clinkii tm*! <a olsaydi t**' € L olup, t > 1 i¢in tof! > o
oldugundan L nin en biiyiik elemani olan t* den biiyiik, L de t*' gibi bir
eleman olmasi gerekecekti. Oysa bu agiklama, yukarida yapilmis olan kabul
ile celig-mektedir. Demek ki t» < a <t egsitsizligini saglayabilecek, n € N
olan ancak bir n dogal sayis1 vardir ve bu tek tiirlii belirlenmektedir.

3.3.2. Teorem I (Varlik Teoremi)

Her a dogal sayis1 (Va €N) verilen t tabanina gore (t > 1 At eN), (1) ile
gos-terildigi gibi, un-i, ..., W, wo ile rakamlar temsil edilmek iizere,

A=Una1 '+ Un2t2+ .+ wi t+ wo

seklinde ifade edilecektir. Bu gosterime karsin sayi, yukarida belirtilen
rakam-larin yer aldigi,

a= (Un-l Un-2 ... U1 110)
seklinde ifade edilmis olacaktir.

Kanit: a € Noldugundan 1°)a<t ; 2°)a=t ; 3°) a>t gibiii¢ farkh
durumu ayr1 ayri incelemek ve tartismak gerekmektedir.

1. a<t olduguna gore :
t > 1 oldugu animsanirsa, t den kiiclik dogal sayilar ancak t tane olur

(olabilir). Bu ise, bunlarin sonlu sayida olduklarin1 gosterir. Bunlar, rakamlar
kullanilarak
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ifade edileceginden a <t i¢in a, ancak bu rakamlardan biri ile gosterilecektir.
Bu ise
a=w=0.t"+ ... +0.t+uw

ifadesinde anlamini buldugu sekilde gosterilebilir.

Ornegin a=4 ve t=35 olsun. a <t kosulu 4 <5 olarak vardir. t den kiiciik
dogal sayilar 4,3,2,1,0 dir. Bunlar sayica 5 tane yani t taban sayis1 kadardir
ve sonlu sayida olacaklardir. a sayisi iste bu sayilardan ancak biri olabilecektir
ve nitekim Ornegimizde a = 4 tiir. a , artik bu kiimedeki diger sayilardan biri
ola-maz. Buna gore,

a=4 (5)
yazilacaktir.

2.a=t olduguna gore :

Buancak a=1.t+ 0 olarak, yani uo =0, w = 1 i¢in olanaklidir. Boylece 0
ve 1 rakamlarinin kullanilmasiyla t tabanli bir sistemde 10 yazilarak
gosterilir ve ancak bu bir-sifir diye okunur. Bunun on olarak okunabilmesi,
ancak On'luk diizende yani 6zel olarak t = 10 olmas1 halinde olanaklidir.

3.a>t olduguna gore :
t>1 olarak, dogal sayilardan olusan kuvvetler i¢in
to=1,t'=t,2,.., 2, 1 tn o1

dizisi olusur. Konu olan a sayisi i¢in asagidaki agiklanan iki durum
gergeklesir:

1 °) adogal sayis1 t nin, t den biiyiik dogal kuvvetlerinden sadece birine esit
olur.
2 °) adogal sayisi, yukaridaki dizinin elemanlarindan higbirine esit olamaz.

3 °) Diyelim ki t < n olmak iizere a = t" dir ; (n = 2 i¢in).* Bunun
saglanabil-
mesi i¢in

a=tr=1Lt+0.tm+ . +0.2+0.t+0

(*) n nin 2 den kiigiik olmasi halleri ilk iki sikkin tartismasi i¢inde yer almaktadir.
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olmalidir. Buna gore, katsayilardan hareket ederek

a=10 ..000q

yazilacaktir. Burada sifirlarin sayisinin n tane oldugu apagik goriilmektedir.

4°) a, t nin kuvvetlerinden hicbirine esit degilse, Yardimc1 Teorem'den
yarar- lanilarak, t» < a < to*! esitsizligini saglayan n nin var oldugu ve tek
tiirlii belirlenebilecegi bilindiginden, bdyle bir n sayis1 var demektir.

Kalanli bolme kavramindan hareketle,

[Funa eN, JareN] 3a=una.t""+air A 0<a <!

yazilabilecektir. Burada a:, a sayisinin un- ile boliimiinden elde edilen kalani

gostermektedir ve kalanli bolme oldugu i¢in a1 # 0 dir. Oysa yukarida a < t»*!
oldugu ifade edilmistir.

a = un-.t™ + a1 den, Teorem I (Varlik Teoremi) yardimiyla t*'. una < a1 < o
olur. Bunlar birlikte gozoniine alinirsa, t' . un1 < t* ile t™' # 0 oldugu
bilindiginden, sadelestirilerek

tn
=1t

Un-1 <

tn- 1

bulunur. Bu bize, t tabanli bir sistemde un-1 in, bu sistemin rakamlarindan an-
cak biri ile gosterilebilecegini ifade eder.

Ozel olarak, a1 =0 ise, a=uns .t + 0 olur ki bu da
a =Untr'+0.t24+  +0.2+0.t+0
demektir. Buradan da a sayisinin , t tabanl bir sistemde

aZU.n-l()OO...OO(t)

yazilabilecegi anlasilir. Iste bu say1 icindeki un- rakami, sozii edilmis olan ra-
kamdir. Diyelim ki a: , t nin kuvvetlerinden herhangi birine esittir. a = t2
oldugu takdirde,



65
a=Unat™ +a =Una '+t =ypat' + 1L t2+ 0.t +.+0.t+0

yazilarak, t*2 nin bulundugu basamakta katsaymin 1 oldugu, digerlerinde 0
olacag1 boylece goriilebilecektir. Oyleyse bu kosula uyan &rnegimizdeki a
sayisl,

a=un110..0 O(t)
dir demektir.

Bu aciklamalara gore kalan ai = 0 1se ya da ai , t nin t' den kiiciik bir dogal
kuvvetine esitse, a dogal sayisi, tabani t olan bu sistemde ifade edilebilecek
de- mektir. Esasen gosterilmek istenilen de budur. Ancak konu ile ilgili
aciklamalar heniiz bitmis degildir.

ar kalani, k <n-1 ve k € N olduguna gore, sifirdan ve tk dan farkl ise,
3.3.1. deki Yardimci Teorem'den yararlanilarak, a: in t"? < ai < t*! araliginda
bulu-nacagi sdylenebilecektir. Diger taraftan a: kalani, un: ile boliimiinde a:
kalanini veriyorsa, 0 < a: < t*2 olmak kosuluyla

air = Un-2 .t%2+ ax
yazilabilecektir. Eger kalanli bolmeyse, a: # 0 olmak kosuluyla,
Un-2. t72< a;

esitsizligini yazmamiza olanak saglanmis olur. Yukarida a: < t*! oldugu
ifade edilmistir. Oyleyse bunlar birlestirilerek, esitsizlik yonii de uygun
oldugundan,

Un-2. 2 < 0!

yazilabilecegi goriiliir. t >1 i¢in t*2 # 0 olup un-1 <t bulunur. Bu ise un- in bu
sayinin bir rakami oldugunu ifade eder. Bu agiklamaya uygun islem ve
yaziliglar ardigik olarak siralanirsa,

d = Un-1 ... U2 W1 Uo (t)

sayisinin rakamlariin, kuramsal olarak nasil elde edilebilecekleri goriilmiis
ol-maktadir. Burada herbiri, t taban sayisindan kiiciik olmak kosuluyla un-1,
..., Uo lar, a sayisinin rakamlarini olusturmaktadirlar.



66
3.3.3. Teorem II (Teklik Teoremi)
Bir dogal sayinin bir t tabanina gore yazilisi tek tiirlii belirlenir.

Onceden secildigi gibi, dogal say1 a ile gosterilmis olsun. t > 1 olmak
kosuluy- la, bu tabana gore a dogal sayisi, (1) ile gosterildigi sekilde ifade
edilmistir.

a € N i¢in, (1) ile ifade edilen ¢6ziimlemenin, ayn1 tabanda kalindigina gore,
bir baska tiirlii (ikinci bir sekilde) gergeklesebilecegini varsayalim. Bu sayi,
rakamlart 1 = 0,1,2,...,n-1 olmak {iizere vi katsayilarindan olustugu
diistiniilerek diizenlenirse,

a=Voi .t vna 024 v 2+ Vit vo

seklinde bir say1 ¢oziimlemesi yazilmis olacaktir. Teoremin iddiasi, hipotez
ge- regince esasen, 1 = 0,1,2,...,n-1 olmak tizere ui <t ve vi <t kosullar da
bulun- duguna gore, a sayisinin tek tiirlii belirlenebilmesi i¢in,

Un-1 = Vn-1, Un-2 = Vn-2 ; ... ; U1 = Vi, Uo = Vo
olmasidir.

a sayisinin her iki sekilde yazilabilecegi varsayimindan hareket edilerek,
a=Unt .t +Unar . 2+ W t+ W
a=Vnpr . "'+ v 2+ vt B

coziimlemelerinin varligini kabul edelim. Her ikisinde de benzeri islemler ya-

pilarak asagidaki diizenlemeler saglanirsa, t ile boliindiikleri diisiiniildiigiinde,

a=t[un-1 A2 4 Une Lt LW .t+UI] + o
a=t[voa. "2+ voe .t 4+ L+ vat+vi]+ Vo

olur. Bu ifadelerden, a sayisinin t ile boliimden elde edilen kalanlarin,
sirastyla wo ve vo olduklar1 anlasilmaktadir. uo <t ve vo <t olup, bu bolme
islemi sonunda, bir sayisinin bir sayiya bdoliimiiniin tek bir sayr olmasi
gerektiginden

Uo = Vo

sonucu bir zorunluluktur. Boliim olan ifade b ile gosterilsin. Bu yukaridaki
bolme islemlerinde parantezlenmis ifadeler olarak goriilmektedir.
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t ile boliinerek,

b=t[uni. "3+ Uno. 4+ .+ uws . t+uw] +w
b=t[voi. "+ vno 4+ .+ Vvi.t+ V2] + Vi

elde edilecektir. [lk adimdaki iddia ve agiklamalar burada da aynen gegerlidir.
Sonug olarak her ikisinde de ayni1 bir b sayis1 ayni bir t sayisi ile boliinmiistiir.
Oyleyse kalanlar1 da ayn1 olmalidir. Kalanlarin tek tiirlii belirlenecegi ilkesin-
den hareket ederek, w = Vi

olmast gerektigi yazilabilecektir. Aymi iddia, boliimler icin de gecerlidir.
Oyleyse bu bolme isleminden ortaya ¢ikan bolim c ile gosterilirse, her iki
durumda

C=Una.t3+ ... +w
C=Vpi1.t3+ .+ W

olacaktir. Bunlar da t ile boliunerek ifade edilirse, artik anlasiliyor ki
bunlardan elde edilen kalanlarin esitligi s6z konusu olacaktir. Bunun
sonucunda da

U2 = V2
yazilacaktir. Bu islemlere ardisik olarak devam edildigi takdirde, sonucta
Us = V3 ; ... ; Un-1 = Vn

iligkilerinin bulundugu goriilecektir. Bu sekilde, a sayisinin basamaklarindaki
rakamlarin farkli olamayacagi gosterilmis olmaktadir. Bu ise saymin tek tiirlii
coziimlenebilecegini ifade eder.

Ayni1 teoremde farkli bir yaklasim da m # n olmak tlizere asagidaki gibi iki
¢O- ziimlemenin olanakli oldugu diisiincesidir. Buna goére ayni a dogal
say1sinin,

a:LIn-l.tn'l+Un—2.tn'2+...+UZ.t2+UL.t+UO
a=Vma. t! +ymo . tM2+  + v . t2+vi.t+ v

sekillerinde ¢oziimlenebilerek ifade edilecegi varsayilmaktadir.

Temelde uygulanacak islemler ilkiyle ayni olacaktir. Ancak m # n
olmasindan kaynaklanan bir yorum farki olusacaktir. Ciinkii ¢oziimlemelere
dikkat edilirse, ikincisinde m > n oldugu takdirde,
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a=Vma.t™'+ . F+vn. 0+ .. F+Vi.t+ Vo

oldugu disiiniilebilecektir. Goriiliiyor ki vmatm™t + . ile temsil
edebilecegimiz bir toplam grubu ilk ¢dziimlemede yoktur. Iste yorum fark
bunun i¢in gerekli olacaktir.

[k kisimda oldugu gibi t ile bolme islemleri yapilarak diizenlemeler burada
da tekrar edilecektir. ilk adim,

a=t[una.t"2+ +w.t+w]+uw
a=t[vma.tm2+ L +va.t+vi]+vo

olarak ifade edilecektir. Buradan kalanlarin esitligi yazilarak uo = vo bulunur.
Devam edilir ve ardisik islemler yapilirsa n. adimda, wi=vi; ... ; Un1= vna
olduklar1 (olmasi zorunlulugu) gosterilmis olacaktir. Bunlar i¢in ikinci
¢Ozlim-leme ifade edilirse,

a=Vma .t + Fvn. "+ vt FVILT VO
=Vma. M+ A+ vn. 0+ Upa .t T+ L F WLt o
=Vmr. ™'+ .+ vn.th+a

yazilacaktir. Burada son ifadede a sayisi, ilk ¢éziimlemenin karsiligi olarak
gel-mistir. Buradan son bir islemle

Vm-r .t 4+ vn, tt=0

oldugu ifade edilebilecektir. Demek ki m # n olarak alinmak suretiyle
yapilan iki farkli ¢oziimlemenin de gergekte tek tirlii oldugu bu sekilde
belirlenmis ol-maktadir. Buradan kolayca vm-+ =0, ..., vo = 0 olduklar
goriilebilmektedir.

Biitiin bu arastirma ve kanitlar sonunda, a dogal sayisi nasil ¢oziimlenirse ¢o-
ziimlensin, bunun ancak tek tiirlii gergceklesecegi artik anlasilmis olmaktadir.

Sonuc¢ olarak , boylece herhangi bir t tabanina gore gecerliligi kanitlanmig
bu teoremler yardimiyla, say1 sistemlerinin analizi (¢6ziimlemesi) yapilirken,
onemli sayilabilecek i1ki tartisma konusu geride birakilmis olmaktadir.
Boylece bir t1  tabanina gore ifade edilmis bir saymin, bir t. tabanina gore
yazilabilecegi artik kesin olarak bilinmektedir. Onemli bir bilgimiz de bunun
ancak tek tiirlii gerceklesecegidir.



69

3.4.iKI TABANLI SAYI SISTEMi
(Binary Sistem)

Konumuz i¢in oncelikli ve Boole Cebiri i¢in gerekli olan say1 sistemi ;
rakamlar1 0 (sifir) ve 1 (bir) den ibaret , iki tabanli (t = 2) say1 sistemidir. Bu
iki rakamin tekrarli varyasyonlariyla elde edilen sayilar, Binary Sayr Sistemi
olarak da adlandirilan bu sistemin sayilarini olustururlar. Ancak bu sayilarin
okunmasinda, basamaklara 6zel adlar verilmis olmadig1 i¢in, on'luk diizende
oldugu gibi sayilarin adlar1 bulunmadigindan, oldukg¢a sikinti yasanir. Sayinin
rakamlarmin siralanisina bakilarak, rakamlar sifir ve bir diye sirali olarak
okunur. Ornegin, iki tabanli bir say1 sistemine ait olan ki bu belirtilmistir ;

100011

sayisint okuyabilmek icin : [bir - sifir - sifir - sifir - bir - bir] demek
gerekmek-tedir. Bu, bir a dogal sayisinin karsilig1 olan sayi ise,

a=10001 1(2)=Ll51J.4L13112L11U.0(2)

olarak ifade ediliyor demektir. Burada, rakamlarin kuramsal olan ifadeyle kar-
silastirilmasi yapilirsa,

BL=1, =0, wL=0,w=0,u=1,w=1

demektir. Bu aciklama, basta kuramsal olarak yapilan ¢alismalara da bir agik-
lik kazandirmis olmaktadir. Orada soyut olarak, varsayima dayali goriislerimi-
zin ve buna bagli kuramsal olusumlarin karsiliklarin1 bu 6rneklerle somutlas-
tirmis olmaktayiz. Genel ifadenin (1) ile verildigi sekilde

n-1
a=Un1 .t +Uno . 2+ L+ w.?FHuw. t+tw=2u.t
=0
oldugu animsanirsa, t =2 oldugundan ve 0 <ui<t-1=2-1=1 kosulu i¢in,
bu sistemde u; rakamlariin ancak 0 ve 1 olabilecegi anlasiimaktadir.

Ornegin, 10111 ¢ ¢dziimlenirse,

a=10111lp=wtr+twutt+wtt+tuttuw=
=1.2¢44+0.23+1.22+1.2'+1.2°
demektir.
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Eger bu sistemde bir say1 kesirliyse, onun ne sekilde ¢oziimlenebilecegi asagi-
da agiklanacaktir. Ancak hemen belirtilmelidir ki bu tiir sayilar artik bir on-
dalikli say1r degildir. Ciinkii bu deyim, sadece On'luk sistemde kullanilir.
Hatta bu konuda cok ince bir diislinceyle, kesirli kisim On'luk sistemde virgiil
ile ayrilirken, Binary Sayi Sisteminde ve digerlerinde virgiil yerine nokta
kulla- nilir ve buna radiks noktas: ad1 verilir.

Kesirli bir sayr ikilik sistemde Ornegin  1100.01¢ goriintiistindedir.
Coziimleme sirasinda kesirli kisimda bulunan basamaklar i¢in, taban sayisinin
negatif kuv-vetleri kullanilir. Bu asagida 6rneklenmistir :

1100.01e=1.2>°+1.2>+0.2' +0.2° +0.271 + 1.2,

Bu husus On'luk diizende de gosterilmis ve uygulanmis olup, kuramsal yakla-
stimda herhangi bir fark bulunmamaktadir.

Bu tiir sayilarin incelenmesinde ii¢ temel problem vardir. Bunlar
a) Coziimleme , b) Taban degistirme , c) Islemler (Toplama, ¢arpma)

olarak siralanabilir. Buraya kadar olan ¢alismalarda daha ¢ok ¢éziimleme tize-
rinde durulmustur. Konu itibariyle Jkilik Sistem' den sdz edildigi igin,
oncelikle bu tabandaki sayilar i¢in taban degistirme (dontistiirme) problemleri
incelene- cektir. Dogal olarak bunu da yine Oncelikle On'luk sistemle
karsilikli olarak gergeklestirip, daha sonra konuyu genellestirerek, olusan fikir
ve yontemlerden de yararlanmak suretiyle herhangi tabanli sayilarda da bu
uygulamalarin nasil yapildigina sdyle bir deginilecektir.

Boole Aritmetigi deyimi belki ilk kez bu kitapta, Ikilik Sistem (Binary Sistem)
sayllarina 0zgii aritmetik i¢in kullanilmistir. Ciinkii biliyoruz ki bu sayi
sistemlerine gecis modern mantikla birlikte gergeklesmis ve gelismistir.
Boole Cebirinin varligi da bu say1 sisteminin varligina kosuttur. Kullanacagi
sayist olmayan bir cebir diisliniilemeyecegine gore, George Boole herhalde
cebirini kurmadan once bu say1 konusunu ¢6ziimlemis veya en azindan kendi
cebiri i¢in uygulana- bilir hale getirmistir. Oncelikle buradaki uyum, yani
dual sistem i¢inde ¢oziim-leme igleri hem sayilarda, hem cebirde ve gorecegiz
ki hem de fonksiyonlarda tam bir biitiinliik ve kosutluk i¢cinde gelisecektir.
Bunun uygulama alanlarina gegildiginde, lojik devreler' in de bu sisteme
uyum saglayacak sekilde diizenlemeleriyle ¢ok ilging isler yapilmis oldugu
gortilecektir.
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Bu agiklamalar 1s181inda dogal olarak, konuya hem kavramsal boyut kazandir-
mak hem de uygulama alanlarim1 genisleterek ise ¢ok daha genis bir
performans kazandirmak amaciyla bu kadarla yetinilmemis ve bagkaca sayi
sistemlerinin de konu icine ¢ekilmesi uygun goriilmiistiir. Hatta o kadar ki
Oniki ve Onalt1 ta-banli say1 sistemlerinden bile soz edilmistir. Iste bu
tabandaki say1 sistemlerinin Boole Aritmetigi basligi altinda incelenmesi de
yadirganmamalidir. Cilinkii egemen olan diisiince ve c¢oOziimleme bigimi
kuramsal diizeyde biitiin bu sistemlerde ayn1 oldugu i¢in, genelleme yoluyla
ortaya konan teorileri de kontrol etmis olmak ve genel olgu icinde test etmis
olmak gibi bir fayday1 gozardi etmemek lazimdir. Kald1 ki sayilar hakkindaki
gelismeler o kadar yenidir ki, yiizyillardir sayilar1 kullanan insanlar, onun ne
oldugunu anlamak ve tanimlamak cabasina ancak XIX. yiizyilin sonlarinda
girmislerdir ki bunun onciisii Peano, ilk béliimde de sozii edildigi gibi, Boole
ile ¢cagdastir.

Burada tartisma konusu yapilabilecek bir ayrint1 da kiimeler hakkindadir. Mo-
dern Mantik ve dolayisiyla tiim aksiyomlari ona bagimli olan Boole Cebiri,
te- melde Kiimeler Teorisi' ni arag olarak bolca kullanir. Oysa bakiyorsunuz,
ozel- likle XIX. yiizyll matematikcileri ¢agdas yorumlarinda, kiimeler
teorisindeki gelismelerinde modern mantiktan yararlanmaktadirlar. Burada
adeta bir ikilem (kisir dongii) yasanmaktadir. Ben iyimser bir yaklasimla,
zaman faktoriinii bir bagka boyut olarak goriip, birbirlerini zaman ig¢inde
tamamladiklar1 seklindeki kanaatimi ifade etmek isterim. Konumuz
ilerlediginde goriilecektir ki bu anla-tim ve agiklamalar ¢ok daha deger
kazanacaktir. Ancak neresinden bakilirsa bakilsin, ¢agdas yaklasim ve
konunun ortaya c¢ikmasindan c¢ok kisa sayilabi-lecek bir siirede teknolojik
uygulamalarin ortaya ¢ikisi, bu arada ozellikle yiiz-yilin matematikgisi kabul
edilen John Von NEUMANN' 1n Sayisal Analiz (Niimerik Analiz)' 1 kurmus
olmas1 ve makina dilinin matematigini olusturmasi, konunun hizla gelismesi
icin uygun ortamlar olarak diistiniilmelidir.

3.4.1. Iki'lik Diizenden On'luk Diizene Gegis

Iki'lik sistemde bir saymin, on'luk sistemde hangi sayrya karsilik geldigi soru-
sunun yanitt asagida aciklanmistir. Burada yapilmasi gereken is, ac¢ilimi 10
luk diizenin basamaklarina gore hesaplamaktir. Bu amagla diizenlenmis
ornekler asagidadir : (Burada X ile, saymin on'luk diizendeki karsilig
gosterilmistir.)

X=1001p =12°+0224+02'+12°=18+04+02+1.1=8+1=9;
X=11111p=124+123+122+12"+1.2°=1.16+1.8+14+
12+1.1=16+8+4+2+1=31;
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X=110001lpp=1.2°+1.22+0.2"+0.2°+ 02"+ 1.2 =
1.8+14+02+0.1+0.2+1.% =8+4+0,25=12,25.

Son Ornekte ikilik diizende bir kesirli sayinin ¢oziimlemesi yapilmis olup, tam
ve kesirli kisimlart ayiran yerde radiks noktas: gérilmektedir :

1100 .01
R radiks noktasi

3.4.2. On'luk Diizenden Iki'lik Diizene Gegis

Temel problemlerden biri olarak ele alinan déniisiim islemlerinde, On'luk di-
zendeki bir sayy1 Iki'lik diizende ifade edebilmek icin ¢esitli yontemler ve uy-
gulama bicimleri bulunmaktadir. Asagida temel kavramlari iceren kuramsal
uy-gulamaya ve bir de benim diizenledigim bir yOnteme yer verilmis
olacaktir. Bir de kalanli bélme i1slemlerine dayali bir yontem agiklanacaktir.
Kuskusuz yon-temlerin ¢oklugu o konuda uygulama esnekligi ve rahathigi
yaratacaktir. Ciinkii  herhangi bir nedenle wuygulama giicliigiiyle
karsilasildiginda, yontem degistire-bilmek i¢in secenekler vardir.

Bu c¢alismalara basladigim zamandan bugiine kadar kullandigim ve
tarafimdan diizenlenen yontem asagida agiklanmistir. Bu yOntemin {istiin
yonii, donilisim sonunda ulagilmasi gereken sayiyi, ayrica bir yoruma ve
diizenlemeye gerek duyulmaksizin, okunabilir bi¢imiyle tam olarak
gormektir. Genel ifadesiyle uy-gulama i¢in bir ¢izelge olusturulursa,
asagidaki yapi1 ortaya ¢ikmis olmaktadir.

Doniistiirtilecek
Say1 2n 20t D2 D100
Bolme Islemleri Un Una ... U2 W Wo
K=0 (K ile Kalan gosterilmektedir.)

Iki'lik sayrya doniistiiriilmesi diisiiniilen ya da gereken sayi, cizelgede
gorildi-gii gibi sol-iist kosedeki yerine yazilir. 2 nin kuvvetlerine gore
yapilacak sirala-ma da cizelgede ayrilan yerde yapilacaktir. Burada 6nemli
olan n kuvvetinin ne olacagidir. Bu ise hesaplama yoluyla , doniistiiriilecek
saylya en yakin ve
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onu gegmeyecek olan sayiy1 belirleme esasina dayanmaktadir. 2 nin kuvvet-
lerine ait olan sayilar 1,2,4,8,16,32,64,128, ... seklinde devam edeceklerdir.
Burada belirleyici olan iist sinirdaki sayinin ne olacagi onemlidir ki o da
once-den agiklanmustir.

2 nin kuvveti i¢in en solda olusan sayi ile bolme islemlerine baslanir. Bunlar
ar-disik olarak tekrarlanacak islemler olacagindan, ¢izelgede onlara bolme
islem- leri olarak genel bir yer birakilmistir. Buradaki saymin ve bu islemlerin
neler olacagini 6nceden gormek olanakli degildir. Bunlar her problemde farkl
sekil-de karsimiza c¢ikarlar. Bu islemler sirasinda var olma (icinde olma)
sayist 1 ya da 0 dan farkli olamaz. Bunlar hangi 2.nin kuvveti i¢in yapilmisgsa
onun altina gelecek sekilde yazilir. Ardisik siirdiirilen islemler, 2°
siitunundan sonra tamamlanmis olacaktir. Bu anda mutlaka K (kalan) = 0
bulunmus olacaktir. Boylece sirali olarak un-i ... w1 uo ile gosterilen rakamlar
belirlenmistir ve bunlar iki' lik sisteme gore doniisen sayry1 gdstermektedir.

Bu agiklamalar1 ve yontemin kullanilis bigimini pekistirmek lizere asagidaki
or- nekleri inceleyelim. Bunlardan ilki kesirli olmayan digeri ise kesirli olan

bir say1 i¢in diizenlenmistir.

ORNEK . 96 sayisini Iki Tabanli Say: Sisteminde ifade edelim :

96 |64 32 16 8 4 2 1
64 1 1 00000
- 32
32
-32

0 (=K). Cizelgeden, 96= 1100000 »y yazilacaktir.

ORNEK . 13,25 sayisini Iki Tabanli Say1 Sisteminde ifade edelim.

Burada, kesirli say1 olmasindan 6tiirii ortaya ¢ikan basit bir diizenleme farki
gortlecektir. Bu da kesirli kisim ile ilgili olacaktir. Sayinin tam kismi 13 ig¢in
islem ve diizenlemeler bir onceki 6rnekte oldugu gibidir. Ancak kesirli kisim
0,25 i¢in 2 nin negatif islerinin yer aldig1 yeni siitunlarin ¢izelgeye
eklenmesi gerekecektir.
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Bu sekilde eklenecek siitunlarin sayisi, ondalik kisimdaki basamak sayisi
kadar olacaktir. Bu 6rnegimizde bunun iki basamak oldugu goriilmektedir.
Oyleyse 2° dan sonra 27! ve 2 nin karsilig1 olan siitunlar problemimizde yer
alacaktir.

Bu aciklamalar 1s181inda, 6rnegimize ait doniisiim islemini asagidaki ¢izelgede
goriildiigii sekilde gergeklestirebiliriz :

13,25 | 22=8 22=42'=22°=1 2=0,5 22=0,25
1

-8 1 1 0 1] o 0 1
RN Radiks noktasi

5,25

0,25
- 0,25

0 Cizelgeden: 13,25=1101.01 ¢ yazilacaktir.

Diger bir yontem, yine kalanli bolme kavramina dayanmak ilizere asagida
acik-lanmaktadir. Bu da uygulamada, pratik baz1 yaklasimlarla
kullanilabilecektir. Once &rnegimiz iizerinde calisip sonra da yodntem
hakkinda gerekli aciklamalar verilmis olacaktir. 13 sayisim Iki'lik diizende
ifade edelim. Hep 2 ile bolerek,

Tam kismi1  Kalan
= 6 1

—_ W O\ W
|-
(NSNS \O I (O I \ O}

= 3 0
- 1
0 11

Tam kisim 0 bulundugu i¢in bélme islemi durmustur. Simdi Kalan siitununda
biriken rakamlari, asagidan yukariya dogru siralayarak, doniistiiriillme sonrasi
ortaya ¢ikan sayi artik yazilabilir. Bu da

13 = 1 1 0 1 )
olacaktir.
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Bunlarin disinda, baskaca yontemlerden s6z etmek olanakliysa da, burada
verilmis olanlarin uygulama i¢in yeterli oldugu kanisiyla, asagida yapilan bu
islerin kuramsal agiklamasina gecilmis olunmaktadir. Ciinkii hangi yontem
kullanilirsa  kullanilsin, sonuc¢ta bu kuramsal agiklamalara kosut bir
diizenlemedir.

Burada, o6rneklemeden gii¢ alarak, agiklamalar1 daha rahat ve kolay izleyebil-
mek i¢in kuramsal olusumlar, 6rnegin 96 sayisi i¢in yapilan ¢izelgeye gore
ifade edilecektir.

96 sayisinin , t = 2 (taban sayisi) i¢in bir 6zelligi
t7=27=128>96> 64 =26=ts

dir. Demek ki 96 dan biiyiik olmayan ve 2 nin kuvvetine uygun ilk say1 64
diir. Oyleyse t¢ = 64 igin, 96 = us t* + ai yazilacaktir ki burada a: kalanh
bolme kavramina gore 0 < a: < t¢ demektir. a: = ? . Burada us ancak 1 ve 0
olabilir. t = 2 olduguna gore, ayr1 ayr1 hesap yapilirsa :

I) Oicin: 96=0.2+ta —» ai=9-0=96>t=20=64 ;
2) licin: 96=1.2+ta — a=96-64=32<t=20=64 ;

bulunur. Bunlardan ilkinde a: < t¢ kosulu ger¢eklesmediginden bu alinamaz.
Ikincisinde bu kosulun gerceklestigi goriildiigiinden yani 32 < 64 oldugundan
us nin bu degeri, donilisen saymin ilk rakami olur ki bu da us =1 dir. Kalan
1se 32 olarak belirlenmistir. Bu bulgularimiza gore birinci adim sonunda,

96=1.t+32

yazilacaktir. Simdi tamamen benzeri islemleri Kalan = 32 iizerinde
tekrarlamak gerekecektir. Sanki tizerinde c¢alisilan say1 96 degil de 32 imis
gibi ... Oyleyse dncelikle

tt=20=64>32 =25=+¢

kosulu gergekleseceginden, t5 = 25 = 32  icin 2 nin 5. kuvvetine gore
diizenlen- mesi gerekecektir. 32 =us. t° + a» yazilacaktir. t=2 i¢in t8=25=
32 oldu- gundan us ancak 1 ya da 0 olabileceginden bunlar i¢in ayr1 ayri
hesaplamalarla

1) Oigin: 32=0.2+a — a=32-0=32<t=2=32;
2) ligin: 32=1.25 +a2 — a=32-32=0<t=2=32;
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bulunur. Bu islemler analiz edildiginde, ilkinde istenilen kosulun saglanmadig,
(32 < 32) ; ikincisinde istenilen kosulun saglandigi (0 < 32) anlagilir. Buna gore
ikinci hesapta us in degeri ikinci rakam olarak belirlenir ki bu da 1 dir. a:
kalanina gelince, ikinci durumda onun da 0 oldugu goriilmektedir. a = 0
demektir. Bunun belirlenmesinin 6nemi, bir sonraki islemin bu kalana gore
diizenlenecek olmasindadir.

t" < 0 < t* olmak lizere, 96 sayis1 t* = 2¢ = 16 ile boliindligiinde kalan as ise
buna gore
O=us.t*+as

yazilacaktir. Burada us ancak ve ancak 1 ya da 0 olabileceginden, bunlara uyan
iki halin ayr1 ayr1 hesaplanmasi gerekmektedir :

I) Oicin: 0=0.2+as —»> a=0-0= 0<t!=2¢=16;
2) ligin: 0=1.2+a —» a=0-16 =-16<t'=2¢=16;

bulunacaktir. Birinci durumda kosulun saglanmis (0 < 16) ; ikinci durumda ko-
sulun saglanmamis (-16, negatif say1 oldugu i¢in ; ai € N olmas1 kosulu geregi
olarak) oldugu gériilmektedir. Oyleyse us = 0 olur. Buna bagli olarak da as = 0
dir. Bu, K = 0 olmasindan kaynaklanmistir. Demek ki bundan sonraki islemler
ve tartigmalar, bu son islemlerle tamamen benzer olarak gerceklesecektir. Daha
sonra bulunmasi gereken rakamlarin da 0O (sifir) olduklari anlagilmaktadir. Yani

w=0 ) =0 , w =0 , =20
olur. Artik 96 sayisi icin Iki'lik diizendeki karsilig1 yazilabilecektir ki bu da

96=1100000¢

seklinde gerceklesecektir. Buradaki kuramsal agiklamalara gore diger 6rnekleri
incelemek de yararli bir calisma olacaktir. Bunlart da okuyucu yapmalidir.

3.5. DIGER SAYI SISTEMLERI

Bu tiir say1 sistemlerinin incelenmesi, dogrudan bu kitabin konusu degildir.
Ancak Onceki ¢alismalarimizda deginildigi gibi , kuramsal ¢alismalarda, Varlik
ve Teklik Teoremleri' nin incelenmesinde ve yorumlanmasinda daima genel
ifadeler kullanilmis ve say1 sistemleri bir biitiin olarak ele alinmistir. Bundan
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dogan bir ortamda, Iki Tabanli Sayr Sistemi' nin yanisira Diger Sayi
Sistemleri’ nin de calismamiz i¢inde yer almasi yeglenmistir. Bu sekilde,
kuramsal iliski-lerin sadece On'luk ve Iki'lik diizenlere ait olmadig
gosterilmis olacagi gibi, konuyla baglamli bir sekilde, sayilarin bu 6zellikleri
hakkinda ¢ok daha ayrintili bilgi sahibi olmak sansi ortaya ¢ikmis olacaktir.
Kald1 ki hemen bir alt-boliimde islemlerden s6z ederken, ¢cok daha genis bir
uygulama alani olusturmus bulun-maktay1z.

Diger Sayr Sistemleri deyimi, taban1 t=3,t=4, ..., t=9,t=12,t=16
gibi t > 1 kosulunu saglayan Sistemler i¢in tek bir baslik olusturmak amaci ile
kullanilmistir . Bu sistemler i¢cinde bazilar1 6zel adlar alirlar ki bunlardan
ikisi, t = 2 i¢in Binary Sayt Sistemi ya da Dual Sistem ; t = 10 i¢in Desimal
Sistem' dir. Ayrica t = 8 i¢in olusan sayi sistemine Oktal Sistem ; t = 16 i¢in
olusan say1 sistemine ise Sedesimal Sistem adlar1 verilmektedir.

Bu tiir sayilarin incelenmesinde de, On'luk ve Iki'lik diizendeki sayilar igin
olu-san temel ilkeler gozoniinde bulundurulacaktir. Ancak 6zellikle ve
oncelikle su temel bilgilerin verilmesinde yarar bulunmaktadir :

a®) Her sistem ancak ve ancak taban sayis1 kadar rakam (sifre) icerebilir.
Bun-

lar 0 dan baglayarak siralanan rakamlardir ve On'luk diizenin rakamlari

kullanilir. Dogal olarak, taban t ile gosterildigine gore, sistemdeki en
bii-

yiik rakamin say1 degeri t - 1 ile belirlenir.

Ornegin ii¢ tabanl bir sistemde t=3 oldugundan, t-1=3-1=2 olup,
demek ki bu sistemde en biiyiik sifre 2 dir. Oyleyse sistemin rakamlari {i¢
adet olup bunlarda 0,1, 2 den ibarettir.

Ornegin bes tabanli bir sistemde t= 5 oldugundan,t-1=35-1=4 olup,
sistemin, 0 ,1,2,3,4 olan 5 adet rakam1 bulunacaktir.

b°)  Sayilarin ¢oziimlenmesinde genel ifade degismeyecek ve (1) ile
belirtildigi
sekliyle kullanilacaktir. Ancak sayinin kesirli hali dikkate alinmalidir.

c®) Saymin On'luk diizendeki karsiligi bulunmak istenirse, terimlerde olusan
sayilar1 onluk diizene gore hesaplamak yeterlidir.

d°) Bu sayilarda da basamaklarin 6zel adlar1 olmadigi i¢in, say1 okunurken,
bastan baslanarak sadece rakamlarin adlar1 ardisik olarak okunur.
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Bu ilkeleri pekistirmek ve aciklamak tlizere, asagidaki 6rnekleri inceleyiniz :
ORNEK .1 21014 5=2.5*+1.54+0.52+1.5'+4.5°

seklinde ¢oziimlenmis olacaktir. On'luk diizendeki karsilig ise, onluk say:
sis-temine gore hesaplamalar yapilarak,

21014 5=2x 625+ 1 x 125+0x25+1x5+4x 1
=1250+125+5+4=1384
olarak bulunacaktir.

ORNEK .2 7610 =7.8°+6.8+1.8'+0.8°
seklinde ¢oziimlenmis olacaktir. On'luk diizendeki karsiligi ise,

76105 =7x512+6x64+1x8=
= 3584 + 384 + 8 =3976
olur.

ORNEK . 3 149 1» =1.122+4.12' +9. 12°
olarak ¢oziimlenecektir. On'luk diizendeki karsiligr ise,

149 1 =1x144+4x12+9x1=144+ 48 +9 =201
olur.

ORNEK .4 Aile 10 ; Vile 11 ; Oile 15 gosterildigine gore, 6 A7V
sayisl ;
6LA7TV 1 =6.16*+ [1 16>+ A. 16>+ 7. 16' + V. 16°

seklinde c¢ozlimlenir. Bu saymin On'luk diizendeki karsiligi bulunmak
istenirse, asagidaki islemler yapilir :

6LATV 16 =6 x 65536 + LIx 4096 + A x 256+ 7 x 16 +V x 1=
=6x65536+15x4096 +10x256+7x 16+ 11 x1=
=393216 + 61440 +2560 + 112 + 11 =457339 .

olarak bulunacaktir.
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3.5.1. Diger Sayi1 Sistemleri Arasinda Taban Degistirme

Daha 6nceki alt-bdliimde On'luk ve iki'lik Sayr Sistemleri arasinda déniisiim
iliskileri incelenmistir. Orada konu edilen esaslar ve ilkeler sakli kalmak
kosu- luyla, herhangi bir t) tabanli bir sisteme gore yazilmis bir sayiyi, te
tabanli bir diger sisteme doniistiirmek i¢in asagida aciklanan ve orneklenen
ilkelerden yararlanilacaktir.

Diyelim ki {i¢ tabanl [ty = 3] bir sistemdeki bir say1y1 dort tabanli [te) = 4] bir
sistemdeki sayiya ¢evirmek (doniistiirmek) istiyoruz. Bunun i¢in dolayli bir
yol izlenmesi gerekmektedir. Yani indirekt bir islem yapilacak ve bu amacla
araya On'luk Sistem sokulacaktir. Oyle anlasiliyor ki doniistiiriilmek istenilen
say1 once On'luk diizende ifade edilecektir. Bu kez bu yeni sayi, te tabaninda
bir say1 olacak sekilde isleme sokulacaktir. Bu sekilde ayni bir problemde,
hem On'luk diizene gec¢is hem de On'luk diizenden gecis islemleri birlikte
uygulan-mis olacaktir. Simdi bu amagla diizenlenmis 6rnekleri inceleyiniz :

ORNEK . 1 31021 =X — X=2?
31021 @« sayisi, oncelikle 10 luk diizende ifade edilmelidir.

31021 =344+ 1.4+ 0.4+ 2.4+ 1.4°=3x 256+ 1 x 64+ 2 x4+ 1 x 1
=768 + 64 + 8 + 1 = 841

bulunur. Simdi, On'luk diizendeki bu saymin 5 tabanli say1 sistemine gore
ifade edilmesi gerekmektedir. Bunun i¢in de asagidaki calismayi izleyiniz.

841 | 625 125 25 5 1

- 625 1 1 3 3 1
216

1
1
1 ! —_—
— | \O
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Boylece incelenmekte olan X sayisinin, X = 11331 oldugu belirlenmis olur.
Bu sonuglara gore artik,

31021 =841 =11331¢

oldugu yazilabilecektir.
ORNEK .2 A=10,V =11 rakamlarin gdsterdiklerine gore,
ATV =X — X=7?
12 tabanli say1, On'luk diizene gecis i¢in ¢ozlimlenirse,
8ATViuy =8. 122+ A 122+ 7. 12"+ V. 12°

=8x 1728 +10x144+7x 12+ 11 x 1
=13824+ 1440+ 84 + 11 = 15359

olur. Simdi bu sayiy1 asagida gosterilen islemler yardimiyla (6ncekinden
farkli olan yontemi uygulayarak) 8 tabanli sisteme gore ifade edelim.

Bolum Kalan

15359 = 8 = 1919 7
1919 = 8 = 239 7
239 + 8 = 29 7
29 - 8 = 3 5

3 + 8 = 0 3

Bolim 0 (sifir) bulundugundan islem durdurulmustur. Simdi asagidan
yukartya dogru siralarsak, kalan siitununda olusan rakamlar aradigimiz sayiy1
verecektir ki bu da 35777 olarak goriilmektedir. Artik

8A7Vay = 15359 = 35777
yazilabilecektir. Bu say1 ii¢c-bes-yedi-yedi-yedi diye okunur.
3.6. ON'LUK TABANA DONUSTURMEDE FARKLI YONTEMLER

Yukarida herhangi bir tabandaki sayinin On'luk diizene gore yazilmasina dair
onerilen kuralin disinda, asagida aciklanmis olan farkli iki yontemin oldukca

1yi
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iki algoritma olusturduklart ve uygulama yoniiyle de elverisli bir c¢alisma
sagla-yabilecekleri goriilmektedir. Bu algoritmalar, herhangi tabanli say1
diizenlerine uygulanabilirse de, konumuzla ilgisi nedeniyle burada oncelikle
Iki'lik diizen icin bir inceleme ve 6rnekleme yapilmis olacaktir.

3.6.1. Tam Sayilar I¢in

t(t>1 At e N) tabanli bir a € N sayisinin (1) ile verildigi sekilde bir
¢Ozlimle-mesi yapilirsa, i = 0,1,2,..n-1 i¢in ui ile saymin rakamlari
gosterildigine gore,

a = Un-1.t"! + Un2.t"2 + ... + w2 + ut + wo

yazilacaktir. Bu say t ile béliinerek ifade edildiginde kalan ao olsun. Oyleyse
a sayisinin bu agilimi bir bagka tiirlii, bolen ve kalan cinsinden

a =t [Un-1.t"2 + Un2.t™3 + us.t? + wa.t + wi] + wo

seklinde de ifade edilebilecektir. Bu bodlme islemleri ardisik olarak
tekrarlanirsa bu diizene gore sonucta

a=t{t...[t(Un-.t+un2)+..]+w} +w

yazilabilecektir. Bu yapiya uygun uygulama nasil gergeklesecektir ? Bu da
asa-gida agiklanmaktadir.

a tam sayisin1 temsil eden bu polinomun en sol basamagindaki rakam t ile
car-pilarak, buna bir sonraki basamaktaki rakam eklenmelidir. Boylece ilk
olarak parantez i¢indeki un-i.t + un> ifadesi elde edilmis olacaktir. Simdi bu
toplami t ile carpar ve bir sonraki (siradaki) rakami yani un-s {i buna katarsak
bir i¢ top-lam1 elde etmis oluruz ve islemlere boylece devam edilir. Son
olarak uo da isleme sokulduktan sonra istenilen sonuca ulasilmis olacaktir.
Biitiin bu islemler on tabanli sistem i¢in yapilmis olacaktir.

Bu yontemin ayricalifi, goriilecektir ki islem siiresince carpma islemine
sadece t taban sayisinin girecek olmasidir. Boylece t nin kuvvetlerini ayrica
hesaplamaya gereksinme yoktur. Asagidaki ornekler yontemin agiklanmasina
ve daha 1y1 anlasilmasina yardimci olacaktir.

ORNEK . 1 243 5=X a0y —> X=2
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2435=2.5+4.5"+3.5° =5[2.5"+4.5°1+3=5[25+4]+3
demektir. Buradan, basit bir hesapla 73 oldugu bulunur. Boylece,
2435 =T300 =73 =X

yazilabilecektir. Ancak uygulamada bunun daha pratik bir ¢alisma seklini
oner-mek olanaklidir. Asagidaki bigimsel diizenlemeyi inceleyiniz :

243(5) —> 2 4 3
I
25+4=14 J

14 5+3=73 > X=73
olur.

ORNEK .2 101101 =Xa > X=2?

101101e =1.2540.2¢4+1.23+1.224+0.2" + 1. 2°
=2[1.2¢4+0.2°+1.2°+ 1.2' +0.2°] + 1
=2[2[1.2°+ 022+ 1.2'+ 1.2°] + 0] + 1
=2[2[2[1.22+0.2"+1.2°]+ 1]+ 0] + 1
“2[2[2[2(1.2+0)+1]+1]+0]+1
—22[2[2(2)+1]+1]+0]+1
—2[2[2[5]+1]+0]+1
—2[2[11]+0]+1
—2[22]+ 1= 45

bulunacaktir. Oyleyse X = 45 yazilacaktir. Bir de asagida goriildiigii sekilde
pratik ¢oziim incelenmelidir.

101101 — 1 0 1 1 0 1
v
12+0=2 V¥ N2 N7 \Z
22+1=5
52+1=11
11.2+0=22
222+ 1= 45

Algoritma : 1k sayidan baglayarak bir alta yaz ve iki ile carp ve bir sonrakini ekle ve toplami
bul . Sonuncu rakama kadar devam et !
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4125 (6):X(IO) 9 X=?

4125 69=4.6>+1.6*+2.6'+5.6°=
=6[4.6>+1.6'+2.6°]+5
=6[6[4.6'+1.6°]+2]+5
=6[6[46+1]+2]+5

seklinde ¢Ozlimlenmis olacaktir. Bunun bir de asagida diizenlendigi gibi
pratik uygulamasi incelenmelidir :

41256 > 4 1 2 5
NZ\% N2 N2
46+ 1=25

25,6 +2=152

152.6+5=917=X
3.6.2. Kesirli Sayilar Igin

a gibi t tabanli ancak tam kismi1 0 (sifir) olan bir kesirli sayinin On'luk diizene
doniistiiriilmesi s6z konusu edilirse, asagida agiklanan yontemin uygulanmasi
yeglenmelidir. Yontem su sekilde uygulanacaktir :

Isleme en sag basamakta bulunan rakamdan baslanacaktir. Bu rakam t taban
sayisina boliinecek ve bir sonra gelen basamaktaki rakamla toplanacaktir. Bu
sekilde elde edilen sayr yine t taban sayisina bdliinecek ve bir sonraki
(siradaki) basamakta bulunan rakam eklenecektir. Islemler ardisik olarak
boylece siirdii-riilecek , radiks noktasina gelindiginde durdurulacaktir.

Kesirli sayilar i¢in olusturulan bu algoritmay1 uygulamada gérmek i¢in asagi-
daki ornekler incelenmelidir.

ORNEK .1 04123 5=X a0 > X=2?

l.islem : 3/5 =0,6 2.18lem : 0,6 +2=2,6
3.islem : 2,6/5=0,52 4.islem : 0,52+1=1,52
S5.1slem : 1,52/5=10,0304 6.1slem : 0,0304 +4=4,0304

7.1slem : 4,0304/5=X=0,80608

bulunur. Sonuc olarak X =0,80608 dir.
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ORNEK . 2 01 1 1001(2) = X(m) 9 X = ‘7

l.islem : ®/2=0,5 2.islem : 0,5+ © =0,5

3.islem : 0,5/2=0,25 4.islem : 0,25+ © =0,25
S.1slem : 0,25/2=0,125 6.1islem : 0,125+ ® =1,125
7.1slem : 1.125/2=0,5625 8. 1slem : 0,5625+ ® =1,5625
9.islem : 1,5625/2=0,78125 10.islem : 0,78125 + ® =1,78125

I1.1slem: 1,78125/2=0,890625 =X olarak bulunur.

ORNEK . 3 0001 1 1(2) = X(IO) 9 X = ?

l.islem : ®/2=0,5 2.islem : 0,5+ ®=1,5
3.islem : 1,5/2=0,75 4.islem : 0,75+ ® =1,75
S5.islem : 1.75/2=0,875 6.islem : 0,875+ © = 0,875
7.1slem : 0,875/2=0,4375 8.1slem : 0,4375+ © =0,4375
9.1slem : 0,4375/2=0,21875=X olarak bulunur.
Not : Bu oOrmneklerde, rakamlar1 izleyebilmek i¢in, isaretli rakam
kullanilmastir.

Sayilardaki en sag basamaktan baslayarak rakamlarin sirasini izleyiniz

3.7.0N' LUK DUZENDEKI BiR SAYININ DIiGER BIiR TABANA
GORE YAZILMASINDA FARKLI YONTEMLER

Onceki alt-boliimde, diger tabanlarda ifade edilmis herhangi sayilarin On'luk
diizene doniistiiriilmesinde kullanilan degisik algoritmalar incelenmistir. Bu
kez karsit problem olarak, On'luk diizendeki tam ya da kesirli sayilarin
herhangi tabanli bir sayiya donistiirilmesi i¢in Onceden incelenmis
olanlardan daha fark- 11 baz1 yontemlerden s6z edilecektir. Yontemlerin
sayica ¢ogalmasi, karsilagila- cak durumlara gore, bizler icin islemsel bir
secenek olusturmakta ve secebilme oraninda islem yetenegimiz artmaktadir.

3.7.1. Tam Sayilar I¢in

On'luk diizendeki a tam sayisi, t tabanli herhangi bir sistemde ifade edilmek
istenilmektedir. a dogal sayisinin (1) ile gosterilen ¢oziimlemesi animsanmali-
dir. Asagidaki islemleri ve aciklamalari izleyebilmek i¢in burada bir kez daha

1- fade edelim :

a=auo =Un1 .t 4+ Up2 . 2+ . Fu. t+ o
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Burada sayiy1 olusturan rakamlar1 belirleyebilmek i¢in a sayis1 oncelikle t
ta-ban sayisina boliiniir. Burada ifade edilen gergekte,

a Uo

— = Un1. "2+ Un2. "3+ .+ . t+w + —

t t

demektir. Eger boliim olarak elde edilen toplam bo ile gdsterilirse, yani

bo=un-1. 2+ ... +w

denirse, 1/t=t"" ile gosterilerek,
a.t'=Dbo+ wo.t! - a= bot+tu

olur. Demek ki ilk bolme islemi sonunda bo gibi bir tam say1 olusacak ve uo
toplama bir art1 say1 olarak katilacaktir. Gortiliiyor ki burada uo , t tabanh
sayl-nin en sag basamagindaki rakamdir. Bu belirlenmis olmaktadir. Bu
olusan algoritmay1 tam ve saglikli calisir hale getirmek icin, benzeri islemlere
boile devam edilmelidir.

bo W

— =Un-1. "2+ .+ W t+wt+—

t t
olur. Burada da tam say1 kismina b: denirse, 1/t =t ' ile gosterilerek,

bo.t'=bi+u.t!? — b =b .t +w

yazilabilecektir. Boylece ikinci islemde elde edilen u: sayisi t tabanli sayinin
sagdan ikinci basamaginda bulunan rakami gostermek iizere belirlenmistir.

Islemlere ardisik olarak bdylece devam edilirse, n. adim sonunda basamaklar-
daki biitiin rakamlar sirastyla belirlenmis olacak ve sonugta n. adimda, sonlu
olan sayilarla ilgilendigimiz igin, bn = 0 olacaktir. Yukarida aciklandigi
sekilde olusan algoritmanin, uygulamada nasil kullamildigr asagidaki
orneklerle aciklik kazanmis olacaktir.

C)RNEK | 1024(10) = X(S) —> X=7?

1024 = 102410) = usa.5% + 1u3.5% + u2.52 + wi.5" + 1. 5°
olur.
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Amag, yukarida aciklanan algoritma yardimiyla uo, ui, u2, us, us rakamlarini
be- lirlemek olarak saptanmalidir. Bunun i¢in asagidaki islemler yapilir :
1024 Uo
—— = w5 tw w5t 5+ —
5 5
olup buradan tam say1 kismi bo ile gosterilerek,

bo=us 53+t us. 52+ w2 5t +u. 5°
yazilirsa,
1024 Uo
—— =bo+t— — 1024=5.bo+ w0
5 5
olur. Burada uwo, 1024 sayisinin 5 ile boliimiinden ortaya c¢ikan kalan' dir. O
halde
1024 4
—— =204+ — — 1024=5x204+4
5 5
demektir ki buradan bo =204 ; uo = 4 olduklar1 belirlenir.

Bu kez 1slemler bo lizerinde tekrarlanacaktir. Bolmeden elde edilen tam kisim
bi ile gosterilirse ve kalan siradaki rakam olarak ui olacagindan, gerekli
diizenle-melerden sonra,
204 4
—— =40+ — — 204=5x40+4
5 5
olarak, bi =40 ; u1 =4 olacag belirlenmis olur.

b: = 40 icin diizenlenecek islemlerde boliimden elde edilen tam kisim b,
kalan da siradaki rakam olarak us ise,
40 0
—=8+ — —> 40=5%x8+0
5 5

olur ki buradan da b. = 8 ; u» = 0 olduklar anlasilacaktir. Béylece devam
edilirse, sirastyla,
8 3
— =1+ — > 8=5x1+3;
5 5
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1 1
—=0+— - 1=5x0+1
5 5
olarak, us =3 ve us = 1 olduklar1 belirlenecektir. Sonuncu bélme isleminde
tam kistm bs = 0 oldugundan islemler bu asamada durdurulmustur. Boylece,

UO:4,L11=4,112=O,U.3=3,L14:1

olur ki bunlar aranilan saymin rakamlaridirlar. Oyleyse artik 1024 iin t = 5 ta-
banli say1 karsilig1 yazilabilecektir. Bu da

1024=13044
demektir.

Burada olusan islem tarzinin (algoritmanin) uygulanisina dair bi¢imsel bir dii-
zenleme asagida gosterilmistir. Bu yukaridaki 6rnek i¢in tekrarlanmastir :

bi t bi-i kalan = ui
a=1024 - 5 = 204 + 4+5=w
204 =+ 5 40 + 4+5=wm
40 = 5 8+ 0+5=w

8 + 5 = I +3+5=us

1+ 5 = 0O+ 1+5=w

Kalan siitunundaki rakamlar asagidan yukariya dogru sirali olarak yazilirsa
1024 sayisinin 5 tabanli sistemdeki karsiligi bulunmus olacaktir ki bu da,
yukarida da ifade edildigi gibi,

1024=13044
olur.
ORNEK . 2 88810 =Xo — X=?

Ikinci algoritma uygulanarak calisilirsa :

a=888 + 2 = 444 +0=+2=w 27 + 2 =13+ 1+2=us
444 +~ 2 = 222 +0=+2=uw 13+2= 6+1+2=us
222 +2 = 111 +0=+2=w 6 +2 =3 +0+2=w
I11 =2 = 55 +1=+2=w 3+2 =1+1+2=w
55 +2 = 27T +1+2=w Il +2 =0+1+2=w

888 = 1101111000 2y = X bulunacaktir.
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ORNEK.3 A =10 ve B=11 rakamlarmi gosterdiklerine gore
11034 = Xae) i¢cin X=7.

Pratik yontem kullanilarak :

a= 11034 ~ 16 = 689 + 10+-16=A +16
689 -~ 16 = 43 + 1=+16
43 - 16 = 2 + 11+16=B=+16
2=+ 16= 0+ 2+16
olur. Buradan,
X =2B1Aqus
yazilacaktir.

3.7.2. Kesirli Sayilar I¢in

On'luk diizendeki kesirli bir sayiyr agow yazarak ifade edelim. Burada
ozellikle, kesirli sayr denilince tam kismi sifir olan sayr anlasilmalidir. Bu
sekildeki sayilarin (on'luk diizenin sayist oldugu i¢in ondalikli sayilarin)
herhangi bir t tabanmna gore ifade edilmesinde, asagida agiklanan hususlar
gbzoniinde bulundurulacaktir .t tabanina dontistiiriilecek sayinin ¢oziimlemesi
yapilirsa,

olacaktir. Burada algoritmayr olustururken amag, sirasiyla katsayilari
belirleyecek hesap teknigini ortaya ¢ikarmaktir.

Oncelikle u. katsayisini bulabilmek igin, bunu yalmiz birakmak iizere, her iki
yan t ile carpilarak yazilirsa :

t.a=ua1tu-2t'+us t2+ .+ uen t 0

olur. ta < 1 1ise sadece kesirli kisim bulunacaktir ki o zaman u-1 = 0
olacaktir. Eger t.a > 1 ise bu ¢arpimin tam kismi u- katsayisini (rakamini)
belirlemis olur.

b-i=u-2.t'+u-s.t2+ .+ u-n t M

1se
t.a =a-1+ b-
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demektir. Burada b-i yine kesirli kisimdir. Bu kez benzeri islemler b-1 {izerin-
de yapilacaktir. t.b- ¢arpimi olusturulursa,

t.ba =u->+u-st+..+u-nt v

olur. Burada t.b <1 ise u- = 0 olacaktir. t.b-1> 1 ise tam say1 kismi, u-: ra-
kamini belirtmis olur. Islemler ardisik olarak boylece siirdiiriiliir. Ancak
islemin sona ermesi olanakli olmayabilir. Bunun nedeni, t taban sayisinin
belirli sayida-ki rakamlarla ifade edilemeyisidir.

Yukarida agiklanan hususlart ve ortaya c¢ikacak hesaplama teknigini bir
algoritma haline getirerek, uygulama yoniinii pekistirmek iizere, asagidaki
ornekler incelenmelidir.

ORNEK . 1 0,176 = 0,17600m = Xy — X=7?

Algoritmay1 olusturmak iizere asagidaki islemler ardisik olarak siirdiiriilme-
lidir. Gerekli aciklamalar, islemler arasinda, yeri geldik¢e yapilmis olacaktir.

aao = 0,176000 — 0,175 x2=0,352=1u-1 + b~
0,352<1 icin — u-1 =0 ; b-1 =0,352

olur. Bu kez isleme b-1 = 0,352 ile devam edilecektir :

0,352 x2=0,704=u->+b-» — u-> =0 ; b= =0,704
olur. Burada bu sona ulasilirken, ilk adimda oldugu gibi yine 0,704 < 1
kosulu dikkate alinmistir. Bundan sonraki adima b-» = 0,704 ile devam
edilecektir :

0,704 x2=1,408=u-s+b-s — u-s=1; b-3=0,408

yazilacaktir. Burada da 1,408 > 1 kosulu dikkate alinmistir. isleme
b-; = 0,408 1le devam edilecektir :

0,408 x2=0,816=u-++b-+ —» wu-+=0; b-+=0,816

olur. Burada da yine 0,816 < 1 kosuluna dikkat edilmistir. Isleme b-: = 0,816
ile devam edilecektir :
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0,816 x2=1,632=u-s+b-s > us=1; b-s=0,632

olacaktir. Burada da 1,632 > 1 kosulu dikkate alinmistir. Bu islemlere ardisik
olarak devam edilecektir. Ancak islemi burada durdurdugumuzu, yani
basamak sayisinin yeterli olduguna karar verdigimizi disiinelim. Bu

durumda, ilk belirlemelerimizden baslayarak bulunan u-n rakamlar1 sirali
olarak yazilirsa,

X =0.00101...

bulunacaktir. Bu gosterimde, kesir kisminda ... ile gosterilen kismi
kullanmak bir zorunluluktur. Saymin bu yazilan rakamlarindan sonra da
devam etmek iizere gelistigini (gelisebilecegini) ifade etmektedir. Bu tiir
sayilarla ugras verirken sonuncu bir rakama ulasilamayacagi olasiligindan
yukarida da s6z edilmistir. Yukaridaki bulgularimiz bir algoritma olusturacak
sekilde, sistematik bir diizen i¢inde yeniden sunulmustur :

aqok) = 0,176 x 2 = 0,352 — u-1=0
0,352 x 2 =0,704 — u-==0

0,704 x 2 = 1,408 — u-s=1

0,408 x 2 = 0,816 — u-x=0

0,816 x 2 = 1,632 —» u-s=

0,632 x 2 = 1,264 > u-s=1

0,264 . ...
X(z): 0.001011

olur. Burada, bir gosteri olsun diye, bir basamak daha goriilecek sekilde fazla
islem yapilmis ve kesirli kisim bir basamak daha gelistirilmistir. Bu algoritma
yardimiyla, 6nceki islemler daha da ag¢iklik kazanmis olmaktadir.

ORNEK . 2 0,41537000 = X9 — X=72
Onceki 6rnekte olusan algoritma geregince islemler yapilirsa :

a(10k):O,41537 x 16 = 6,64592 - u1=6
0,64592 x 16 =10,33472 — u->=10=A
0,33472 x 16 = 5,35552 — u-=5
0,35552 x 16 = 5,68832 — u-~=35

......................

Xae = 0.6A55 ... olur.



91
3.7.3. Negatif Sayilar icin

Sayilarin iki'lik say1 sisteminin elemanlar1 (rakamlari) 1 ve 0 ile gdsterilmesi,
teknik bakimdan ¢esitli kolayliklar saglar. Eger negatif sayilarin
gosterilmesin-de bu rakamlarin kullanilmasi bir zorunluluk ise, en biiyilik
basamaktaki rakam- dan Once, isareti belirtmek iizere,

a °) Negatif sayilar i¢cin 1,
b ©) Pozitif sayilar icin 0

kullanilmalidir. Ancak bu gosterilis bigimi sakincalar1 da birlikte
igermektedir. Clinkii sonug olarak ayni simgeler, farkli amagclar i¢in de olsa,
ayn1 ifadede kul-lanilmis olmaktadir. Bu nedenle, konunun 6nemine dikkat
cekmek i¢in asagi-daki aciklamalar dikkatlice izlenmelidir.

-9(10):1 1001(2)
+500=0 01010

Buradaki ifade bigimlerine dikkat edilirse, - isaretli say1 i¢in, sadece isareti
be- lirtmek iizere 1 ; + isaretli say1 i¢in, sadece isareti belirtmek lizere 0
konul- mustur. Sonra da yanlarina (saglarina) gelecek sekilde sirasiyla 9 ve 5
sayillari- nin Iki'lik diizendeki karsilifi olan sayilar yazilmustir. Sayilar
yazilirken, isareti gosterenlerle gercek sayiyr gosterenler arasinda aciklik
birakilmasi bir yanilgiyr 6nlemek {izere bir yazis bicimi olarak kabul
edilmelidir. Bu bir anlatim tarzi (notasyon) olmakla birlikte, pratikte bir
uygulama bi¢imi olamaz. Bu nedenle bu isin uygulamaya doniik olarak
gerceklestirilmesi goriisii, yeni arayislart zo-runlu kilmaktadir.

Negatif Sayilar'm gosterilmesi i¢in  kullanilan 1ki yontem asagida
aciklanmistir. Her 1iki yOntemin esasi, saymmin komplementi (biitiinleri)
kavramina dayani- larak acgiklanabilecektir. Buna Baz Komplement ya da B
Komplement denildi-gi de olmaktadir. Komplement kavramini kolayca
anlayabilmek i¢in 6nce On' luk diizene 6zgii aciklamalar verilmis olmaktadir :

On'luk diizendeki her sayinin bir komplementi vardir. Buna Onlar Komple-
menti denir ve B = 10 ile gosterilir. Bu komplement, sayiyi, sinirlanan rakam

sayisindaki 10 nun kuvvetinden ¢ikarmakla elde edilecektir.

Ornegin, sinir sayisi olarak 10 nun kuvveti 2 ise,
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7 nin On'lar Komplementi = 10>-7 =100- 7=93;
21 in On'lar Komplementi = 10?-21=100-21=79

demektir. Sinir sayisi olarak 10 nun kuvveti 3 ise,

64 1in On'lar Komplementi = 10° - 64 = 1000 - 64 =936 ;
415 in On'lar Komplementi = 10°-415=1000 - 415 = 585

demektir. On'luk diizen i¢in olusan bu kavram, Iki'lik diizen icin de vardir ve
hatta bu diizende olup bitenler bizi daha ¢ok ilgilendirmektedir. Burada da bu
kez Ikiler Komplementi' nden sdz edilecektir. Bu kavramin tartigilmasinda yu-
karidaki bilgilerden yararlanilacaktir.

Ikiler Komplementi (B = 2), sayiyl, sinirlanan rakam sayisindaki 2
kuvvetinden ¢ikarmakla elde edilir. Asagidaki 6rnek incelenmelidir :

1010 in ikiler komplementi = 10000 - 1010 = 0110¢)
dir. Bunun pratik uygulamasi sdyle gerceklestirilir :

Bu ikiler komplementi, verilen sayimin en kiiciik basamagindan baslanarak
(en sagdaki) sola dogru gidilirken rastlanilan ilk 1 aynen yerinde kalmak
tizere alinir ; ondan sonra gelen 1 ler yerine 0, 0 lar yerine 1 konarak
bulunur.

Bu aciklama dogrultusunda yukaridaki 6rnegi bir de bu yaklasimla inceleyiniz

1010
\J
en sag basamaktaki rakam (0 oldugu i¢in aynen kalacak)
\J
sagdan sola giderken rastlanilan ilk 1 rakami (yerinde kalacak)

\J

sola dogru gidilirken 1 den sonra gelen ilk rakam, 0 yerine 1 yazilir
sola dogru gidilirken rastlanilan rakam ; 1 yerine 0 yazilir.

Boylece 1010 nin komplementi 110 olarak bulunacaktir. Bu, goriiliiyor ki
yukaridaki sonug ile aymidir.
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Orneklerle de aciklanan bu kavrami kuramsal agiklamast ise sdyle yapilir :
a( sayisinin komplementi k) ile gosterilirse, say1 ile komplementi arasinda,

ko =t - ag

iliskisi vardir. Burada t* , n tane 0 ile daha iist kademede bir 1 den olugsmakta-
dir. Ornegin,

8(10) = 1000(2) —> g=23 - n=3

de oldugu gibi ... Burada n = 3 ; 2 lik tabanda 8 in karsiliginda {i¢ tane sifir
bulunacagini belirtmektedir. Bir iist basamaga ge¢mek i¢in 0 larin 6niinde bir
tane 1 bulunacaktir.

100000 = 1600 — 16=2¢

demek olup, 16 nin komplement olmas1 bu sekilde olanaklidir. Yani 10000
alinmalidir.

Eger sistemdeki biitiin sayilarda n rakam sayis1 sinirlanmis ise, daha {ist kade-
medeki rakamlar dikkate alinmayacaktir. Bu sekilde sinirlamaya Modiilo ¢
Aritmetigi ad1 verilmektedir. Bir bagka yaklasimla, modiiler aritmetigin, t ta-
banli bir sistemde uygulanabilecegi anlatilmak istenilmektedir.

Ornegin, On'luk sistemde sinirlanan rakam sayis1 n =1 ise,

tn=10'=10
olur. Asagidaki toplam

Taoy + 9a0 = 1600 = 6 mod 10
seklinde ifade edilmektedir. Sinirlanan rakam sayisi n = 3 ise,

to=10%= 1000
olur. Asagidaki toplam

37500+ 62810 = 100310 = 3 mod 1000

olarak ifade edilecektir.
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Yine genel ifadeye doniiliirse, n rakam sayist sinirlandiginda t* ni olusturan
mod ' larin dikkate alinmamas1 gerekmektedir. Buna gore

ko=tr-aw den kuo=-aw

iligkisine gecilir. Boylece n rakamli negatif aq) sayist yerine gegmek iizere
ayni sayida rakami bulunan pozitif k@ sayisinin kullanilabilecegi
anlagilmaktadir. Bdylece c¢ikarma islemi yerine, c¢ikarilan saymnin
komplementini toplama sok-mak yeterli olacaktir. Dogal olarak burada,
simirlayan rakam sayisim1 asan raka-mi dikkate almamak gerekmektedir.
Asagidaki 6rnek incelenirse,

54(10) - 17(10) = 37(10)

ile bir ¢ikarma islemi yapildigr anlasilmaktadir. Simdi soru sudur : Aymi
¢ikar-ma islemini, toplama islemi yardimiyla nasil gergeklestirebiliriz ?

54, 17,37 gibi sayilar i¢in sinirlama sayisi, 10> =100 diir. O halde
ko=-ap — ko= 100-17=283

olur. Oysa 54 + 83 =137 olup bastaki 1 atilirsa 37 bulunur ki bu da ¢ikar-
ma islemiyle elde edilen sonuctur. Burada pratik bir yaklagimla 83 sayisi
belir- lenirken, 17 yi 100 e tamamlayan say1 olarak hesaplanabilir.

3.8.IKiLI SISTEMDE SAYISAL iSLEMLER
(Toplama Ve Carpma)

Konumuzun esasini olusturmasi nedeniyle sayisal islemler' in sadece iki'lik
sistemde incelenmesi yeglenmistir. Burada temel islemler Toplama ve
Carpma olup, gerekirse diger islemlerden de sz edilebilecektir.

Gerekli aciklamalar ve kuramsal olusumlardan s6z edilecek olmasina karsin
ko nunun gelismesi ve pekismesi daha ¢ok uygulama agirlikli olacaktir.
Cinkii bu konu islem sozciigliyle zaten wuygulamayr dogrudan
cagristirmaktadir. Burada, iki tabanli sayilar {izerinde calismalar yapilacak
olmasi nedeniyle, dnceki bilgi-lerimizi kullanarak, bastan itibaren sinirl da
olsa, On'luk sistemin baz1 sayila-rinin Iki'lik sistemdeki karsiliklarmi bir tablo
haline getirerek vermek, daha sonraki ¢aligmalarimiz i¢in yararh bir hazirlik
olacaktir. Bu amagla asagidaki tablo hazirlanmistir :



0=0 32 =100000 64 = 1000000 96 = 1100000
1=1 33 =100001 65 =1000001 97=1100001
2=10 34 =100010 66 = 1000010 98 = 1100010
3=11 35=100011 67 =1000011 99 =1100011
4 =100 36 =100100 68 = 1000100 100 = 1100100
5=101 37=100101 69 =1000101 101 =1100101
6=110 38=100110 70 =1000110 102 =1100110
7=111 39=100111 71 =1000111 103=1100111
8 =1000 40 =101000 72 =1001000 104 =1101000
9=1001 41 =101001 73 =1001001 105=1101001
10=1010 42 =101010 74=1001010 106 =1101010
11=1011 43 =101011 75=1001011 107=1101011
12=1100 44 =101100 76 =1001100 108 =1101100
13=1101 45=101101 77=1001101 109 =1101101
14=1110 46 =101110 78 =1001110 110=1101110
15=1111 47=101111 79=1001111 111=1101111
16 =10000 48 =110000 80 =1010000 112=1110000
17=10001 49=110001 81 =1010001 113=1110001
18=10010 50=110010 82=1010010 114=1110010
19=10011 51 =110011 83=1010011 115=1110011
20=10100 52=110100 84 =1010100 116 =1110100
21=10101 53 =110101 85=1010101 117=1110101
22=10110 54=110110 86=1010110 118 =1110110
23=10111 55=110111 87=1010111 119=1110111
24=11000 56 =111000 88 =1011000 120=1111000
25=11001 57=111001 89=1011001 121 =1111001
26=11010 58=111010 90=1011010 122=1111010
27=11011 59=111011 91=1011011 123=1111011
28=11100 60=111100 92=1011100 124=1111100
29=11101 61 =111101 93=1011101 125=1111101
30=11110 62=111110 94=1011110 126 =1111110
31=11111 63 =111111 95=1011111 127=1111111
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Bu tabloyu elbette genisletmek olanakliysa da bu kadariyla yetinilmistir.

Islem-ler sirasinda, gerektigi durumlarda bu tablodan yararlanilacaktir.

Boole Cebiri ve ona dayali olarak ortaya c¢ikan ve gelistirilen uygulamalarda,
daha sonra da goriilecegi ve anlasilacagi gibi, iki temel iglem toplama ve carp
ma'dir. Bu nedenle, konuya girilirken, bu iki operatoriin iizerinde
yogunlasilacagi ifade edilmistir.
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3.8.1. Toplama islemi

Iki'li sistemdeki toplama islemi, kavram olarak On'luk sistemdeki toplama
isle- minden farkli bir uygulama degildir. Sagdan itibaren ayni siradaki
basamaklardaki rakamlarin sayisal toplami (birikimi) elde sayilar da dikkate
almarak aym1 siradaki basamaga vyazilmak suretiyle toplama islemi
gerceklestirilir. Bunun On'luk sistemde ne sekilde yapildigi herkesce
(hepimizce) bilinmektedir. Iste bu bilgilerimizi pratik bir anlayisla
birlestirerek, iki'lik sistemde ne sekilde uygulanacag: asagida agiklanmis
olacaktir. Ancak daha once bir kuramsal ¢alisma yapmak konuya katkida
bulunacaktir.

Aym t tabaninda ifade edilmis farkli iki sayr aw ve by ise, diyelim ki
¢Oziimlenmis ifadeleriyle asagida oldugu gibi verilmislerdir :

an = Unt. t071 + Un2. 1022 + .+ w2+ u t+ wo
bo = vn-1. t01 + vno, t02 4 L+ Vo, 2+ Vit + Vo .

Burada t nin kuvvetleriyle basamaklar temsil edilmektedir. Iste toplama
islemi- ni yapmak i¢in t nin ayni kuvvetteki terimlerinin katsayilarim
toplayarak, elde edilecek toplami yine ayni t kuvvetinin bulundugu basamaga
yazmak gereke- cektir. Ancak burada iki 6zel durumu tartigmaya agmak
gerekir. Bu ayrintilar da asagida ayrica incelenecektir. Ancak 6nce yukaridaki
ifadelerimizi 6rnekleyelim :

On'luk diizende 321 ve 442 sayilarinin, kuramsal agiklamaya gore nasil
top- landiklarini gorelim :

321 =3.10>+2.10" + 1.10° ve 442=4.10>+4.10"+2.10°
olarak ¢cozlimlenerek ifade edilebileceklerine gore

321 +442 =[3.10% + 2.10" + 1.10°] + [4.10> + 4.10" + 2.10°]
= (3+4).102 + (2+4).10" + (142).10°
=7.102+ 6.10" + 3.10°
—7.100 + 6.10 + 3.1
=700 + 60 + 3
=763

bulunarak islem tamamlanir. Gergekte bu islem, pratikte, asagidaki gibidir :



97

321  Burada yapilan isi agiklamaya gerek yoktur.
+442  Ancak kuramsal agiklamayla karsilagtirmak iizere basamak kav-
763 ramina dikkat edilmesi asagidaki agiklamalar i¢in aydinlatici
olur.
Simdi bu uygulamadan da gii¢ alarak yukarida var olduklarini
kabul ettigimiz aw ve by sayilariin toplaminin ne sekilde gerceklesecegi
ifade edilmis olacaktir .

an + by = [Un-1.t" + o+ ut + o] + [Vor !+ L+ Vit + o]
= [un-1 + vo .t 4+ L+ [w vt + [wo + v .

Burada iki durum tartisiimalidar.

a ©) Yukaridaki ornekte oldugu gibi, basamaklardaki toplamlarin 10 u agma-
mas1 hali ,
b ° ) Basamaklardaki toplamlarin, herhangi siradakiler i¢in 10 u agsmasi hali.

un-1 + vn < 10 ise elde artan olmayacak ve bu kosulda eldesiz toplam gergek-
lesecektir. Yukarida sectigimiz 6rnek buna uygundur. Bu kosul dogal olarak
her terimde aranacaktir.

Eger, diger terimleri de temsil etmek iizere ui + vi toplami eldeli toplam ise,
is-lem Oncekinden farkli bir yorumu gerektirecektir. Elde nasil olur ? Bunun
yanitt iki saymin toplami t = 10 ya da t > 10 oldugu takdirde gerceklesecegi
dogrultusundadir. Yine hepimiz biliyoruz ki 10 u asan degerden 10 ¢ikarilir
ve kalan olmasi gereken yere yazilir. Cikarilan 10, tabanin bir ile carpimindan
ibaret oldugu i¢in " elde 1 var " denir. Eger ¢ikarilan 6rnegin 30 ise ; 30,
taba-nin 3 kati oldugundan " elde 3 var " denilecektir. Asagidaki iki 6rnek,
elde toplamlar i¢in diizenlenmistir :

879 4795  Bu orneklerde On'luk diizenin sayilariyla bu diizene gore
+367 +9975  toplama islemleri yapilmistir. Bunlar bizim i¢in, sonraki
1246 14770 caligmalarimiza yol gosterici olacaktir.

Her iki drnekte de eldeli toplamlar vardir. Ilkinde : en sag basamakta 9+7 =
16 olup 16 > 10 ve 16 nin i¢inde bir tane 10 oldugundan bu toplam, 16 nin 10
ati- larak 6 yazilir ve atilan 10 i¢in " elde var 1 " denir. Bu " elde 1 " bir
sonraki ba- samakta yapilacak toplama katilir. Buna gore ikinci
basamaklardaki sayilarin toplami, elde 1 ile birlikte 7+6+1 = 14 olur. 14 > 10
oldugundan 10 atilir ve 4 toplamin ikinci basamagina yazilir. Atilan 10, "
elde 1" dir ve bir sonraki ba-
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samaktaki toplama eklenecektir. Burada ise 8+3+1 = 12 olur. Bu da eldeli
say1 olup ancak toplam yapilacak basamaklar son buldugundan, eldeli olarak
yerine yazilir. Boylece 1246 toplamina ulasilir. Diger 6rnekte, benzeri ¢calisma
ve yorumlari siz yapimiz ! Ancak ilk basamaktaki toplamda 5+5 = 10 olarak
10 atildiginda (elde 1 oldugunda) kalan O dir ki bu ayricalikli duruma dikkat
edilmelidir (t = 10 hali).

Bir farkli durum da, olsa olsa ; aw® ve by sayilarinin basamak sayilarinin ayni
ol-mamasidir. Bu, m # n olmak tizere,

a® = Un-1. ' +uno2. 24 .+ U t+ W
b = vm-1.tM ! + Vo M2 + .+ vio t+ Vo

coziimlemeleriyle gosterilmis olsun. Bu, asagidaki ornek iizerinde de bir
model olarak gosterilmistir. aw + by toplami, t nin ayn1 kuvvetleri i¢in
basamaklar karsilikli geldigi siirece, Onceden yapildig1 gibi, terimler
tizerindeki toplamlar olarak gerceklesecektir. Ancak bu kez m # n olmasinin
dogal sonucu olarak, t nin belirli bir kuvvetinden sonra [m > n ise m-n den
itibaren] karsilik olan basamak bulunmayacagindan, bir 6ncekinin
basamaklarinda 0 oldugu diisiiniilerek islem yapilacaktir. Burada da eldeli
toplamlar, ayn1 uygulamayla , bir sonraki basamaga aktarilarak devam
edilir.

418 un = vms oldugunu varsayalim. Oyleyse burada
63740 am + be toplami su sekilde gerceklesecektir :
64158

ay + by = Vm-r.t™! + v t™2 + [Un1 + Vs3] t™3 4+ L+ [w+ vi]t + uet vo .

Bu acgiklama ve hesaplamaya gore, drnegimizde goriilen toplamin kuramsal
yapis1 tamamiyle ortaya konmus olmaktadir.

418 =4.10>+1.10" + 8.10°
63740 = 6.10*+ 3.10° + 7.10* + 4.10' + 0.10°

olmak tizere, kuramsal ¢alismaya kosut olarak toplam gerceklestirilirse,

418 + 63740 = 6.10 + 3.10° + [4 + 7].10% + [1 + 4].10" + [8 + 0].10°
= 6.10*+3.10° + 11.10> + 5.10' + 8.10° — [11=10+ 1]
= 6.10* +3.10° + 1 (ve elde 1).102+ 5.10' + 8.10°
= 6.10* + [3 + 1(eldeden)].10° + 1.102 + 5.10" + 8.10°
= 6.1000 + 4.100 + 1.100 + 5.10 + 8.1 = 64158 dir.
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On'luk diizen icin yeteri kadar agiklama yapildig1 diistiniilerek ve kuramsal
yapilardaki olusumlar sakli kalmak iizere, artik Iki'lik diizende toplama
islemlerini incelemek olanaklidir.

Oncelikle su basit toplamlar1 yapmak ve bazi dzel durumlari tartismak gerek-
mektedir. Bu amagla toplam tablosu diizenlenmesi de olanaklidir.

3 ile Boole sinifina giren sayilar (elemanlar) gosterildigine gore x , y €8
olmak tizere, yani x ve y ancak ve ancak 0 ile 1 degerlerini alabilen iki eleman
olduklarina gore, asagidaki toplam tablosu diizenlenebilecektir :

X vy | x+y Biriist basamaga gecen

1 1 0 1 1o+ 1o = 100 = 0 ve elde 1
1 0 1 0 1o+ 00 = 1 eldesiz

0 1 1 0 0o + 1o = 1 eldesiz

0 0 0 0 0@ + 0@ = 0p) eldesiz

Burada ilging olan ilk durumdur. Boole Cebiri islenirken goriilecek ve
kanitla- nacaktir ki Vx €3 i¢in x +x =x dir. Yanibu 1+1=1 ve 0+0=
0 demek olacaktir. Cebir i¢in bu sekilde gerceklesen toplam, aritmetik olarak
farkli gibi goriilen bir sonu¢ vermektedir. Bunun bir aciklamasi su sekilde
yapilabilir :

95. sayfamizdaki tabloda da goriildiigii gibi  Oay = O ve lag = 1o dir.
Simdi 1 + 1 toplamini s0yle ¢oziimleyelim :

laoy + laoy =200 = 10 <« [tablodan] —> 100=1p + 1o .

Buradan, aritmetik olarak, eldeli toplam kavramini da katarak 1 + 1 = 10¢
ol-dugu anlasilir. Tablodaki diger durumlarla ilgili olarak, ayrica bir
aciklamayr gerektirecek ayricalikli bir yap1 goriilmemektedir. Ancak
toplamlarin yorumu, yine 1 + 1 de oldugu gibi yapilacaktir. Birini
orneklemek istersek :

lo)+ 00 = lao + Oaoy = 1ao = 1

oldugu goriiliir. Bu bilgi ve olusumlardan hareket ederek, artik daha gelismis
toplam problemlerine gecis yapmak olanaklidir.

Bu problemleri iki farkli yapida ele alacagimiz gibi (on'luk diizene kosut)
daha
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sonra ¢tkarma igslemi' nden de s6z ederken bunun toplam yardimiyla nasil
yapi-labilecegi de tartisilacaktir. Bir yorumla, c¢ikarma islemi, Boole
Aritmetigi i¢cinde toplamin bir pargasi gibi goriilerek, ayr1 bir operator olarak
isleme sokulma-yacaktir.

32(10) —> 100000(2) 108(10) —> 1101100¢)
+ 4300 — + 101011 + 91y — + 1011011
7500 — 1001011¢ 199000 —» 11000111

Bu oOrnekler, On'luk diizendeki karsiliklariyla birlikte Iki'lik diizendeki
sayilarin toplama ozelliklerini gostermektedir. Her iki toplam da, On'luk
diizende elde-siz olmasma karsin, Iki'lik diizendeki karsiliklar1 eldeli
toplamlardir. Ilkinde sadece son basamakta bir eldeli toplam varken,
ikincisinde bu daha ilging bir olusum gostermektedir. Hele son basamaktaki,
elde ile birlikte 1 + 1 + 1 olusumu nasil yorumlanmahdir ? 1+1+1=(1 +
1)+ 1=10+ 01 = 11 demektir. iste 199 toplami elde edilirken karsilig
Iki'lik diizendeki saymm son basamak-larindaki toplamin olusumu da bu
sekilde ger¢ceklesmektedir.

Bunun bir baska yorumu da On'luk diizenle karsilastirmali olarak yapilabilir :

lo+ 1o+ 1o =1lay+ lan+ lao =300y =11 * .
(*) 95. sayfadaki tabloya bakiniz.

Bu yoruma gore, demek ki 1+1+1 =3 diyecegimiz bir toplam olusuyorsa, bu
kez 3 iin Iki'lik diizendeki karsilig1 bulunup, yazilmalidir. Buda 11e dir.

3.8.2. Islemlere Ozgii Ozellikler

Biitiin bu islemler sirasinda sdylenmeyen ancak uygulanan bazi kurallar (aksi-
yomlar) vardir ki, bunlar biitiin say1 sistemleri i¢in gecerli oldugundan, ayrica
s6z edilmemistir. Ornegin yukarida ao + b toplami olusturulurken, toplama
i¢cin birlesme (assosiyatif) ve dagilma (distribiitif) 6zellikleri kullanilmistir.
Bu gibi sayilar icin, degisme (komiitatif) Ozelliginin varligt da
amimsanmalidir. Bu 6zellikler agsagida oldugu gibi ifade edilebilecektir.

X,y,z €N ve t>1 tabanl bir sisteme ait sayilar olduguna gore :

1°) Degisme Ozelligi (komiitativite) x+y =y+x ; X.y = y.X

2°) Birlesme Ozelligi (assosiyativite) x+(y+z)=x+y)+z ;
Xx.(y.z2) = (x.y).z
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3°) Dagilma Ozelligi (distribiitivite) X.(ytz)=x.y+x.z

Toplama ve Carpma islemleri i¢in ifade edilmis olan bu Ozellikler, ileride
Boole Cebiri inga edilirken ve uygulanirken sik¢a kullanilacak ve bu
ozelliklerden yararlanilacaktir. Gergekte bu 6zellikler, modern mantigin temel
yasalarindan ortaya ¢cikmislardir.

3.8.3. Cikarma Islemi

Burada Cikarma Islemi bir zorunluluk olarak incelenmektedir. Ciinkii bilin-
mektedir ki, aritmetikte ¢ikarma olarak adlandirilan islem, cebirde farkli
olarak yorumlanabilmektedir. Bu isleme cebirde, negatif say: ile toplama ya
da eksi isaretli toplama olarak bakilmaktadir ve asagida oldugu gibi
goriilmektedir :

X-y=x+(y).

Burada ayni islem, esitligin solunda ¢tkarmayla ; esitligin saginda toplamayla
temsil edilmis olmaktadir ki iste yorum farki budur.

Bu yaklasimla, asagida yapilacak olan ¢alismalar ve agiklamalar yardimiyla,
bir ¢ikarma islemini toplama islemine doniistiirerek ifadeye katmanin nasil
olanakli olabilecegi arastirilacaktir ve tartisilacaktir. Ancak burada
kullanilmak {iizere, daha Once sozii edilmis olan komplement sayr kavrami
animsanmalidir.

x , y €3 olmak iizere, toplamda olduguna benzer bir tablo diizenleyelim :

X y x-y Birist basamaktan alinan

11 0 0 lo - 1oy= O

10 1 0 1(2) - 0(2) = 1(2)

01 1 1 0w - 1o = 100 = 1) Ustten aliml1
00 0 0 0(2) - 0(2) = 0(2)

Burada ilging olan 0 - 1 = 1 bulunmasidir. Oysa bu sonug salt boyle olusma-
mustir. Yukarida kisa bir agiklamasi yapilmigsa da daha iyi bir agiklama asagi-
da ayrica bir 6rnekle birlikte verilmistir :

22000 — 10110¢ Bu 6rnek de gozoniinde bulundurularak 0-1=1
- 1500 — - 1lllg i¢in su aciklama verilebilir. Tabloya dikkat edilir-
Tay — 1110 se, bir iist basamaktan alinan siitununda sadece
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bu durum i¢in 1 bulunmaktadir. Ciinkii 0 dan 1 ¢ikarilamayacak ve bodyle bir
diizenlemeye gerek duyulacaktir. Yapilan, bir list (0nceki) basamaktan 1
alarak bu sayiya 10¢ olarak bakmaktir ki bundan 1 ¢ikarilabilir.

10(2) - 1(2) = 1(2) —> 2(10) - 1(10) = 1(10) —> 1(10) = 1(2)

olarak bu dongii i¢inde, bu goriilebilir. Burada dikkat edilmesi gereken, bir
iist basamaktan 1 alinabilir mi ve alindiginda sonraki ¢ikarma islemleri nasil
stir-diirtilebilir ? Bunu da 6rnegimizden izleyelim.

Once bir iist basamaktan 1 almabilmesi i¢in o basamakta 1 olmalidir. Eger 0
varsa, bir daha iist basamaga gidilir ki bu da yeni bir yorumu gerektirir. Ve
isler giderek karmasiklagir.

Ornegimizde, en sagdaki basamakta 0 - 1 oldugundan, ilk sayida son iki
basa-mak 0l alinarak isleme sokulmus ve yukarida aciklanan islem
yaptlmistir. 1 aliman basamakta artitk 1 in yerinde 0 var sayilmaktadir. O
zaman yine 0 - 1 is-lemi ortaya c¢ikar. Ayn1 yaklasimla bir sonraki basamaga
gegilir. Orada da ayni durum olusur ve yine 0 - 1 islemi goriiliir ki ayn1 seyler
yapilirsa bir onceki ba-samakta 0 oldugundan bu olanakli degildir ve bir
sonraki basamaga gecilerek oradaki 1 alinir ve bu kez 1000 - 11e islemi
gergeklesecek demektir. Bu ise On'luk diizendeki karsiliklariyla,

100(2) - 11(2) = 1(2) —> 4(10) - 3(10) = 1(10) —> 1(2) = 1(10)
demektir. Iste cikarmadaki en solda bulunan 1 de bdyle bulunmustur.

Bunlar agiklamalardir ve islemlerin uygulanisinda yol gosterici ilkeler ve
pratik yaklasimda ¢oziimleyici ¢alismalardir. Bunlardan esinlenerek, islemleri
dogru-dan sonuglandiracak olgunluga erismek icin, her zaman oldugu gibi
bolca alis- tirma 6rnekleri yapilmalidir.

Ancak simdi, bu konudaki temel problem olarak, toplama yardimiyla ¢ikarma
isleminin nasil gergceksebilecegi tartigilacaktir.

Iki'lik say1 sisteminde bu tiirlii bir islem, ¢ikarilan sayinin ikiler komplementi
alinarak yapilir. iki'lik sistemde bir saymin komplementinin nasil bulunacagi
daha Once a¢iklanmissa da burada bir 6rnek daha verilmektedir . Ancak ¢ika-
rilacak sayi ile ¢ikarma yapilacak say1 ayni basamakta sayilar olarak diistiniil-
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melidir. Buna bakarak bir list basamak olusturulacaktir. Asagidaki 6rnek bunu
aciklamada katkida bulunacaktir :

101111 b=010111ey — k=1000000-010111=101001
- 010111 a-b=1011112-010111¢ = 0110000

011000¢) a-+ (-b) =a+k=101111p+ 1010012 =1 011000

= 011000c) = 11000e T
alimmayacak 1 (*)

(*) ile alinmayacak 1 e isaret edilmistir.Cilinkii komplement say1 bulunurken
isleme bir Ust derecede basamakla baslanilmis olup sonuc¢ta da, sayilara
iligkin olmayan basamagin karsiligi olarak ortaya g¢ikan bu sayr dikkate
alimmayacaktir. Bununla 1lgi daha ayrintili aciklamalar , bu tiir sayilarin
komplementlerinin bulunmasina iliskin anlatim i¢inde yer almaktadir.

Bu sekilde ¢ikarma yerine toplama islemini sokmanin nasil olanakli oldugu
ye- terince agiklanmis olmaktadir. Konunun pekismesi i¢in asagiya baskaca
ornek- ler de konulmustur :

ORNEK .1 Cikarmayla : 10001 — 17
- 1001 —»> -9
1000 — 8

1001 in komplementi — 10000 - 01001 = 10111

Toplamayla : 10001 — 10001
1001 — + 10111
1 01000 — 1000 — 8o

1

alinmayacak 1

ORNEK . 2 1000011
- 11100
?
— 10000000 - 0011100 = 1100100 (komplement)
1000011
+ 1100100
1 0100111 — ? =100111

T

alinmayacak 1
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3.8.4. Carpma Islemi

t tabanina gore ifade edilmis bir dogal saymin, n € N olmak iizere t" ile ¢arpi-
m1 olan dogal say1, verilen dogal saymin sagina n tane O (sifir) yazilarak elde
edilir. Bu sav, dnce 6rnek iizerinde sayisal olarak, sonra da kuramsal olarak,
asagida oldugu gib1 agiklanabilecektir :

ORNEK . (On'luk diizenden) —> 485=4.10>+8.10' +5.10° ; t=10
n=2(eN)ise tn=t*=10>= 100 ile ¢arpma i¢in :

485 x 100 =485 x 10> =[4.10>+ 8.10" + 5.10°] x 10*> =
=4.10*+8.10° + 5.10>=4 x 10000 + 8 x 1000 + 5 x 100
= 40000 + 8000 + 500 = 48500

bulunur. Bu sonug¢ hepimiz tarafindan beklenilen bir sonugtur ve yadirganma-
mistir. Hatta pratik olarak bir algoritma olusturulursa On'luk Sisteme 0zgii
olan 10* = 100 ile ¢arpilan 485 sayisinin sag yanina iki tane sifir konulmasi
savi, zaten yukarida ifade edilmis bulunmaktadir. Bu islemler sirasinda, once-
den s6zi edilmis olan dagilma ozelligi uygulanmistir.

Kuramsal agiklamasi asagida oldugu gibi yapilacaktir :

an=Un-1.t" + ... +uLt+w sayisinin t™ ile ¢arpilmasi halinde :
ao .t = [Un-1.t2 + .+ wt + o] x tm
= Un-r.t™1 + 4wttt 4 gotm + 0.tm + L+ 0.6+ 0
= [un-1 Un2 ...l O . . . O](t).
m tane 0

ORNEK .l 43215 x5*=? — 4321 x5*=4321000s)  demektir.
ORNEK .2 1001¢x22=? — 100lex22=100100e  demektir.

Simdi daha farkli bir ¢arpma 6zelligini inceleyelim. Bu kez , herhangi bir
taba-na gore ifade edilmis bir dogal sayinin, tabandan daha kiiciik olan bir
sayiyla carpildigi diisiiniilerek olusturulan bu sava gore eldeli toplamlar da
dikkate alinarak, asagida a¢iklandigi gibi bir olusum gerceklesecektir.

Burada 6ncelikle Iki'lik Sistemin sayilar1 icin problemin ele alinmasi ve ince-
lenmesi yeglenmektedir. Ancak konuya agiklik kazandirmasi ve kuramsal
calis-
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maya katkist nedeniyle, On'luk Sistemdeki benzeri islemlerden ve hatta gere-
kirse diger sistemlerden 6rnekler secerek, yararlanilmaya ¢alisiimistir.

Once bu savi, On'luk diizene ait bir islemde inceleyelim : 6 <10 ( =t) olarak,

7500 X 600=7? > T75x6 = [7.101 + 5.100] x 6=
= (7 x 6).10" + (5 x 6).10° <« Dagilma Ozelligi
=42.10' +30.10°=[4.10 + 2] x10 + [3.10 + 0] x 1
=410x10+2x10+3.10x1+0x1
=410+ (2+3).10+0
=4.100 +5.10
=400+ 50 = 4500

elde edilir. Oysa On'luk diizende 75 x 6 =450 oldugunu pratik ¢carpma isle-
miyle kolayca bulabiliyoruz. Oyleyse yapilmak istenilen, diger sistemler icin
benzeri islemlere 1s1k tutabilmektir.

Carpma islemlerinin yapilmasinda ¢cogu kez ¢arpim tablosu'ndan da yararlan-
mak olanaklhidir. Bir uygulama olmasi i¢in, On'luk diizene ve daha sonra kul-
lanmak {izere iki'lik diizene ait carpim tablolarimni diizenleyelim :

x 012 3456789 x 0 1
-
0 000 O0OOOO0OO0OO 0 010
1 012 34567289 1 0 1
2 024 6 81012141618
3 03 6 9121518212427 X y XYy
4 0 4 8 12162024283236 |
5 0 510 15202530354045 1 11
6 0 612 182430364248 54 1 0 0
7 0 714 21283542495663 01 0
8 0 816 243240485664 72 0 0 0
9 0 918 2736455463 7281

Carpma islemi genel anlamda tanimlanirsa, asagiya ¢ikarilan kuralin uygulan-
mas1 gerekmektedir. Burada kural, t > 1 i¢in herhangi t tabanli say1 sistemi
icin verilmis olacaktir.Uygulamada, oOzellikle iki tabanli sistem igin
orneklenecektir.

Carpmada Genel Kural : Carpimi istenilen dogal sayilar altalta yazilir.
Burada
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her iki saymnin ayni t tabaninda olmasi esastir. Alta yazilan (ikinci) ¢arpanin
birler basamagindaki rakam ile carpilanin birler basamagindaki rakam
carpilir. Bulunan ¢arpim (carpimdan elde edilen sayi) bu basamaga yazilir.
Ikinci adimda, bu kez alta yazilan saymnin (carpanin) ikinci basamaktaki
rakam1 carpilanla carpilip bir Onceki c¢arpimin altina, bir basamak sola
kayacak sekilde yazilir. Benzeri islemler ikinci ¢carpanin diger rakamlari i¢in
de tekrarlanarak, islem ta- mamlanir. Bu sekilde olusan ve sola kaymis
sekilleriyle altalta gelen sayilar toplanir.

ORNEK .1 On'luk sistemden bir 6rnek : 1780 % 2300 = ?

178 178 = 1.102+ 7.10"' + 8.10°
x 23 23=2.10" +3.10° olup,
534
+356 178 x 23 = [1.102 + 7.10" + 8.10°] x [2.10" + 3.10°] =
4094 = (1x2).10° + (1x3).10% + (7x2).10% + (7x3).10"

+(8x2).10" + (8x3).10° =

=2.10°+ [3 + 14].102 + [21 + 16].10"' +24.10° =
=2.1000 + 17.100 + 37.10 + 24.1

= 2000 + 1700 + 370 + 24 = 4094

Burada, secilen sayilar igin, iki tiir carpma islemi de Orneklenmistir. Tlki
kuralin bir uygulamasi olarak goriilmektedir. Digeri ise ¢oziimleme yoluyla,
toplamin ve carpimin daha once sozii edilen 6zelliklerinden yararlanilarak
carpma islemi icin nasil gerceklestigi goriilmektedir. Ozellikle dagilma
0zelliginin uygulama da nasil kullanildigina dikkat edilmelidir. Basamaklarin
kayarak yazilmasi karsiligi, ¢oziimlemeli ¢alismada, 10 nun kuvvetlerine gore
terimleri bir araya getirirken saglanmis olmaktadir. Ciinkii 10 nun kuvvetleri,
kuvvet sayisina bakarak, bizim basamak sayisini belirlememizi saglamak-
tadir.

ORNEK .2 47(8) X 16(8) =9 47

x 16
Altalta yazdigimiz ve basamaklar diizeyinde ¢arpim islemini 352
baslattigimiz takdirde, ilk islem ikinci ¢arpanin en sagdaki ba- + 47 .
samagi ile ilk ¢carpanin ilk basamagini ¢arpmak gerekecektir. 1042

T x 6 = 2 (ve elde 5 var) demektir. Agiklama: 7 x 6=42=5x8 +2
Vol
O @ 06



107

@ : Elde sayi ; bir sonraki basamaktaki ¢carpima eklenecek ;
@ :t=28 taban sayisi ;
® :iki ¢arpimdan elde edilip basamaga yazilacak sayi .

Isleme devam edilirse, ikinci adimda 6 x 4 carpimi yapilacaktir. Oysa bir 6n-
ceki basamaktan da elde 5 vardir. Oyleyse islem sdyle gerceklesecektir :

[6(8)><4(8)]+5(8)= 24+5=20=3x8+5
VR
O @ 6
@ : Elde say1 ; ancak ilk rakam i¢in ¢arpma tamamlandigindan en solda yer
alacak ;
@ : t= 8§ taban sayisi ;
® : iki ¢arpimdan elde edilip basamaga yazilacak sayi .

Boylece 6 nin (ikinci ¢arpanin ilk basamagi) ilk carpanin basamaklarina
carpim olarak nasil dagildig1 ve ilk ¢arpma sonunda 352¢ in nasil elde
edildigi anlasilmis olmalidir. Carpma islemine, ikinci ¢arpanin ikinci
basamaktaki rakami 1) ile devam edilecektir. Bununla 47 nin ilk basamagi
carpilacak ve elde edilen ¢arpimin ilk rakamai, altta ikinci siraya, sola dogru
bir hane kaydirilarak yalacaktir. Boylece 7 sayisi elde edilecektir. Bu 8 (=t) i
asmadig i¢in, diger bir deyisle 7 rakami 8 tabanli say1 sisteminin rakamlar
kiimesine ait bir eleman oldugu i¢in, burada elde aramadan, dogrudan carpim
elde edilmis olacaktir. Ikinci basamak c¢arpimda da 1 ile 4 carpilarak 4
bulunacak ve bu da 8 tabanl siste- min rakamlarindan biri oldugu icin elde
aranmaksizin yerine yazilacaktir. Boy-lece ikinci sirada 47 bulunacaktir. Bu
sekilde altalta gelen, ayn1 basamaktan (burada 8) sayilar toplanirsa ki toplam
kavrami daha oOnce islenmistir ; carpimin ne oldugu belirlenecektir. Bu da
ilging bir islemi gerektirmektedir. Ciinkii

3520+ 472> 2+0 (kaymadan oturu) =2
2> 5+7=12=1 (elde say1) x 8 (taban) + 4
- Carpma tamamlandigi i¢in : 12 = 104
- Boylece ¢carpim : 1042 bulunur.

ORNEK3 10011(2)>< 11110(2) :?
Iki tabanl1 (t = 2) olan bu sisteme ait ¢arpim isleminin temel uygulamasinda

bir degisiklik olmamakla birlikte, artik eldelerin hesabinda ve bir sonraki
basamaga aktarilmasinda 2 taban sayisina gore islem yapilacaktir. Ancak
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Basamak sayisi fazla oldugundan sonucu alirken yapilacak toplam ayrica
aciklanacaktir. Bir de her basamaktan elde edilen ¢arpimlarin yazilmasinda,
onceki oOrneklerde oldugu gibi basamak kaydirilarak yazilmasina 6zen
gosterilmelidir.

10011 Yapilan bu ¢arpmanin nasil gerceklestigi, carpma 6zel-

x 11110 likleri yontinden , yukaridaki agiklamalar dikkate alin-
00000 * diginda fazlaca 6nemli degildir. Iki'lik sistem i¢in ¢ar-
10011 pim tablosu amimsanirsa , orada ¢arpma islemleri net
10011 olarak agiklanmistir . Burada ilging olan ¢arpma diize-
10011 ninden sonra yapilacak toplama islemidir. Ayrica *
+ 10011 ile 1saret edilmis olan satirin, O 1n ¢arpma islemine gir-
000111010 mesiyle ortaya ¢ikmis olduguna dikkat edilerek, topla-

ma bir katkis1 olmamakla birlikte basamak kaymasina
neden olmasi sonucu, 0 ile yapilacak ¢arpmalarin yazilmasa da olabilecegi ;
an-cak buna karsin bir sonraki carpmaya gecilirken cift basamak kayma
yapilmasi, pratik bir yaklagim olarak uygun olabilecektir. Ayricalikli olarak
bu ornekte oldugu gibi 0, ¢arpanin son basamaginda bulunuyorsa, bir sonraki
basamaktan isleme baglayip, toplama islemi de bittikten sonra, onceden
carpma islemine sokulmayan 0 a karsilik toplamin sonuna bir 0 eklenmelidir.

Buradaki toplama islemlerinin incelikli olarak hesaplanmasi gerektigi vurgu-
lanmigsa da bu toplama isleminin nasil yapildigi iizerinde durulmayacaktir.
Okuyucu bununla, toplama ile ilgili bir 6dev olarak, ilgilenmelidir.

Bu tir problemlerin bir alternatif islem teknigi de, taban degistirme
kavramindan yararlanarak, daha kolay islem yapilacak baska bir tabana gegis
yapmaktir. Dogal olarak bunun i¢in de ilk aklimiza gelecek olan On'luk diizen
olacaktir. Yani ¢arpilmasi gereken sayilar1 On'luk diizende yazar ve bunlari
carptiktan sonra sonucu yine ilk tabana doniistiirerek ifade edersek, o tabana
ait ¢arpimi bulmus oluruz demektir. Hemen yukaridaki carpma islemiyle bu
sav1 destekle-yecek bilgiyi elde edebiliriz :

10011 — 19a0)
x 1111000 — X 30a0)
1000111010 — 570 — gercekten de 57000 = 10001110100
dir.
Bu yontemi daha karmasik problemlerde tek ¢oziim teknigi olarak onermek
de bir zorunluluktur. Bu da, farkli tabandaki sayilarla bir ¢arpma isleminin
yapil-mas1 zorunlulugudur. Bu takdirde iki yol izlenebilecektir :
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1°) Farkli tabanlarda verilmis iki saymin carpimini yapmak i¢in, tabanca
bliylik olan, tabanca kii¢lik olana doniistiiriilerek, once tabanlari aym kilinir ;
yukaridaki uygun yontemlerden biri secgilerek ¢arpma islemi gerceklestirilir.
2°) Carpma islemine giren her iki say1 da, farkli tabanlarina gore 10 tabanl sa
y1 sistemine doniistiiriiliir ve carpma islemi bu sayilar i¢in yapilir. Elde edi-
len sonug, problemin istemine uygun tabana yeni bir doniisiim yapilarak
bulunmus olur. Bu yontemin bir uygulamas1 yukarida verilmistir. Asagida

ise daha farkli bir uygulamayla agiklama pekistirilmis olmaktadir.

ORNEK . 1 5471(9) X 2144(5) = ?(10)

54719)=5.9*+492+79'+1.9°=5x729+4x81+7x9+1x1
=3645+324 + 63 + 1 =40330

21445 =25+ 1.52+45"+45° =2x125+1x25+4x5+4x1
=250+25+20+4 = 2990

5471(9) X 2144(5) = 4033(10) X 299(10) = 1205867(10) = 1205867
bulunur.

ORNEK .2 A=10 gésterdigine gore, A5 x 2304 = 20

Iste bu drnekte, dncekinden farkli olarak, sonucun 7 tabanli bir sisteme gore
ifade edilmesi de istenilmis bulunmaktadir. Oyleyse yapilacak is, 6nceki gibi
ya 10 luk sisteme gore carpmay1 yapip sonucu 7 lik sisteme doniistiirmek ; ya
da en kiigiik taban 4 oldugu icin, 11 lik tabandaki sayiy1 4 liikk tabana gore
yazarak ¢arpma islemini yaptiktan sonra, sonucu 7 lik tabana gore yazmaktir.
Asagida her iki uygulama da verilmistir :

Yol 1. (10 luk sisteme dontistiirerek)

8ASan= 8112+ A . 11"+ 5.11°=8x 121 +10x 11 +5 x 1
= 968+ 110+ 5=1083x0

230w = 2.42+3.4'+0.4°=2x16+3x4+0x1
= 32+ 12+ 0 =440

8A5(11) X 230(4) = 1083(10) X 299(10) = 47652(10) = 47652
47652 = 255633(7)

bulunacaktir. (Burada, son satirdaki ara islem okuyucuya birakilmstir.)
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Yol 2. (En kiiclik basamakli sayiya dontistiirerek ; burada t = 4)
8A5a1 = 1083 10 (yukarida 1.yoldaki islemden) = 100323

olur. Boylece artik islem  8AS5Sa) x 230w yerine 1003234 x 230w ile
gercekles- tirilecektir. Son c¢arpma isleminde her iki saymin da 4 tabanlh
sistemde birer sayr oldugu goriilmektedir. Bu islem Onceden Onerilen
yontemlerden biri segilerek yapilabilir.
100323
100323(4) X 230(4) —> X 230 - = 23220210(4)
3023014
+ 201312 .
23220210

bulunur. Simdi yapilacak is bu sonucu 7 lik sisteme doniistiirerek yazmaktir
ki ona ait islemler de asagida gosterilmistir. Ancak her ikisinde de ara
islemler gosterilmemistir. Bunlar1 okuyucu bir uygulama olarak yapmalidir.

23220210(4) = ?(7) —> 23220210(4) = 47652(10) = ?(7)

47652  16807=7 2401=7+  343=7° 49=7> T7=7' 1=7°
- 33614 2 5 5 6 3 3
14038
- 12005

2033
- 1715

318

- 294

24 Buradaki hesaplamalardan anlasildigina gore

1
\O]
p—

47652(10) = 255633(7)

W W

0 dir. Boylece, daha dnce de agiklandigi gibi, 10 luk diizendeki
bu say1 araciligiyla, carpimin 7 lik diizendeki karsiligi elde edil-
mis olmaktadir ki bu da sonugta

8A5(11) X 230(4) = 255633(7)
olarak bulunacaktir.
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ORNEK . 3 110001 1¢) x 210016 = 20
Bir 6nceki ornekte oldugu gibi, farkli iki yoldan ¢dzlimlerin yapilabilecegi
diistiniilmelidir. Bu kez bir segenek olarak, 10 luk diizenden yararlanarak
carpma isleminin sonucunu bulma yolunda calisilacaktir. Diger yoldan

¢oziimii, okuyucu bir alistirma olarak yapmalidir.

110011 =125+ 1.2+ 12"+ 1.2° = 32+ 16+2+ 1=5lan;
21001 =234+ 1.3° + 1.3° =2x81 + 1x27 + Ix1 = 190a0

olduklar1 belirlenir . Bilinmektedir ki
51 x 190 = 9690

dir. Bu sonuctan yararlanarak, bunu 2 lik diizende ifade ederek ¢arpimi bu-
luruz. Gerekli ara islemler yapilirsa,

9690 =10010111011010¢
bulunacaktir. Bu sonuca bakarak artik ¢arpim i¢in
110011 x 210013 =10010111011010¢
oldugu yazilabilecektir.
Bolme islemleri konumuz i¢in hi¢ de ilging degildir. Kald1 ki Boole Cebiri

i¢cin bu islem tiirline bir gereksinmemiz de olmayacaktir. Bu nedenle, ayrica
Bolme Islemi tizerinde durulmamustir.



BOLUM 4

BOOLE CEBIRI

4. 1. GIRIS

George BOOLE (1815 - 1864) bir ingiliz matematikgisi ve mantik¢ist olup
Modern Mantik' in yanisira Boole Cebiri' nin de kurucusu olmustur. Bu gelis-
meler yasanirken elbette yalniz degildi. Ornegin De Morgan ve Shannon
gibi meslektaglar1 da bu konulara katkida bulunmuslardir. Ancak Boole'un
farkli olan misyonu, bu iste motor gorevi yapmis olmasidir. O'nun goriis ve
diisiinlis bicimiyle yonlenen bu cebir, daha sonraki uygulamaya alt yap1
hazirlamis olmasiyla bile baglibasina konusulmaya ve tartisilmaya degerde
bulunmalidir. Giiniimiizde ileri teknolojilerin uygulandigi hemen her iilkede,
basta elektronik ve bilgisayar bilimleri'nde bu konuya olan gereksinme, direkt
olarak ; diger bir ¢ok alanda ise bu konular1 ara¢ olarak kullananlar i¢in
indirekt olarak bilinmesi zorunlu konular haline geldigi gézardi edilemez bir
ger¢ek olarak goriilmektedir. Bu nedenle, denilebilir ki yer yer konu
matematik¢i ve mantik¢ilart da asmis bulunmaktadir. Ancak ne var ki, diger
matematik ve mantik konularinda oldugu gibi, isin kuramsal ¢alismalarini
yapmak ve konuya 1sik tutacak bilgileri derleyerek kullanicilarina sunmak
yine de matematikgilerin isi olarak goriilmektedir. Iste bu kitap da, bir amaci
bu olmak iizere, kendi katkilarimiz1 da yansitarak konuya ilgi duyan herkesin
yararina sunulmak tlizere kaleme alinmistir.

Boole Cebirinin temel anlayis1 ve baz olarak kullandigi mantik, tamamen
onermeler mantigi ile ve de kiimeler kurami ile 6zdeslesmistir. Dual Sistemin
mantiktaki karsiligi, cebirsel yap1 olarak tam anlamiyla Boole Cebiri'nde go-
riilmektedir. Onceden de yeri geldikce sozii edildigi ve dzellikle Béliim 3 de
incelendigi gibi, gerek kullandig1 say1 sistemi (Binary Sistem) ve gerekse kul-
landig1 operatorlerle, bu cebirin alt yapisinin bir bagka yoniiniin hazirlanmis
oldugu da apacik goriilmektedir.

Boole Cebirinin ¢esitli tanimlar1 yapilmistir. Cagdas anlamda bu tanimlar
artik Aksiyomatik olarak yapilmakta ve dngoriilen aksiyomlar yardimiyla yapi
ortaya
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konulmaktadir. Kitabimizda, matematik¢i ve mantik¢i Huntington tarafindan
1904 yilinda yapilmis olan tanim verilecektir. Ancak daha once bazi temel
kavramlarin olusmasi ¢alismalarina baslanacaktir.

4.2 .BOOLIEN DEGERLER

4.2.1. Basit Boolien Nicelik (Sabit ve Degisken)

Sadece iki deger alabilen uygun bir nicelik basit boolien nicelik olarak adlan-
dirilir. Basit boolien nicelik 0 ve 1 degerlerini alabilecektir.

0 ve 1 sembol degerleri disinda, Binary Sayr Sistemi' nin de rakamlaridirlar.
Bu konuda ayrintili bilgiler bir 6nceki Boliimde verilmistir. Bu rakamlar, bu
tanim yardimiyla, B ile gosterecegimiz Boole Cebirinin de rakamlar
olmaktadirlar. Giinlik yasamimizda da ornekleri goriilen bu rakamlarin
sadece degerler olarak degil, ifade ettikleri anlam bakimindan da
degerlendirilmeleri gerekmek-tedir. Ornegin bir elektrikli aletin ag-kapa
diigmesi yerinde ¢cogu kez 1 - 0 sem- bollerine rastlanilmaktadir ki bu 1 - 0 1n
kullanilmasi, yukaridaki agiklamanin bir sonucudur. Ciinkii boyle bir alette
bir ile sifir, sirali olarak "aletin ¢alistig1" ve "aletin ¢alismadig1" durumlar
temsil etmektedir. Alete akim gittigi 1 ile a-kim gitmedigi 0 ile
gosterilmektedir. El hesap makinalarinda 0 ile 8 voltluk bir potansiel
mevcuttur. 0 voltun karsiligr ki hesap makinasinin o anda ¢alismadigini ifade
etmek icindir. 8 voltun karsiligr ise, hesap makinasinin o anda ¢aligir
durumda oldugunu ifade etmek i¢in (¢alismaya baglamasini temin etmek igin)
1 ile gosterilen durumun saglanmasi gerekir.

Bu agiklamalardan 0 ve 1 in, sadece rakamsal degerler degil, bir kavram olus-
turacak sekilde gorevlendirildikleri de anlasilmaktadir. Boole Cebirinin
uygulama alanmma girmek {iizere bu rakamlara verilen bu gorevin bir
aciklamasi, asagidadir.

Bir devreden akim ge¢cmesini sembolle 1 yazarak ; ayni devreden akim
gegme-mesini sembolle 0 yazarak gostermek demek, burada anahtar adi
verilen ve goriintii olarak buradaki sekillerle betimlenen sistemi
gergeklestirmek demektir.

A A
-> . > - \
1 0

Anahtardan akim geger Anahtardan akim gegmez
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A ile gosterilen ve anahtar adi verilen bu akim gecis noktalarinda, kapinin
yani A nin kapali ya da a¢ik olusu, sirasiyla 1 ve 0 kullanilarak
gosterildiginde basit boolien nicelikler bir gdsterim araci olmaktadirlar. Iste
bu oOzellikleri nedeni ile bu iki degerin, kullanim amacina uygun olarak ayri
ayrt degerlendirilmesi gerecektir ki bu da konu gelistikce ¢ok daha iyi
anlasilacaktir.

Basit boolien nicelikler sabitler ile degiskenler' in alabilecegi degerler olup, 3
siift i¢inde, sabitler a, b, ¢, ... gibi alfabenin ilk harfleri kullanilarak ;
degiskenler ise x, y, z, .. gibi alfabenin son harfleri kullanilarak
gosterilecektir. Bu gos-terim se¢imi, adi cebirdeki gosterim tarziyla aym
olmakla, bir ilkselligi olma-dig1 icin, lizerinde fazlaca durmayr gerektir-
meyecektir.

4.2.2. Siralama Bagintisi

Bir basit boolien degiskenin alabilecegi degerlerin siralanmasi s6z konusu
edi-lebilecektir. Bu iliski, alisilmis sembollerle > , > , < , < vyazilarak
gosterilebilecektir. 1 ve 0 boolien nicelikleri arasinda,

1>0 wvyada 0<1

seklindeki iliskiye siralama bagintist denir. Eger x,y € B ise bunlar arasinda
siralama bagintilari, cesitliligine gore :

X>y , X2y , X<y , X<y
yazis bi¢imleri kullanilarak ifade edilecektir.

4.2.3. Dualite
0=1 yada 1=0

olarak tamimlanan bir basit boolien degiskenin degerler kiimesinin bu
sekildeki bir olusumu igermesi, bu kiimenin dual ozelligi oldugunu ifade
ettigi gibi, bu iliskiye de dualite denir. Bir boolien degiskenin duali *
sembolil kullanilarak gosterilir. x € B ise x in dualini gostermek i¢in x*
yazilacaktir. Apagiktir goriil- mektedir ki x* € B dir. Bir isleme gerek
duyulmaksizin yazilabilecek bir iliski de

[x*]7 = x

dir.
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Dualite bir simetri bagintisidir. Yani x in duali y ise y nin duali de x dir.
X*¥=y & y*=x

demektir. Ayrica dualitenin asagida ifade edilen bir 6zelligi daha vardir ki bu
da dikkat cekicidir. Dualite siralama bagintisini ters gevirir.

x,yell = x>y ise x*<y* yada x>y ise x*<y*
demektir. Ozel olarak, 0 n duali 1 ve 1 in duali O dir. Yani,

1*=0 A 0*=1
dir.

4.2.4. Genel Boolien Nicelik

Herhangi bir kurala gore diizenlenebilen sinirli ya da siirsiz bir kiime E
olsun. Destek Kiime adi verilecek bu kiimenin her eleman1 bir basit boolien
niceliktir. Bunlarin bir kurala gore bilesimleri, Genel Boolien Nicelikler' i
olusturur. Ge-nel boolien nicelikler biiyiik harflerle A, B, ... yada X, Y,... ile
gosterilirler. Bunlar 6nermeler mantigindaki Onerme Polinomlari’ nm
karsilig1 olan olu-sumlardir. Biitlin bilesenleri 0 olan bir genel boolien nicelik
O ile, biitlin bilesenleri 1 olan bir genel boolien nicelik ise 1 ile
gosterilecektir.

4.3. ILK TANIMLAR

Matematigin temel konularindan biri olan kiimelerin hepsinin, olusum
yasasin-dan dolay1 ortaya c¢ikan bir cebirsel yapisi vardir. Bunlar, kiimenin
elemanlar arasindaki bir ya da daha fazla islemler olarak tanimlidir. Buna bir
genel Ornek, sayilarin gesitli topluluklaridir. Ornegin, Tam Sayilar Kiimesi,
Reel Sayilar Kii-mesi gibi ...

Sayilar birlestirmede dort ana kural vardir
Toplama,Cikarma,Carpma,Bolme. Bdolmeye ait bir ayricalikli durum ayrica
belirtilmelidir : 0 ile bolme islemi yapilamaz. Buna iliskin olarak asagidaki
ornegin analizi, konuya olduk¢a acgiklik kazandiracaktir.

a=Db olmak iizere asagidaki islemlerin sirali olarak yapildigini goriiyoruz ve
sanki bir mucize gibi, sonugta 1 =2 buluyoruz. Bu olabilir mi ?
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Hipotezden : a=b

Her iki yan a ile ¢arpilarak : a’=ab

Her iki yandan b* ¢ikarilarak : a’-b*=ab-b?
Her iki yan carpanlarina ayrilarak : (a+b)(a-b) =b (a-b)
Her iki yan a-b ile boliinerek : atb=b

a yerine b yazilarak (hipotezden) : b+b=b
Toplam yapilarak : 2b=b

b ile sadelestirilerek : 2 =1

bulunacaktir. Bunu dogal kabul etmemiz olanakli degildir. Gergekte bu bir
sagmalik'tir. Oyleyse nasil gerceklestigi ve nedeni arastirilmalidir. Dikkatli
bir goz kolaylikla bunun, &er iki yanin a-b ile boliinmesi islemi sonucu ortaya
ciktigint gorecektir. Ciinkii hipotez olarak a = b alinmis olmasi, bolme
islemi i¢in ancak a # b olmasi durumuna izin verecektir. Oysa yukarida a =
b ye kars1 a-b ile yani a-b = b-b =0 ile bolme islemi yapilmustir. Iste O ile
yapilan bélme iglemi sonucu bu sagma sonuca ulagilmistir. Demek ki 0 ile
bolme yapildig: takdirde ¢ikacak sonucun dogru mu, yanlis mi1 ve hatta bu
ornekte oldugu gibi sagma mi1 olup olmadigini anlamak olanakli degildir.
Oyleyse dogru olan 0 ile bdlme islemi yapmamaktir. Yukarida kiimenin
elemanlarina iligskin bir 6zellik olarak ifade edilmek istenilen iste budur.

Kiimeler teorisinde iki temel islem, bilindigi gibi kesisim ve bilesim' dir.
Buna benzer olarak, aksiyomatik tanima ge¢meden Once, ikili islem (dualite)
diye adlandiracagimiz ve incelenmesi gerekli ve hatta zorunlu olan kavramlari
gozden gecirmek istiyoruz. @ sembolii ile keyfi bir ikili islem gosterilecektir.
Bunun belki 6zel iki durumu toplama ve c¢arpma olabilir. Toplama ve
carpma, alisilmis semboller kullanilarak, sirasiyla + ve . ile temsil edilecektir.

TANIM 1. M kiimesi iizerinde ® ikili islemi ; (a,b) seklindeki eleman
ciftleri- nin ¢ =a ® b olacak sekilde M nin bir ¢ elemanin1 belirtmesidir.

ORNEK 1 . Rasyonel sayilar iizerinde ¢ikarma islemi bir ikili islemdir. Fakat
ayni islem, pozitif tam sayilar kiimesi lizerinde ikili islem degildir. Bundan
bas-ka, ¢arpma, ¢ikarma ve bolme , ikili islemlerin bilinen 6rnekleridir.

Bu kavramin genisletilmesi ve de ikili islem denilince baskaca nelerin anlasil-
mas1 gerektigini 1yi kavrayabilmek icin, asagidaki 6rnegin dikkatlice incelen-
mesi yerinde olacaktir. Cilinkii bu 6rneklerde, ikili islem > ve < olmak
tizere, elemanlar1 6rnekte goriilen bir kiimede tanimlanmistir.
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ve <, M iizerinde, asagidaki tablolar yardimiyla tanimlanmastir :

> A€ < D A €
g O A€ g O A€
A AN €D A A€
€ €0 A € JAE

Bu tablolar1 okurken, 6rnegin birinci tabloda a > b olarak, a nin bulundugu
sa- tirda ve b nin bulundugu siitundaki eleman bulunur. Burada a ve b,
tablodaki li¢ elemandan biri olabilecektir. Buna gore, 6rnegin,

ESA=0 ; A<=A
€E>€E=A ;, O<A=J

ikili 1iligkileri yazilabilecektir. Siz de bu tablolardan, benzeri ikili iligkiler
kurunuz ! Hatta benzeri tablolar diizenleyerek, bu konudaki goriisiinlizii
artirmiz.

Bu tiir ikili islemler arasinda ¢ogu belirli basit denklikler veya kurallar,

elemanter islemlerle saglanir. Bu islemler sadece Boole Cebiri i¢in degil,

biitiin matematik i¢in de gegerlidir.

TANIM II . M kiimesi tlizerinde ® ikili islemi, Va,b,c € M i¢in
a®b®c]=[a®b]®c

dir. Buna Assosiyatif (Birlesme) Ozelligi denir. Burada ® ikili islemi, 6zel
olarak toplama ve ¢arpma igin diizenlenirse :

at(b+c)=(a+b)+c

a.(b.c)=(a.b).c
yazilacaktir.

TANIM III . Bir ® ikili islemi M kiimesi {lizerinde , Va,b € M i¢in,
a®b=b®a

ozelligini sagliyorsa M iizerinde Komutatif (Degisme) Ozelligi vardir denir.
Burada ® ikili iglemi, 6zel olarak toplama ve ¢carpma igin diizenlenirse :



118

c o
Il
c <
o

yazilacaktir.

TANIM IV . ® ve @, M kiimesi iizerinde tanimh iki ikili islem ise, Va,b,c €
M i¢in,
a®[bPc]=[a®b]D[a® ]

oluyorsa, ® islemi @ islemi tlizerine distribzzif’ tir denir. Bu iligki genel olarak
Distribiitif (Dagilma) Ozelligi olarak adlandirilir.

Ornek olarak Kiimeler cebirini alirsak, arakesit (kesisim) ile birlesim
yukarida- ki tanima uyan iki kavramdir. Gergekten de bu ikili islemin
yukarida ti¢ tanimda so6zii edilen ozellikleri vardir. Aralarinda assosiyatif,
komutatif ve distribiitif 6zellikleri tasimaktadirlar.

Distribiitif 6zelligin toplam ve carpim operatorleri i¢in 6zel durumlari incele-
nirse ; ¢arpimin toplam {izerine dagilima,

a.(b+c)=(a.b)+(a.c)
ve de toplamin ¢arpim {lizerine dagilimai,
at(.c)=(atb).(at+c)
seklinde gerceklesecektir. Bu ikinci iligki, diger cebirlerde olmayan bir ¢esit

olarak karsimiza ¢ikmistir. Bu dagilimin Boole Cebirine 6zgii bir yapisi
vardir.

a®e=e®a=a

0zelligini saglayan bir e elemani1 bulunabiliyorsa, buna birim eleman denir.
Biliyoruz ki, toplama iglemi i¢in birim eleman 0 ; carpma islemi i¢in birim
ele- man 1 dir. Bunu,

at0=a ; a.l=a

yazarak ifade ederiz. Boylece toplama igin e = 0 ; carpma igin e = 1
demektir.
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4.4. AKSIYOMATIK TANIM

Boole Cebirinin ¢esitli tanimlar1 arasindan seg¢ilmis olan ve 1904 yilinda
Hun-tington tarafindan yapilmis olan tanim asagidadir.

Bir B sinifi, + ve . ikili islemlerine gore, asagidaki postiilalar' 1 gergekliyorsa,
13 ye Boole Cebiri denir.

Postiilat 1. (P1) : + ve . degismeli (komutatif) ' dir.

Postiilat 2. (P2) : B de farkli iki birim elemani vardir. Bunlar + (toplama) ya
gore 0 ; . (carpma) ya gore 1 dir.

Postiilat 3. (Ps) : Bu islemlerden biri digeri lizerine dagilimli (distribiitif)' dir.

Postiilat 4. (P4) : B nin her a elemani i¢in [Va €8], yine 8 de olan dyle bir a'
elemani [a' €3] vardir ki

at+ta'=1 ve a.a'=0
olur.

Bu ikili islemlert mutlaka + ve . ile gostermek gibi bir zorunluluk yoktur.
Bunlarin yerine yine ayni islemleri temsil edecek baskaca sembollerin ;
herhangi 1ki semboliin kullanilmasi da olanaklidir. Bir kime ® ve ©
islemlerine veya M ve U ye gore benzeri postiilatlart gerceklerse, boylece de
bir Boole Cebiri tanimlanmis olabilir. Iste bu aciklamayla, Boole Cebirinin
bir baska tanim1 daha verilmis olmaktadir. Bizim ¢alismalarimiz siiresince, bu
kitapta, alisilan ikili islemler olarak, aksine so6z edilmedikge, + ve . islemleri
kullanilacaktir.

Bu aciklama ve tanimdan ¢ikarilabilecek ilk sonug, kiimeler cebiri’ nin bu
pos- tillatlar1 saglayan bir Boole Cebiri oldugudur. Iste bu 6zelligi
nedeniyledir ki kiimeler kurami, Boole Cebiri ile tam bir uyum i¢inde, islevini
yapmaktadir.

4.5. ISLEMLER

Bir cebir olarak, Boole Cebiri'nde de g¢esitli islemlerin tanimlanmasi ve
ozellik-lerinden s6z edilmesi gerekmektedir. Bunlarin bazilarina, daha farkl
amacla da olsa deginilmistir. Ancak bir biitiinliik i¢inde, islemlere 6zgii tanim
ve agikla-malarin bilinmesi, hem bir zorunluluk ve hem de ileriye doniik
calismalarimiz igin bir gereksinmedir. Burada bir husus daha dikkatimizi
cekecektir. Bu da ortaya c¢ikan tamimlara bakarak modern mantiktaki
karsiliklarin1 gérmektir.
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4.5.1. Biitlinleyici

Bir basit boolien nicelik x olsun. Bunun biitiinleri ya da biitiinleyicisi olarak
adlandirilan eleman x' ile gosterilir ; (P4). Bu postiilat'da a ile gosterilen basit
boolien nicelik i¢in ifade edilen tanimdan,

x+x'=1 ve x.x'=0

yazilacagi anlagilmaktadir.

Biitiinler kavrami, modern mantigin degilleme kavramiyla karsilastirilmalidir.
Orada bir p onermesini degillerken ~ sembolii kullanilmis ve degillenmis bir
onerme ~ p seklinde gosterilmistir. Modern mantigin ikili islemleri olarak A
ile v tanimlar1 ve bunlarla yazilmis iligskiler animsanirsa, bunlar arasinda,

pv~p=D ; par~p=Y

olanlarma rastlanacaktir. Ilkinin totoloi' yi , ikincisinin de gelisme’ yi temsil
et-tigi bilinmektedir. Bunlardan ve giderek daha sonra yapilacak tanimlardan
hareketle, karsilastirmalar yoluyla, Modern Mantik ile Boole Cebirinin birebir
kesistigini gormek olanagimiz ortaya g¢ikacaktir. Bu yaklasim sadece ikili
iligkiler yoniinden degil, mantik yasalari yoniinden de test edilecek ve bu
kesimde de ne kadar uyumlu bir yapmin olustugu gozlenecektir. Elbette
bunda fazlaca yadirganacak bir yon olmamalidir. Ciinkii aynm1 beynin
siizgecinden gec-mis, temel felsefeleri degismeyen iki yapr (stiliriiktiir)
olusmustur ki bunlar sistem bazinda da birbirlerinin biitiinleri’ dirler. Burada
temel felsefeye iliskin baz, dualite' dir.

Mantik yasalarindan hareketle, biitiinler eleman i¢in asagidaki temel iliski ko-
laylikla yazilabilecektir.Bunun mantiktaki karsiligi da yaninda verilmistir :

Cift degilleme : (x")' =x ; ~~p=p

Biitiinler elemanlar arasinda, modern mantikta rastlanilmayan bir iligki olarak,
siralama bagintisindaki 6zellikten soz edilebilir.

Vx,y € B i¢in x in biitliinleri x'; y nin biitiinleri y ' olduguna gore, x ', y'e
Bolup, x>y = x'<y'; x<y = x'>y' demektir.
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4.5.2. Toplama Islemi

Vx,y € B olmak iizere x ve y boolien niceliklerinin toplami1 x + y ile
gosterilir ve asagidaki tablo yardimiyla tanimlanir. Daha dogru bir deyisle,
toplam tani-mindan elde edilen sonuglarla boyle bir tablo diizenlenebilecektir.
Ayrica bura- da tablonun farkl iki yoruma gore diizenlenisi de goriilmektedir.

+ 10 X VvV Xty
1 11 1 1 1
0 10 1 0 1
0 1 1
0 0 0
Tablodan : 1+1 =1 ; 1+0=1 ; O0+1 =1 ; 0+0 = 0 olduklan

okunmaktadir.

Bu tablonun, sezgi ve ¢agrisim yoluyla, bir bagka tabloya benzesimi 6ngorii-
liirse, bunun modern mantikta veya baglact i¢in diizenlenen tabloyla tamamen
ayn1 oldugu soylenebilir. Soyle ki, burada x ve y boolien niceliklerini p ve q
gibi Onermeler olarak goriir, 1 yerine D, 0 yerine de Y yazdigimiz
diistiniiliirse, bu tablodan v nin tanmim tablosu ortaya ¢ikar. O zaman bu
yaklasimdan ve olusumdan yararlanarak, + islemi ile v baglaci arasinda bir
kavram birligi olusturmak olanakli hale gelir. Ancak, sabirla diger
islemlerdeki gelismeleri de gorerek, birlikte varilacak bir ortak olusumla,
genelleme yapmak olanaklidir.

Burada uyarilmasi gereken bir husus, toplamdan elde edilen sonuglar arasinda
1+1=1

toplaminin bulunmasidir. Boole cebirinde bu toplam boyle gergeklesmektedir.
Bu daha sonra genel anlamda kanitlanacaktir. Ancak aritmetik toplam olarak,
daha once ongoriilen ve 1 + 1 = 10 olarak kullanilan sonug, bununla karis-
tirllmamalidir. Bu sonuglar arasindaki farkin nedeniyse, Boole cebirinde 1 ve
0 1n kullanim yerlerine gore, olusturduklar1 kavram farkidir. Ciinkii goriiniis-
leriyle igerikleri farkli olan 1 ler olarak diisiiniilmelidir. 0 i¢in bunu, daha
sonraki uygulamalarda ve kanitlarda goriilecegi gibi, bilinenlerden pek de
farklt bir sonu¢ vermediginden, ilksel (orijinal) bir durum olarak algilamak
olanakli degildir. Oysa 1 i¢in bu sonug baslangi¢ta sasirtict gériilmektedir.
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1 +1 =1 * toplam1, matematik¢iler kadar, konuyla ilgilenen pek ¢ok kisinin
de ilgisini ¢gekmistir. Sadece bu konuda ¢esitli makaleler yazilmis ve bildiriler
sunulmustur. Eger sizin de ilginizi fazlasiyla ¢ektiyse, bunlardan bir 6rnek
asagida verilmistir. Bu makalenin bulunup okunmasi salik verilebilir.

4.5.3. Carpma Islemi

vx,y € B olmak {izere, x ve y boolien niceliklerinin ¢arpim1 x.y ya da xy
yazi-larak gosterilir ve asagidaki tablo yardimiyla tanimlanir. Toplama
isleminde de oldugu gibi, burada da gergekte bu tablolarin olusumu, ¢arpma
islemlerinin or- taya koydugu sonuglarin birer yorumudur.

X .Y

S = X
S ==
S O

Yy
1
0
1
0

OO = =
co o~

Tabodan: 1x1 =1 ; Ix0=0 ; Ox1 =0 ; 0x0=0 olduklar1 okunmaktadir.

Carpmanin elde edilen bu sonuglariin, alisilmis ¢arpim islemlerinden farkl
ol-mamasi, lizerinde baskaca tartismay1 gerektirmemektedir. Ancak burada da
yine ortaya konan bu tablolarla, modern mantikta ve baglact igin olusturulan
tanim tablosuyla benzerligine dikkat edilmelidir. Simdi veya baglaci
(toplama islemi) i¢in yapilmis olan Onerileri burada da yineleyelim. x ve y
boolien niceliklerinin yerlerinde p ve q gibi 6nermeler bulundugunu, 1 yerine
D, 0 yerine Y konuldugunu varsayarsak, ortaya A baglacinin tanim tablosu
cikmig olacaktir. Demek ki buradan da, . islemiyle A baglaci arasinda bir
kavram birligi olustugu anlasilmis olacaktir.

4.5.4. Toplama Ve Carpma Islemlerine Ait Ozellikler

Yukarida tanimlanan toplama ve ¢arpma islemlerinin, asagida gosterilen 6zel-
likleri bulundugu bilinmektedir : Vx,y,z € B olmak iizere,

(*) Toygar AKMAN , 1+1 = 1 Tuhaf Bir Matematik
Bilim ve Teknik Dergisi , Say1 81, 1974, s. 35
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- Komutatif Ozellik : Toplamda X+y =y+x
(Degisme Ozelligi) Carpmada X.y=Yy.X

- Assosiyatif Ozellik : Toplamda x+(y+z)= (x+y)+z
(Birlesme Ozelligi) Carpmada x.(y.z) = (x.y).z

- Distribiitif Ozellik : Birlikte Xx.(ytz)=x.y)+(x.2)
(Dagilma Ozelligi) Xx+t(y.z)=x+y).(x+2)

Son iliskilerde ayrica bunlar sirasiyla,

a © ) Carpmanin toplama iizerine dagilima,
b °) Toplamanin ¢arpma ilizerine dagilimi

seklinde de, islem sirasina bakilarak adlandirilirlar. Benzeri 6zelliklerin
modern mantikta da bulundugunu animsaymiz. Simdi, toplama ve g¢arpma
islemlerini tanimladigimiz sirada yaptigimiz gibi, burada ayni Onerilerle
karsilikli iliskiler kurulursa, Boole Cebirinin temel bagintilariyla Modern
Mantigin bu temel ba-gintilar1 arasinda nasil benzerlikler bulunacagi
gosterilmis olacaktir.

X,y,Z boolien nicelikleri karsilig1 olarak p,q,r 6nermelerinin ; + islemi karsiligi
olarak v baglacinin , . isleminin karsilig1 olarak A baglacinin alinacak oldugu
ongoriildiigiinden, yukaridaki iliskilerle karsilagtirilmali olarak sunlar
yazilabi- lecektir :

Xty=y+x —  pvqQ=qvVvp

X.Yy=Yy.X -  PAQ=(qADP
Xxt(ytz)=(x+y)t+z —  pv(@vn=(pvgvr
X.(y.z2)=(x.y).z — pA(@QAD)=(PAQ AT
Xx.ytz)=x.y)+tx.z2) > pa(Qv)=(pPAQV(PATD)

X+ (y.2)=x+y).x+z) -  pv@an=@EvyaPVvr

Modern Mantik ile ilgili agiklamalarimizda ve incelemelerimizde bu
iliskilerin bulunduklar1 goriilmektedir. Konu ilerledik¢e, bu tiir iliskiler
gittikce cogala-caktir. Bu yap1 olusturulduktan sonra, Boole Cebirinin kural
olarak ortaya ¢ikan bu sonuglarinin dogruluklari, Modern Mantigin bu
iligkileri yardimiyla test edilecek ve dogruluklar1 kanitlanmis olacaktir. Hatta
ileride, baz1 problemlerimizin ¢6ziimiinde de bu kavram birligini daha farklh
yorumlayarak, bir yontem gibi algilamak suretiyle, ¢oziimlemelerde kulla-
nilacaktir.

Dagilma Ozelliginin bir ¢esidi daha vardir ki bu da Distribiitif Ozelligin Ikinci
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Formiilii olarak adlandirilmaktadir. Formil :
X+y)X+z)=XxX+Xz+tyX+yz=Xx+Xy+tXz+tyz=Xxtyz

dir. Bu da en az 1+1 = 1 kadar enteresan bir sonuctur. Adi cebirde karsilig1 ol-
mayan bir islemdir. Ancak yukarida, bunun mantiktaki karsiliginin veya'nin
ve tizerine dagilimi olarak agiklandigl goriilmektedir (son iliski).

4.5.5. De Morgan Formiilleri

' '

Iki basit boolien nicelik x ve y ile bunlarm biitiinleyenleri x
olduklarina gore,

x+y)'=x".y' ; x.y)'=Exty!

ve y

iligkileri yazilabilecektir ki bunlara De Morgan Formiilleri denir. Bunlarin bir
aciklamasi ve dogruluklarinin test edilmesi, modern mantiktaki De Morgan
denklikleri yardimiyla yapilabilecektir. Onceki ¢alismalarimizda oldugu gibi,
x ile y ye karsilik p ve q 6nermeleri , x 'ile y'ye karsilik ~p ile ~q, ayrica
ikili igslemlerin karsiligi olarak + ya kars1 v, . ya karsilik A baglaglar igin

~pvqQ=~pAr~q ; ~(PArqQ=~pvVv~q

denklikleri bulunur ki bunlar Modern Mantikta gormiis oldugumuz De
Morgan denkliklerinden baska bir sey degillerdir. Oysa bu denkliklerin
dogrulugu yani mantik diliyle gegerli olduklar1 bilinmektedir.

4.5.6. Toplama Ve Carpma Arasinda Dualite
x ile y iki basit boolien nicelik olduguna gore,

Xx+y ninduali x.y ;
x.y ninduali x+y

dir. Yine mantiktan amimsanacagi gibi, dualite ; A ile v baglaclarinin arala-
rinda yer degistirmesiyle elde edilen ifadelerin birbirine gére durumudur.
Bun- larin herbirine digerinin duali' dir denir. Iste burada da v ile A
baglaglarimin karsilig1 olan operatorler olarak + ve . islemleri arasinda,
dualite tanimina uyan iliskilerin diizenlenmis oldugu goriilmektedir ki, bu
nedenle + ve . nin islemsel Ozelligiyle, birbirinin duali oldugu
sOylenebilecektir.
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4.5.7. Birlesmisi Ayirma Islemi
x ile y birer basit boolien nicelik olduklarmma goére, bunlar arasinda @

semboliiyle bir islem tanimlayarak x @ y bilesimine, birlesmisi ayirma islemi
denir ve bu islem asagidaki tablo (tablolar) yardimiyla tanimlanir.

®@ 10 X y x®@y

1 01 1 1 0

O 10 1 O 1
0 1 1
0 O 0

Tablodan : 1®@1=0 ; 1®0=1 ; 0®1=1; 0®0=0 olduklan
okunmaktadir.

Bu islem, Modern Mantiktaki Ya Da'li Bilesim' in karsihigidir. Onceki gibi
diisiiniilerek yapilacak diizenlemler sonunda, bu tablolarin Ya Da'li bilesime
ait tablo ile ayn1 oldugu goriilecektir.

Bu islem icin asagidaki 6rnek, 1yi bir agiklama olusturacaktir :

Tek Say1 + Tek Say1 = Cift Say1
Tek Say1 + Cift Say1 Tek Sayi
Cift Say1 + Tek Say1 Tek Say1
Cift Say1 + Cift Say1 = Cift Say1

Bu sonuglar aritmetikten (sayilara ait 6zellikler olarak) bilinmektedir. Cift
sayl-lar C ile ve tek sayilar T ile temsil edilirse, bu 6zellikler birer cebir
ifadesi haline doniistiiriildiigiinde,

T+T=C
T+C=T
C+T=T
C+C=¢C

iliskileri olusur. Bu iliskilerin timiinii kapsayan bir dogruluk tablosu diizenle-
nirse, asagida goriilen tablo olusacaktir ki bu da @ semboliiyle tanimlanan
islemle tam bir uyum i¢inde olacaktir. Boylece Ya Da'li bilesimin cebirdeki
kar- s1l1g1 da 6rneklenmis olmaktadir.
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4.6 . CEBIRSEL BAGINTILARLA MANTIKSAL DENKLIKLER
ARASINDAKI BENZERLIK ILISKILERI

Yukarida yapilan incelemeler sunu gostermistir ki Boole Cebiri ile olusan ce-
sitli iliskilerin, mantikta bir karsiliklar1 vardir. Aksiyomatik tanima dayali iki
matematigin, aksiyomlar1 arasindaki benzesimi yakalayarak, buradan yola ¢1-
kip, aralarindaki ortak noktalar1 bularak, birlestirilebilmektir. Iste bu saglana-
bildigi i¢indir ki, karsilikli olarak, asagidaki benzesim bagintilar1 yazilabile-
cektir. Burada mantigin bagtilarinin, Boole Cebiri i¢in baz olusturdugu
diisiiniilerek, O©ncelikle bunlar alinmis, cebirin bagmtilar1 bunlara gore
diizenlenmistir. Basta da baginti niteligi olmamakla birlikte, baz1 temel
notasyonlar karsilag-tirtlmistir.

Mantikta Boole Cebirinde
D 1

Y 0
pP,.q,T, X,V,Z,
P,Q,R, X,Y.,Z,
~ p X !

\V4 +

A .

\i @®

pvq Xty
pAq X.y
pvq x®@y
DvD=D 1+1=1
DvY=D 1+0=1
YvD=D 0+1=1
YvY=Y 0+0=0
DAD=D 1.1=1
DAY=Y 1.0=0
YAD=Y 0.1=0
YAY=Y 0.0=0
~D=Y 1'=0
~Y=D 0'=1



pv~p=D
pA~p=Y
pVvp=p
PADP=DP
~~p=p
~(pvqQ=~pAr~q
~(pArqQ=~pVv~q
pvq=qvp
PAQ=qAD
pv(@vr=(pvqgvr
=pqur
pA(@AD)=(pPAQ AT
=p/\q/\r
pv(@Aan=pPvgAa(vr)
pA(@v)=(pPAqV(pAT)
pv(pAq@=p
pA(PVv@=p
Dvpvqvr=D
YApAgAar=Y
pvY=p
pA D=p
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X+tx'= Totoloji
x.x'=0 Celisme
X+X =X Denk giicliiliik
X.X =X " "
x') =x Cift degilleme
x+y)'=x'.y' De Morgan
(x.y)'=x'+y' o
Xt+ty=y+x Degisme Oz.
X.Yy=Yy.X "
x+(y+z) = (x+y)+z  Birlesme Oz.
=xtytz
X.(y.z)=(xy).z "
=X.y.Z

x+(y.z) = (x.y)H(x.z) Dagilma Oz.
X(yt+z) = (X.y)+H(x.2) " )
x+t(X.y)=x Sogurma Oz.
X.(x+ty)=x "
l+x+y+z=1

0.x.y.z=0
x+0=x Birim eleman
x.l =x " "

Bu tablo elbette daha da genisletilebilir. Burada yazilan kadarinin énemli bir
kism1 onceden sozii edilen ve kanitlanan iliskilerdir. Bunlardan bir kac¢i1 da
bun-dan sonraki alt-béliimiimiiziin konusunu olusturacaktir.

4.7. ONEMLI TEOREMLER

TEOREM 1. Her iddia (6nerme) ya da cebirsel 6zdeslik (iliski), Boole
Cebiri- nin bir sonucu olarak ¢ikarildiysa, yani B3 sinifinda bir olusum ise, bu
iddia, + ve . islemleri ile 1 ve 0 birim elemanlar1 aralarinda yer
degistirdiginde de gecerli bir iddiadir.

Bu dualite ilkesi olarak bilinir.

Kanit : Bu teoremin kanitlanmasi, iki islem ve iki ozdeslige gore,
postiilasinin simetriginden kolayca yapilir. Eger bir 6nerme veya cebirsel
ifade, bir digerinden dualite ilkelerinin bir sonucu olarak bir kere uygulanmasi
yoluyla elde edilmisse, ikinciye ilkinin duali denir. Ayn1 zamanda birinci de
ikincinin dualidir.
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Asagidaki teoremlerin herbiri iki dual 6nerme igerir. Bunlardan biri ayriktir ;
¢linkii o kendisinin dualidir.

Teorem 1 den yararlanarak, dual iki Onermeden sadece birinin
kanitlanmasinin yeterli oldugu soylenebilecektir. Ciinkii dualite ilkesi
geregince, dual iki oner-meden birinin dogrulugu, digerinin de dogrulugunu
zorunlu kilar. Bu ilkeyi bu sekilde agiklamis olmamiza karsin, bunun bir
gosterisini yapmis olmak i¢in, Teorem 2 de ve yerine gore digerlerinde her iki
kanit da verilmis olacaktir.

Bu tiir kanitlar yapilirken atilacak her adim, basta konu i¢in 6ngoriilmiis aksi-
yom ve postiilatlarin , tanimlarin, o6zelliklerin ve daha once kanitlanmis
onermelerin sirali ve yerli yerinde kullanilmasiyla anlamli olacaktir. Bu
nedenle kullanilacak teoremlerin oncelikleri ve ardisik olarak siralanmalarinin
bile onemi vardir. Ozellikle de dualite ilkesi daima gdzoniinde
bulundurulmalidir.

Asagida siralanmis olan 6nemli bazi teoremlerle ilgili olarak, daha 6nce bazi
bilgiler verilmis olabilecektir.Ancak bu iliskilerin bir teorem olarak ifade

edile-rek kanitlarinin verilecek olmasi yine de dikkat ¢ekicidir.

TEOREM 2. Vx el icin x+x=x ve x.x=x dir.

Kanit : x =x+0 x=x.l P> den
= xX+x.x' =x.(x+x") Ps den
=(x+x)x+x") =X.Xx+tx.x' P; den
=(x+x).1 =x.x+0 P: den
= X+Xx =X.X

bulunur. Bu teoremin 6zel bir uyarlamas1 x =0 ve x =1 i¢in yapilirsa,

ilkinden I1=1+1 ve 0=0+0
ikincisinden 1=1.1 ve 0=0.0

sonuclar elde edilmis olacaktir ki 6zellikle, daha once tizerinde ayrica durul-
mus olan ve ilksel 6zelligi bulunan 1 + 1 =1 iddiasinin da varlig1 boylece
g0s- terilmis olmaktadir.

TEOREM 3. Vx el icin x+1=1 ve x.0 = 0 dir.

Kanit : l1=x+x' 0=x.x' P. den
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=x+(x'.1) =x.(x"+0) P> den
=x+x")x+1) =x.x'tx.0  Ps;veTanim IV den
=1.(x+1) =0+x.0 P. den

= x+1 =x.0

bulunur.

TEOREM 4. Vx,yeB icin x+xy=x ve x(x+y)=x dir.
Bu sogurma ozelligi olarak daha 6nce sozii edilen iligkinin, teorem olarak dii-
zenlenmis bigimidir.

Kanit : x=1.x x=0+x P> den
=(1+y).x =0.y)+x Teorem 3 den
=l.x+y.x =0+x).(y+x) Psden
=X+X.y =Xx.(xty) P: den

bulunur.

TEOREM 5. Vx,y,ze B igin x+x(yz)=x+(xy)z dir.

Kanit : X+x(yz)= x Teorem 4 den
= x(x+2) Teorem 4 den
= (X +xy)x+2z) Teorem 4 den
= X+t (xy)z Ps den

olur.

TEOREM 6. Vx,y,z € § i¢in x'+x (yz)=x"'+(xy)z dir.

Kanit : x'+x(yz2)=x'+x)(x"'+yz) Ps den
=1.x"+tyz) P. den
= X'+yz P> den
= x'ty)(x'+2) P; ve Tanim IV den
=[l.x'"ty)]x"'+2z) P> den
= [x+x")x'+ty)]x'+t2) P. den

= [xx'+xy+x'x"'"+x'y](x'+2z)

= [0+x"+xy+x'"y](x"'+2z)
=x'x'tz)+txy(x'+tz)+x'y(x'+2)

= x'x'+x'z+xyx'+xyz+x'yx'+x'yz
=x'+x'z+0+xyz+x'y+x'yz

= X'+xyz+x'(y+z+yz)

= x'+xyz+x'[(yz)'+yz] De Morgan
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= x'+txyz+x'.1=x"+xyz+x’ Ps den
= x'+Xxyz [x*+x=X] olur.

TEOREM 7. Vx,y,z € B i¢cin + ve . ikili islemleri birlesmeli (assosiyatif)’
dir.

Bu iddia toplam icin : x+(y+z) = (xty)+z ve ¢arpim i¢in X.(yz) = (Xxy).Z
iligki- lerinin var oldugunu ifade etmektedir.

Animsanirsa, Boole Cebirinin Hungtington tarafindan yapilan aksiyomatik
tani-minda, B sinifi i¢inde, Postiilat 1 ile komiitatif 6zelligin varhig: ; Postiilat
3 ile de distribiitif 6zelligin varligi kabul edilmis, ancak assosiyatif 6zelligin
bulunmas1 bir zorunluluk olarak goriilmemistir. Bu teorem yardimiyla, 03
sinifinda bu 6zelligin varligi da gosterilmis olmaktadir.

Kanit : Burada sadece ilk iliski igin kanit verilecektir. Onceden agiklandig
gibi, dualite ilkesi dogrultusunda, + islemi yerine . konuldugunda da elde
edilecek sonucun dogru olacag: bilindiginden, ikincisi bu yolla kanitlanmis
olacaktir. Once + i¢in olan islemin kanit1 yapilmustir :

Teorem 5 ve Teorem 6 nin kanitlanmis olan sonuglarini bir kez daha yazarak,
taraftarafa ¢arpildiklarini ongdrmiis olalim :

Teorem 5 den : x+ x(yz) = x+(xy)z
Teorem 6 dan : x Xx'+x(yz) = x'+(xy)z
(D [x +x (y2)][x'+x (y2)] = [x+(xy) z][x '+ (xy) Z]

demektir. Bu bagintinin birinci ve ikinci yanlarini daha sade bir sekilde ifade
etmek olanaklidir. Bunlar1 géstermek {izere her iki yan i¢in ayr1 ayri islemler
gerceklestirelim ki bunlar da asagida gortilmektedir :

l.yanigin: [x +x (yz)][x '+ x (y2)] = [x (yz) + x][x (yz) +x'] Piden

= X (yz) +xx' Ps den

= x(yz)+0 Ps den

= X (yz) P> den ;
2.yanigin: [x +(xy) z][x '+ (Xy) z] = [(xy)z+x][(xy) z+x'] Piden

= (xy)z+xx' Ps den

= (xy)z+0 P. den

= (xy) z P> den
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olur. Bunlar (1) bagintisinin her iki yanina ait ifadeler olduklarindan, yerlerine
yazilirsa, (1) bagintis1 daha basit olarak ifade edilmis olur ki o da

x(yz)= (xy)z

seklinde goriilecektir. Esasen gosterilmek istenilen de budur. Simdi bundan
hareket ederek, yukarida aciklanmis oldugu gibi, + ve . islemlerinin
aralarinda bulunan dualite ilkesi' nden yararlanarak, bu ifadedeki . yerine +
konursa

x+(ytz)=x+y) +z

bulunur ki bu da + islemi icin assosiyatif o6zelligi temsil eden bagint1 olarak
kanitlanmis olur.

Bu iki sonucun bir 6zel durumu, asagida agiklandigi sekilde yorumlanabilir :
xyz elemanlarinin  sirali  gruplagsmasinda, gruplasma sekli sonucu
etkilemedigine (degistirmedigine) gore, X,y,z elemanlari, ikili islemlere gore
aralarinda nasil gruplasirlarsa gruplassinlar toplam ya da c¢arpim
degismediginden, anlamli birer ifade olarak, parantezler kaldirilarak yazilacak
Xyz ¢arpimi ve X + y + z toplami yine assosiyatif 6zelligi temsil edecektir.
Yani ,

X+(y+tz)=(x+y)+tz=x+y+z

x(yz)=(xy)z=xyz
yazilabilecektir.

TEOREM 8. Vz € B} ise yine B simifinda olan dyle bir z' elemani vardir ki
bu tek tirlii belirir.

z ' niin, z nin biitiinleri oldugu daha dnce belirtilmis ve Postiilat 4 de de z ' bii-
tiinler elemaninin B smifinda bulundugu kabul edilmistir. Burada teoremin
iddiasi, B smifi i¢cinde ikinci bir z ' biitiinler elemaninin bulunamayacagidir.

Bu teoreme , z ' i¢in teklik teoremi denilebilir.

Kanit : 8 sinifi i¢inde ikinci bir z ' elemaninin varligin1 varsayalim. Boyle bir
elemani x ile ikincisini de y ile temsil edelim. Daha dnceden biliyoruz ki

z+z'= ve z.z'=0

dir (Postiilat 4) . z € 3 oldugu gibi yine B de olan x, y € B i¢in
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z+z'=1 ve z.z2'=0
dan birlikte ifade edilerek, sirali olarak toplam ve ¢arpim islemleri i¢in,

xt+tz=1 ve y+tz =1
x.z=0 ve y.z=0

olduklar1 yazilabilecektir. Burada x ve y elemanlarinin farkli iki eleman
olama- yacaklar1 gosterilecektir. Asagidaki islemleri izleyelim :

x =1.x P> den
=(y+2z).x Hipotezden
= X.ytX.z P; ve Pi den
=x.y+0 Hipotezden
=X.yty.z Hipotezden
= y(x+2) Ps ve Pi den
=vy.l Hipotezden
=y P> den

bulunur ki x ve y ile temsil edilen biitiinler elemanlarin gercekte bir tane ola-
cagi anlasilmaktadir. Demek ki

z+x=z+z'=1
zty=z+z'=1

olarak x =y dir. Buda z'e B nin tek tiirli belirlenecegini ifade eder.
TEOREM 9. Vx e B i¢in (x')' = x dir.
Kanit: Psden; x+x'=1 ve x.x'=0 olup bu

(x') =x

olmasi i¢in gerek ve yeter kosuldur. Teorem 8 e gore, baska hig bir eleman bu
ozellige sahip olamaz.

TEOREM 10. Herhangi bir Boole Cebirinde 1'=0 ve 0'=1 dir.

Kanit: Teorem3egore 1+0=1 ve 1.0=0 dir. Ayrica Teorem 8 e gore
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x i¢in sadece bir x ' eleman1 bulunacagindan, bu iliskilerden,

1'=0 ve 0'=1
yazilacaktir.

4.8. ORNEKLER

ORNEK 1. x ve y birer basit boolien nicelik olmak iizere,

xy(x'+y’)=0
oldugunu gosteriniz !

Yanit: xy(x'ty)=xyx'+txyy' (Dagilma 6zelligi)
=xx'.y +x.yy' (Komutatif 6zellik)
=0.y'+x.0 (P+ den)
=0+0
=0

bulunur. Ayni problem De Morgan iliskileri yardimiyla da yanitlanabilir.
Buna iligkin ¢6ziim yolu da asagida verilmistir :

De Morgan formiilii olarak x'+y'=(xy)' iliskisinin varlig1 bilinmektedir.
xy(x'ty)=xy+txy)'=0
olur (Teorem 3 den). Siz de benzeri ¢alismalarla

xy+x'+y'=1
oldugunu kanitlaymiz.

ORNEK 2. x.y,z birer basit boolien nicelik olduklarina gére
x(y+tz)=xy+xz

esitliginin dualini yaziniz.

Yanit : Toplama ve Carpmaya gore dualite tanimlarindan hareketle

xtyz = (x+ty) (x+2z)
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oldugu yazilacaktir. Gergekte bu problem (6rnek), dagilma ozelliklerinden
biri bilindigine gore, dualite yardimiyla, digerinin nasil elde edilecegini
gostertir.

ORNEK 3. Asagidaki mantik ifadelerini Boole Cebiri i¢in diizenleyiniz.
Bunun i¢in, 6nceden 6ngoriilen karsililiklart animsayimiz !

a) pA~q ; b) ~pvq ; ¢ Dapv(~qvp)] ; d Dv[YAD]
Yanit: a) x.y' ; b)x'®@y; o)l.[x+(y'®x)] ; d) 1+[0.1]
4.9. ALISTIRMA PROBLEMLERI
VXx,y,z € B i¢in asagidaki islemleri yapiniz :

.a) X.(xt+ty)=x ; b)) x+(x.y)=x

a) x+ty=(x'.y") ; b)x.y=(x'+y")

a) x.x'ty)=x.y; b)yx+x'.y)=x+y
Xx.y'=0 & x.y=x

[y.x=z.X Ay.x'=z.Xx"| > y=z
[x+ty=x+z A x'ty=x'+z] =>y=2z
x=0< y=x.y")+'.y) [Poretzky yasasi]

Nk W~

VXi,....xn € 3 1¢in asagidaki kurallar1 kanitlayiniz :

l. x.(yity:+...+yn)= xy1 +Xy2 + ... + Xyn
2. X+ (Yiweyn)=(xX+y).(X+y2) ... (X+ yn)
3.xitFxet . Fxn)'=x". X" .. X'
4, X1.X2...X0)"'=x0"+X2"'+ ..+ Xn'



BOLUM 5

BOOLE FONKSIYONLARI

5.1. TANIM

Sabit deyimi, herhangi tek bir sembol veya belirli tek bir eleman igin
kullanilir. Ornek olarak, 0 ve 1 sabitlerdir. Degiskenler ise x, y, z, ... ile
gosterilen, belirtilmemis herhangi bir eleman yerine kullanilir. Boole
Fonksiyonu ile de, sonlu sayidaki semboller kiimesinin toplama ( +) ; ¢carpma
( . ) ; biitiinleyen ( ' ) islemleriyle olan bir toplulugu ya da bilesimi
(kombinasyonu) anlasilacaktir.

Ornegin, yukaridaki tanima uyan bir Boole fonksiyonu ,

(@a'+b').c+ta.b'.x+0

(x+y+z').(y+2)
x'+xy.z

gibi benzeri goriintiilerde olabilecektir. Bu orneklerde, x,y,z degiskenleri ; a,
b, ¢ bilinmeyen sabitleri ve 0 da bilinen bir sabiti temsil etmektedir.

Boole Fonksiyonlari, ayrintilar ileride goriilecegi gibi, bu 6rneklerin disinda,
diizenli formlar olusturularak incelenir. Buna, uygulama alanina gegcildiginde
baskaca nedenlerle gereksinme oldugu gibi, modern mantikta oldugu gibi
Boole cebirinin de dual icerigi, yine bdyle bir ikili sistem olusturulmasini
adeta ongormektedir. Bu fonksiyonlarin standart bigimleri,

a°®) Ayirict Normal Formda Fonksiyon
b ®) Birlestirici Normal Formda Fonksiyon

olarak adlandirilmaktadirlar. Bunlar sadece bicimsel diizenleme yoniinden
veri-len adlardir ki hemen asagida agiklanmaya baslanacaktir.

X1, X2, ... ,Xn € B} olmak tlizere, B sinifina ait n tane degisken arasinda kurulmus
olan 0zel baz1 fonksiyonlar olarak gortlirler ki, bunlarin yukarida
adlandirilan
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bigimleri, ya toplamlarin ¢arpimlart ya da ¢arpimlarin toplamlar: seklinde
ifade edilebilecektir. Burada her degisken, yerine gore, ( ' ) islemini
bulundurabilir. Ornegin, ayirict normal formda fonksiyonlar ; x,y,z € B
olduguna gore,

Xy ; x'yz+xyz'; x+tyz
goriintiisiinde ; birlestirici normal formda fonksiyonlar ise,
x+tx'ty ; xty)xty'tz)

goriintlisiinde olacaktir. Burada degisken sayisi, fonksiyonlarin niteligini
degis-tirmemektedir. Bu ornekleri n degiskenli bir Boole Fonksiyonu icin de
cogalta- biliriz. Buna bagl olarak Boole Fonksiyonlar1 genellikle, F ya da file
gosterilirler. Ancak ¢ogu zaman degiskenlerin de belirtilmesi gerektiginde bir
fonksiyon F(x), F(x,y), F(x,y,z) , F(x1,...,xn) seklinde ifade edilmis olacaktir.

5.2. SHANNON TEOREMIi

Boole Fonksiyonunun standart bigimlerini incelemeye ge¢meden Once,
onemli sayilabilecek bir teoremin gozden gegirilmesi yararli olacaktir. Bu
Shannon Teoremi olarak adlandirilmakta ve asagida oldugu gibi ifade
edilmektedir :

VX,y,Z,...€ 3 olmak lizere,

(1) f(x,y,z,...)= [x +f(0,y,z,..)] [x '+ f(L,y,z,...)]
(2) f(x,y,z,...)= x.f(l,y,z,...)+x"'.f(0,y,z,...)

dir. Bu teoremler, bu esitliklerin her iki yanindan ayni fonksiyonun elde
edildigi gosterilerek kanitlanmaktadir.

x=1 = x'=0 ve x=0 = x'=1 alindigma gore, (1) de bu degerler ko-
nursa su sonug almnir :

f(l,y,z,...)= [1 +£(0,)y,z,...)] [0+ f(l,y,z,...)] .
Burada, daha onceki bilgilerimizden yararlanarak,

1+f(0,y,z,...)=1
0+f(ly,z..)=1(.y,z,...)
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yazilacaktir. Bunlara gore,

f(ly,z,..)0=1.1f(ly,z,...)
f(l,y,z,...)= f(l,y,z,...)

bulunur ki teorem kanitlanmais olur.

x =1 ve x'=0 i¢in yapilan bu degerlendirmede oldugu gibi bu kez x =0
ve x '=1 ig¢in de tekrarlanirsa, bu kez her iki yandan hareket edildigine gore,

£(0,y,z,...)
bulundugu goriilecektir.

Bu teoremin kanitlanmasinda kullanilabilecek ikinci bir yol da asagida
aciklanmigtir. Bu da ilging bir ¢alisma olarak kayitlarimizda bulunmalidir :
(1) esitligi iizerinde dagilma 6zelligi uygulanirsa,

f(xy,z,...)0= x.x'+x.f(ly,z,..)+x"'f(0y,z,..)+f(ly,z,..) £(0,y,z,...)
olup burada x.x '= 0 dir. x,y,z arasinda bir 6zellik olarak,

3) x+y)x'tz)(ytz)=x+ty)x'+2)
4) Xy+x'z+yz=xy+x'z

iliskileri vardir. Bunlarin varligini okuyucu bir ¢alisma olarak yapmali ve gor-
melidir. Dikkat edilirse, ger¢ekte bunlar birbirinin duali olan esitliklerdir. Bu
ise, onceden konuyla ilgili tartigmalarimiz animsanirsa, birinin kanitlan-
masinin, her ikisinin kanitlanmis olmasi icin yeterli oldugu anlamina
gelecektir.

(3) ve (4) ile ifade edilen esitliklerin varligi bu sekilde s6z konusu edildigine
gbre problemimize doniildiiglinde, son ifadenin

f(x,y,z,...)=x.f(l,y,z,...) +x'.f(0,y,z,...) + f(1,y,z,...) £(0,y,z,...)

seklini aldig goriilerek, (4) ile karsilastirildiginda, x ve x ' niin ¢arpanlari ola-
rak, f (1,y,z,...) bu ifadedeki y nin yerinde olarak, f (0,y,z....) da bu ifadedeki z
nin yerinde olarak diisiiniildiigiinde, tam bir uyum oldugu ve buna gore so-
nucun esitligin ikinci tarafindan ibaret olmasi gerektigi anlasilarak,
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f(x,y,2,...)=x.f(ly,z,...)+x"'.£(0,y,z,...)
bulunacaktir ki, bu sonu¢ da teoremin iddiasindan baska bir sey degildir.
5.3. AYIRICI NORMAL FORM

Boole sinifi i¢inde, xj ve Xj'elemanlarinin bir fonksiyonu,
n

m

2 i [TTxi,xi]

=1 j=1
seklinde diizenlenmisse, buna Aywrict Normal Form denilmektedir. Bu
bigimsel diizen iginde bir Boole Fonksiyonu tanimlandigina goér buna da
Aywrict Normal Formda Fonksiyon adi verilmektedir.* Bu tiir fonksiyonlar,
bir ¢alisma diizeni i¢inde dnf semboliiyle de gosterilmektedirler. Bu dipnotta
aciklanmigtir. Biz de yeri geldikgce ya da gereksinme olduk¢a bunu
kullanacagiz.

Yukarida tanimlanan form ya da fonksiyon ile anlatilan, [] operatorii ile x; ,
xj' degiskenlerinin ( j = 1,2,...,n) i¢in ¢arpimlarindan olusan bir yapidir. Bu
degisik yapilarin herbiri 1 indisiyle diizenlenmis bir bagka operator
tarafindan yeniden yapilandirilmaktadir. 1 = 1,2,...,m ve m < 2" olmak tiizere
fi ile temsil edilen bu fonksiyon, 2. operatorii altinda bu tiir ¢carpimlardan
olusan tek tek ifadelerin toplamlarin1 diizenleyerek fonksiyonu ortaya
koyacaktir. Iste yukarida carpim-larin toplami seklinde ifade edilen bilesim
sekli budur. Bu fonksiyonun dogal olarak bazi 6zellikleri vardir ki bunlarin en
basta geleni, bu fonksiyonda benzer terimlerin bulunamayacagidir. Yani
birbirinin ayn1 olan iki terim bulunamaz. Ciinkii Boole Cebirinden biliyoruz
ki, x+x=x ve x.x=x dir. Ayrica 0 vel in, n degiskene gore ayirici
normal sekilde olduklar1 sdylenebilir.

Boole fonksiyonlariyla ilgili olarak, bazi 6nemli ozellikleri de igeren bir
teorem asagida verilmistir ; inceleyelim :

TEOREM. Boole simifinda, sabit bulundurmayan bir fonksiyon, ayirici
normal formda bir fonksiyondur.

Kanit : Icinde sabit bulundurmayan, n tane keyfi degiskenin bulundugu bir
fonksiyon F ile gosterilmis olsun. Eger F fonksiyonu, X ve Y fonksiyonlarinin
(X+Y)' ve/lveya (XY)' seklindeki ifadelerini iceriyorsa, De Morgan For -

(*) Ayirict Normal Form = Disjunctive Normal Form = dnf
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miilleri uygulanarak bunlar sirasiyla X '. Y ' ve/veya X'+ Y 'seklinde ifade
edilebileceklerdir. Gerekli oldugu zaman da, bu islemlere ardisik olarak
devam edilir. ( ' ) ile ilgili islemler, yalniz bir tek x; ' degiskeninde
goriiliinceyedek ardisik islemler yapilir. Ayrica ( . ) lizerinde ( + ) nmin
distribiitif olma 06zelligi kullanilarak, F fonksiyonu bir polinom sekline
sokulabilir, yani diizenli bir bigim almas1 saglanabilir.

Simdi bir 6zel durum olarak, herhangi bir ti teriminin xj ve xj ' yii bulundur-
madiginm1 digtinelim. Bu terim xj + xj ' ile carpilabilir. Ciinkii biliyoruz ki
carpma i¢in birim eleman 1 dir ve esasen xj +x;'=1 dir. Demek ki bu islem
yardimiyla F de bulunmayan degisken, bu fonksiyona boylece sokulabilir.
Yani, bu sekilde, j = 1,2,...,n olmak iizere xj ve xj ' degiskenlerinin her
terimde bulundurulmasi saglanmis olacaktir. F fonksiyonu, esdeger bir
fonksiyonla, ancak bi¢imsel yonden istenildigi gibi diizenlenmis bir sekilde
yer degistirmis olacaktir. Eger bu ¢alisma sirasinda es terimler ortaya cikarsa,
onceden konu edilen ilke uyarinca ve x + x = x ; x . x = x olduklari
animsanarak, bir sadelestirme yapilmasi olanaklidir.

ORNEK . F=(xy'+xz)'+x"' fonksiyonu veriliyor. Fonksiyonu ayirici
nor-mal formda ifade edelim.

F=xy'txz)'+x' De Morgan
=xy")'.(xz)'+x' De Morgan
=[x'"+(y")][x'+tz']+x"' Cift Degilleme
=[x'+y][x'+z']+x' Dagilma Ozelligi
=x'x'+x'z'tyx'tyz'+x' Komutatif Ozelligi ve x.x = x den
=x'+x'+x'ytx'z'tyz' X +x =x den

:X'+X'y+X'Z'+yZ'
bulunur ki fonksiyon istenilen sekli almistir.
ORNEK. f=xy fonksiyonu veriliyor. Bu fonksiyona, burada goriilmeyen
bir z degiskenini dahil etmek istiyoruz. Bu asagidaki islemler yardimiyla

olanak-lidir.

Yeni degisken z olsun. Biliyoruz ki z+z'=1 dir. Diger taraftan, carpmanin
birim elemani 1 oldugu i¢in 1. f=f dir. Oyleyse,

f=xy » f.l=xy.1 » f=xy(z+z') > f=xyz+txyz'
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olarak fonksiyon bu yeni degiskenle ve eskisiyle esdegerde olmak {lizere bigim
degistirmis olmaktadir. Son islem sirasinda dagilma 6zelliginin uygulandig
goriilmektedir.

ORNEK.G=x'yz+xyz+x'yz'+xyz' fonksiyonu veriliyor. Bunun
ayirict normal formda bir fonksiyon oldugu (tanimdan hareketle) goriilmek-
tedir. Onceki 6rneklerin aksine bazi problemlerde de fonksiyonun sadelestiril-
mesi istenebilmektedir. Hatta ileride bu kavram bashibasina bir konu
olacaktir. Simdi bu fonksiyonu en sade bicimde ifade etmek isteyelim. Bu
amagla asagidaki islemler yapilacaktir ; izleyelim :

G=x'yz+xyz+x'yz'+txyz'

=x'tx)yzt+t(x'+x)yz' Dagilma 6zelligi
=l.yz+1l.yz' x+x'=1 den

=yz+tyz' 1 in birim eleman olmasindan
=y(z+z") Dagilma 6zelligi

=vy.l z+z'=1 den

=y 1 in birim eleman olmasindan

bulunur. Buna gore, sonug olarak
G=x'yz+txyzt+x'yz'txyz' =y
demektir. G fonksiyonu bu derece sadelesebilmistir.

5.4. TAM AYIRICI NORMAL FORM
(BIRINCI KANONIK SEKIL)

Tam ayirici normal formda 2n tane terim varsa buna Tam Aywrict Normal
Form ya da Birinci Kanonik Sekil denir. Bu tanimdan ¢ikacak diger bir sonug,
n tane degisken i¢in yazilmis olan boyle bir fonksiyonda her terimde her
degisken, kendisiyle ya da biitiinleriyle temsil edilecektir. Bu 6zellikteki bir
fonksiyona da Tam Aywict Normal Formda Fonksiyon ya da Fonksiyonun
Birinci Kanonik Sekli denilecektir. Yukaridaki son Ornegimizdeki G
fonksiyonu tam olarak bu ozellikte bir fonksiyondur. Goriliyor ki x.y,z
degiskenleri her terim-de c¢arpanlar halinde bulunmakta ve her degiskenden
bir tanesi bu carpanlardan biri olarak yer almis olmaktadir. Bir onceki alt-
baslik i¢inde ifade edilmis olan teorem bu fonksiyonun yapilanmasina 1s1k
tutmaktadir. Oradaki ilkelerden hareket edilerek, bir fonksiyon bu bigimde
ifade edilebilecektir. Ayrica bu konuda asagidaki teoremin incelenmesi
konumuza 6nemli katkilarda bulunacaktir.
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Bu teoremin kanitlanmasini kolayca yapabilmek icin, herhangi bir xj ve xj'
nin katsayisinin tam ayrici normal forma 6zdes olacagini varsayacagiz. Bu su
de-mektir. Fonksiyonun goriilen terimlerinin katsayis1 1, goriilmeyen
terimlerinin katsayis1 O dir. Esasen yukarida terim sayisinin, n degisken sayisi
olmak {iizere, 2 nin n.kuvveti kadar olacag: diislincesi ve tanimi bu temele
dayanmaktadir. Yoksa her ayirict normal formda bir fonksiyonun biitlin olasi
terimlerini gérmek gibi bir yaklasim yanlis oldugu gibi, biitiin fonksiyonlar
birbirinin ayn1 ya da benzeri olacak demektir. Iste bu yaklasimla denilebilir
ki, bu tir bir fonksiyonun 1 e 0Ozdes olmasi, fonksiyonun islevsel
gecerliliginin - kanitidir ki 1 de buradaki terimlerin katsayist olarak
goriilmektedir. Carpanlara ayirma islemi yardimiyla xj degiskeni yok
edilebilir. Bu islem diger degiskenleri yok etmek i¢in de ardisik olarak
uygulanabilir ve sonucgta fonksiyon 1 e indirgenmis olur. Bu ac¢iklamalar
15181nda, teoremi ifade edelim ve kanitlayalim :

TEOREM. n degiskenli bir tam ayirici normal formda, terimlerin herbiri
key- fi fakat belirli bir tarzda degerlendirilerek 0 veya 1 ile gosterilirlerse,
tam bir terimin degeri 1, digerlerinin 0 olur.

Kanit : xi, xo, ..., Xxn de8iskenlerinin alabilecegi degerler sirasiyla ai, as,..., an
olsun. Tam Ayirict Normal Formda, 1= 1,2,...,n olmak iizere Vxi i¢in

ai=1=>xi ; a=0 = xi'

kullanalim. Bu sekilde secilmis bir terim, n tane 1 in ¢arpimidir. O halde bu
da 1 dir. Ayirict Normal Formun diger terimlerinde en az bir 0 carpam
buluna-caktir. Oyleyse bunlar 0 dir.

Sonug 1. Bu teoremden iki fonksiyonun esitligine dair su 6nemli sonucu ¢ika-
rabiliriz : Eger karsilikli gelen ayirict normal formlart ayni terimleri
bulunduru-yorlarsa, bu iki fonksiyona egsitfir denir.

Eger terimleri biribirinin ayni ise, iki fonksiyonun esit olduklar1 apaciktir.
Aksi-ne iki fonksiyon esitse, her degiskenin degeri, her tirlii secimde ayni
olmalidir. Ozel olarak, 0 ve 1 degerler kiimesi i¢in ayn1 degerde olduklar
varsayilabilir. Teoremin ifadesinden 0 ve 1 icin terimlerin tek tiirli
degerlendirilebilecegi olanakli goriilmektedir. O halde normal formlar ayni
terimleri igerir.

Sonu¢ 2. Boole Cebirinde bir 6zdeslik kurabilmek i¢in, 0 ve 1 in biitiin
kombi-nezonlariyla, her fonksiyonun degerini belirlemek yeterlidir. Bir
fonksiyonun
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degeri, fonksiyondaki degiskenlerin alabilecekleri degerlerin sonucuna gore
belirlenir. Bu 1ise, bu tiirlii bir degerlemenin, bir tablo yardimiyla
gerceklestirilebilecegini akla getirmektedir. Ozellikle devre tasariminda bu
yontem, Boole Fonksiyonunun belirlenmesi bakimindan c¢ok elverisli ve
kullanilighdir. Bu tiir bir tablo verildiginde, sezgi ve arastirma yoluyla ve
ayrica yukarida verilmis olan tanimlar, 6zellikler ve teoremler de gézoniinde
bulundurularak, fonksiyon yazilabilir. Her kosul kiimesi ic¢in, buna karsilik
gelen ve ayirict normal formda olan bir terim bulunur. Bu terimlerin toplami
fonksiyonu belirler.

Fonksiyonun tablo yardimiyla belirlenmesi isi, baslibasina bir konu olarak,
uygulanmasindaki inceliklerle birlikte daha ileride ele alinacaktir. Hatta bu
yontemi farkli alanlarda da kullanma diisiincesi egemendir. Bu nedenle, buna
dair ¢alismalarimiz1 biraz erteleyerek, daha once diger formu gozden ge-
cirmek ve bu form i¢in de uygulama alami olacak tablo diizenleme isini
birlikte analiz etmek suretiyle, bir isi iki kere anlatmadan yapmakla daha
ekonomik davrandigimizi diisiinebiliriz.

5.5. BIRLESTIRICI NORMAL FORM

Bundan once inceleme konusu yapilmis olan Ayiricti Normal Form'dan farkl
olarak, bir Boole Fonksiyonu' nun bir ifade bi¢iminin de Birlestirici Normal
Form oldugu onceden de belirtilmistir. Dual sistemi tamamlayan bu
yapilanma bi¢imi, toplamlarin ¢arpimi seklinde (slogan halinde) 6zetlen-
mistir. Bu form da yerine gore, kullanma agisindan, yararlanilabilecek bir
yapisal diizenlemedir.

Boole sinifinda xj ve/veya xj ' niin bir fonksiyonu,

m n

[T fi[2 xj,x']

i=1 =1
olacak sekilde verilmisse, buna Birlestici Normal Form ve bu yapiya uygun
olarak tanimlanmis fonksiyona da Birlestirici Normal Formda Fonksiyon
denilecektir.* Bu tiir fonksiyonlar kisa olarak, yani sembolik anlamda cnf
yazilarak da gosterilebilmektedir. Yeri geldiginde, bu sembol kullanilacaktir.

Bu yapilanmanin igeriginde, esas itibariyle xj ve/veya xj' elemanlarmin X
operatoriiniin gosterdigi islem dogrultusunda bir takim toplamlar olustura-
caklar1 anlasilmaktadir. j = 1,2,...n olmak {izere, n degisken i¢in bu
kombinasyon, ¢esitli

(*) Birlestirici Normal Form = Conjunctive Normal Form = cnf



143

kombinasyonlarin olusmasina olanak taniyacaktir. Iste bu tiirlii olusan toplu-
luklarin [] operatorii i¢inde toplanmasi, onlarin birer ¢arpan olduklarini
aciklamak icin yeterlidir. Bu kavrami genisletirken, bir taraftan da, Ayirici
Normal Form i¢in olugan kavramlarin, bu forma adaptasyonu diistiniilmelidir.

TEOREM. Sabit bulundurmayan her Boole Fonksiyonu, Birlestirici Normal
Formda bir fonksiyondur.

Ayirict Normal Form igin incelenmis ve Onerilmis olan teoremin, sadece
yapisal fark goézoniinde tutularak tekrarlanmis olmasindan baska bir 6zelligi
yoktur. Bu nedenle ayrica kanitlanmast gibi bir ¢aba i¢inde olunmayacaktir.
Sadece asagidaki 6rnek kanimca bu agiklamaya katkida bulunabilecektir.

ORNEK. F = (xy'+ x z) '+ x " fonksiyonunu, birlestici normal formda
yaziniz.

Goriildugi gibi bu ornekteki F fonksiyonu, diger form incelenirken, ilk 6rnek
icin segilen F fonksiyonudur. Istenileni gerceklestirmek icin asagidaki islem-
leri yapmak gerekecektir ; izleyelim :

F=xy'txz)'+x' De Morgan
=[xy)'.(x2)"]+x'
=[x'+(y"'[x'+z']+x"' Cift Degilleme
=[x'+y][x'+z']+x' Dagilma Ozelligi
=[x'"t+x'+ty][x'+x"'"+z"] x'+x"'=x"den

=[x Hylx 2]
olur ki bu da fonksiyonun enf halidir.

5.6. TAM BIRLESTIRICI NORMAL FORM
(IKINCI KANONIK SEKIL)

n degiskenli bir birlestirici normal formda 2» tane terim bulunuyorsa, buna
Tam Birlestirici Normal Form ve bu yapidaki bir Boole Fonksiyonuna ise
Tam Birlestirici Normal Formda Fonksiyon ya da Fonksiyonun Ikinci Kano-
nik Sekli denir.

TEOREM. n degiskenin her birine keyfi fakat belirli bir tarzda 0 veya 1 de-
gerleri verilirse, tam birlestirici normal formun tam bir ¢arpan1t 0 degerini,
diger carpanlariysa 1 degerini alacaktir.
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X1,X2,...,Xn degiskenlerinin alabilecekleri degerler sirasiyla ai,a.,...,an ise, VXi
i¢in, (1= 1,2,...,n) olmak lizere,

ai=0=>xi ; a=1 = xi'

olarak alinirsa, ¢carpanlardan biri 0, digerleri 1 olur ki uygun carpan 0 olani-
dir. Sonucta fonksiyon 0 a esittir.

SONUC. iki fonksiyonun esit olabilmesi, ancak ve ancak n degiskenli
birlesti- rici normal formlarin esit olabilmesiyle olanaklidir.

ORNEK. F=(x"'+y)(x'+z" Toplamada 0 1n birim e. olm.
=x'"ty+0)x'+0+z" zz'=0, yy'=0dan
=x'tytzzx'tyy'+tz') Dagilma 6zelligi

= () Fy T Y2y F 2y )
=y Ty 2y )

bulunur. Goriildigi gibi son sekliyle fonksiyon Tam Birlestirici Normal
Form’dadir. Son islemdeyse, birbirleriyle aynt olan x ' + y + z '
carpanlarindan biri elemine edilmistir. Clinkii biliyoruz ki X . X = X dir.
Ayrica bu husus bir ilke halinde 6nceden sunulmustur.

Gergekte bu ornekteki fonksiyon, 6nceden Tam Ayirict Normal Form iginde
de incelenmis olan (xy ' + xz) ' + x ' fonksiyonunun diizenlenmis bir
bi¢cimidir. Daha 6nce bu fonksiyonun Ayirict Normal Formda diizenlemesi
yapilmistir. Gortliiyor ki burada da aynmi fonksiyonun Birlestirici Normal
Formda diizenlemesi yapilabilmektedir.

5.7. FONKSIYONUN BUTUNLEYENI

Bir Boole Smifina ait bir fonksiyon f ise, bunun biitiinleyeni de,
degiskenlerde oldugu gibi yine (') yada () sembollerinden biri kullanilarak
gosterilecektir.Bu kitapta, dnceki uygulamalarimizda oldugu gibi, ilk sem-
boliin kullanilmasi yeglenecektir. Yani bir f fonksiyonunun biitiinleyeni f'
ile gosterilecektir. Buna Biitiinler Fonksiyon da denilebilmektedir.

Fonksiyonun biitiinleyeni, her iki form ic¢in degismeyen bir anlatimla
tanimlanacaktir. Ciinkii burada , formlarin i¢ yapilarinin degismeyecek olmasi
esastir. Bu olusumda, hangi formda olursa olsun, tam anlamiyla benzesen
teoremler anim-
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sanirsa, her ikisinde de sadece 2" tane terimin varligindan s6z edilmektedir.
Bu fonksiyonlarda farkli olan biricik etken, birim eleman' in degismis
olmasidir. Oysa biitlinler fonksiyon da ilk fonksiyonla ayni bi¢imsel diizen
icinde olacak ise demek ki birim elemanin bu sonug¢ iizerinde -etkisi
bulunmayacaktir. Simdi biitin bu ag¢iklamalardan sonra fonksiyonun
biitiinleyeninin tanimina gegilebilir.

Bir f € B fonksiyonu, ister Tam Ayirict Normal Formda (dnf) ya da ister Tam
Birlestirici Normal Formda (cnf) olsun, n tane degisken i¢in kurulu oldugu
varsayimina gore, en fazla 2n tane terim bulunduracaktir. Kuskusuz bu terim-
lerin katsayilarinin 1 ya da 0 olusuna gore, bunlarin bir kism1 goriilecek bir
kismiysa goriilmeyecek'tir. Goriilen terimler (carpanlar) f fonksiyonuna ait
ise, gorlinmeyen terimler (carpanlar) da fomksiyonun biitiinleyenini
olusturacak- lardir. Bu tanima gore f de olan terimler (¢arpanlar) f'de ; f' de
olan terimler (carpanlar) f de bulunamayacaktir. Buna gore, terimler itibariyle
f+ f'=2n adet olacaktir.

Asagidaki  Ornekler, verilmis bir fonksiyonun biitliinleyeninin nasil
bulunacagini yeterince agiklamis olacaktir.

ORNEK. F = (x+y')(x'+y) fonksiyonunun biitiinleyeni F' = (x+y)(x'+y") dir.
Ciinkii F fonksiyonun x ve y gibi iki de8isken icermesi 2n = 2% = 4 farkl ¢ar-
panin bulunmasi gerektigini anlatmaktadir. Bu temel sayiya gore, bu
carpanla-rin neler olabilecegini siralayallm: x+y ; x+y'; x'+y ; x'+
y ' . Simdi bunlardan hangilerinin F de bulunduguna bakalim : 2. ve 3. si
fonksiyonu olusturan carpanlardir. Oyleyse geriye kalanlar, biitiinler
fonksiyonu olustururlar. Buna gore F'= (X +y)(x'+y"') bulunur. Bu da
yukaridaki ile ayn1 sonugtur.

Bu tiir calismanin daha pratik uygulamalar1 bulunabilir. Boyle bir calisma
asagida gosterilmistir.

ORNEK. F= xyz'+xy'z'+x'y'z"' fonksiyonunun biitiinleyeni
nedir ?

n = 3 olup, dnf i¢in 2n=23=8 farkl terim olusacaktir. Bunlar1 F de olanlar
F de olmayanlar olarak siitunlayip siralarsak F ' kendiliginden ortaya ¢ikmis
olur. Burada pratik bir yaklasim da x, y, z degiskenlerine gore sekiz ¢esidi
olustururken, durum tablosu yazilisindaki kuraldan yararlanmaktir. Bu da 8 in
yarist olarak once x in 4 olumlu sonra da 4 olumsuz durumunu siralamak,
sonra y i¢in yine ikili boéliistiirmelerle 6nce olumlu sonra olumsuzlarini
siralamak ve son olarak benzeri isleri z i¢in yapmaktir.
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Terimler F de olanlar F de olmayanlar (F ' de bulunacaklar)

) xyz - Xyz

2) xyz' Xyz' -

3) xy'z - Xy'z

4) xy'z' xy'z' -

5) x'yz - x'yz

6) x'yz' - x'yz'

7y x'y'z - x'y'z

g x'y'z' x'y'z' -

Simdi kolayca,

F'=xyz+xy'z+x'yz+x'yz'+x'y'z

oldugu yazilabilecektir. Burada terimler sayis1 bakimindan bir test yapilirsa, F
in 3 terimden olusmasi, F + F ' = 23 = 8 ilkesinden hareketle F ' niin 5
terimden olusmasini gerektirecektir ki bu da bulunan F ' fonksiyonunun terim
sayisidir.

5.8. TANIM TABLOSU

Boole Fonksiyonlarinin tanimlanmasi cesithi sekillerde
gerceklestirilebilmekte- dir. Bunlardan biri de 7amim Tablosu' nun
diizenlenmesidir. Bu tablonun esasi, dogruluk deger tablosunun ilkeleriyle
cakismaktadir. Bu nedenle, Onceden hayli bilgi sahibi oldugumuz bu
kavramdan yararlanmak, ag¢iklamalarimiz icin kolaylik saglayacaktir.
Tabloda, 6nermelerin yerlerinde degiskenler, onerme polinomu ya da standart
bicim yerinde de fonksiyon yazilmis bulunacaktir. Boyle bir tablo 6rnegi
asagida goriilmektedir.

x vz f(x,v.z) Butabloiletanimlanan f fonksiyonunun formu (bigimi)
111 1 Demek oluyor ki, fonksiyon tablo yardimiyla burada oldugu
110 0 gibi tanimlandig takdirde , her iki formu da icermektedir.
101 0 Iste bu yaklasim, tablo ile tanim yapmanin, probleme biraz
100 0 daha genel bakmanin bir yolu gibi goriilmektedir.

011 1

010 1 Bu tablodan yararlanarak, fonksiyon

001 0

000 1 a) Tam Ayirict Normal Formda (dnf),

b) Tam Birlestirici Normal Formda (cnf)
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ifade edilebilecektir. Bunun igin gerekli agiklamalar asagida yapilmistir.
Ancak ilke olarak gozetilmesi gereken en Onemli husus, bu yolla
fonksiyonlarin ancak Tam olmalar1 hali yazilabilmekte (tanimlanabilmekte)
dir.

a) Tam Ayiric1 Normal Formda Fonksiyon i¢in : Bu fonksiyonda i¢ islem
carpma'dir. Carpmanin birim eleman: 1 dir. Oyleyse tabloda f(x,y,z) = 1 olan
satirlar secilecek ve x,y,z degiskenleri i¢in siralanan degerlere bakarak, bu
satirlardaki 1 ler i¢cin degiskenin kendisi, O lar icin degiskenin biitiinleyeni
almarak bunlarin ¢arpimlar1 olusturulacaktir. Bu islem 1 olan her satir i¢in
yapildiktan sonra, bu sekilde elde edilen carpanlarin toplami fonksiyonu
verecektir.

Bu ac¢iklamalar1 6rnegimize uygulayalim :

Tablomuzda fonksiyonun 1 oldugu satir numaralar : 1, 5, 6 ve 8 dir. Bu satir-
lar i¢in ¢arpanlar yazilirsa, sirasiyla: xyz ; x'yz ; x'yz' ; x'y'z'
olur. Bunlarin yazilis kurali yukarida aciklandigi gibi olup, okuyucu bir de
bunlar tizerinde kontrol yapmalidir. Simdi fonksiyon,

f(xy,z)= xyz+x'yz+x'yz'+x'y'z'
seklinde ifade edilmis olacaktir.

b) Tam Birlestirici Normal Formda Fonksiyon i¢in : Bu fonksiyonda i¢ islem
toplama'dir. Toplamanin birim eleman: 0 dir. Oyleyse tabloda f(x,y,z) = 0
olan satirlar secilecek ve x,y,z degiskenleri icin siralanan degerlere bakarak,
bu satirlardaki 0 lar i¢in degiskenin kendisi, 1 ler iginse degiskenin
biitlinleyeni alinarak bunlarin toplamlar1 olusturulacaktir. Bu islem 0 olan her
satir i¢in yapildiktan sonra olusan terimler, ¢arpanlar halinde ifade edilerek
fonksiyon ortaya konmus olacaktir.

Bu aciklamalar1 6rnegimize uygulayalim :

Tablomuzda fonksiyonun 0 oldugu satir numaralari, sirasiyla : 2, 3, 4 ve 7 dir.
Bunlar i¢in olusan terimler yazilirsa, x'+y'+z ; x'+y+z'; x'+ty+z
; X +y+z' bulunacaktir. Bunlarin yaziliglarinin kurala uygunlugu, kontrol
edil-melidir. Bunlarin ¢carpimlar1 olusturulursa,

fxyz)=x+tytz)x'ty+tz)x'ty+tz)x'+y'+2)
olur.
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Yukaridaki ornek bazi 6zelliklerin ipuglarin1 vermektedir. Tanim tablosuna
bakarak, fonksiyonun formlara gore nasil yapilar olusturacaklar1 ; 1 ve 0
sayila rina bakarak sec¢ilen forma gore ka¢ carpan ya da terim igerecekleri ;
biri i¢in yazildiginda yazilmayanlar icin fonksiyon yeniden diizenlendiginde
bunun ilkinin biitiinler1 olacagr ; bu tablo yardimiyla formlar arasinda
degisimlerin gerceklestirilmesinin olanakli oldugu ; aymi bir fonksiyonun her
iki formda da ifade edilebilecegi ; 6zel durumlar dikkate alinirsa tablonun iki
0zel durumunda ancak bir cins fonksiyonun yazilabilmesine izin verecegi
tesbitlerimiz olarak siralanabilir.

Burada sozii edilen iki 6zel durum tablolar1 agagida verilmis olup, inceleyelim

X v z f(xy2) X v z f(xy.2)
1 11 1 1 11 0
1 10 1 1 10 0
1 01 1 1 01 0
1 00 1 1 00 0
011 1 011 0
010 1 010 0
0 01 1 0 01 0
0 00 1 000 0
Tablo 1 Tablo 2

Bu iki tablonun fonksiyonu tanimlayan degerleri sadece 1 ve sadece 0 oldugu
i¢indir ki bir 6zel durum gostermektedirler. Tablo 1 ile tanimlanan fonksiyon
ancak Tam Ayirict Normal Formda ; Tablo 2 ile tanimlanan fonksiyon ise an-
cak Tam Birlestirici Normal Formda ifade edilebilecektir. Goriiliiyor ki
bunlarin diger formda ifade edilebilme sanslari hi¢ yoktur. Nigin ? Ciinkii her
iki halde de f(x,y,z) fonksiyonunun biitiinler fonksiyonu yazilamaz. Ayrica bu
fonksiyonlar, birim eleman esas alindigi icin, kendine 0zgii formda
yazildiginda 2" tane terim ya da ¢arpani igermis olacaklardir. Yani fonksiyonu
tam olarak temsil edeceklerdir.

Bu iki yapilanma, mantik agisindan degerlendirilirse, yine modern mantigin
ve Boole Cebirinin karsililiklarini animsayarak, Tablo 1 in bir Totoloji
tablosu ; Tablo 2 nin ise bir Celisme tablosu oldugu goriilmektedir. Demek ki
burada da ug¢ noktalardaki bu iki 6zel durum, fonksiyon yapilanmasindaki
0zel durumlar1 temsil etmis olmaktadir. Simdi bu tablolara gore fonksiyonlari
yazalim :
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Tablo 1 ile tanimlanan f (x,y,z) fonksiyonu ,
f(X,y,2) =xyz+xyz'+xy'z+xy'z'+x'yz+x'yz'+x'y'z+x'y'z' ;
Tablo 2 ile tanimlanan f (x,y,z) fonksiyonu ,
f (X,y,2) = (x+y+z)(x+y+2)(x+y'+2)(x+y +2 )(x +Fy+z)(x +y+z (X +y +2)(x +y 42 )

seklinde ifade edilmis olacaklardir. Goriiliiyor ki her ikisinde de olmasi
gereken terimlerin (¢arpanlarin) tamami vardir.

Bu calisma sonunda ortaya konabilecek 6nemli bir sonug, bu 6zel durumlar
dikkate alindiginda, her fonksiyonun biitiinleyeninin yazilamayacagidir.
Ancak bu sonu¢ da sadece bu fonksiyonlara 6zgiidiir.

Tablo ile tamim gergekte su anlama gelmektedir. f (x1,X2,...,xn) fonksiyonu
belir-lenen formlarin disinda rastgele bir yapida da verilse, xi,xs,...,Xn
degiskenlerinin alacagr degerlere karsin fonksiyonun alacagi degerler
hesaplanabileceginden, bu yolla bir tanim tablosu diizenlenmesi olanakl1 olur.
Tablo ortaya ciktiktan sonra ondan, amacimiza uygun bir sekilde yararlanila-
bilecektir. Bu amacla diizenlenmis asagidaki 6rnegi inceleyelim :

ORNEK. 1. f(x,y)= y(x+y)+(xy" ' fonksiyonu veriliyor. Bunun tanim
tablosunu diizenleyelim. Tablodan yararlanarak, fonksiyonu, a) Tam ayirici
normal formda ; b) Tam birlestirici normal formda ; ifade edelim :

Degiskenler x ve y olarak n = 2 oldugundan 2> = 4 olarak buna kars1 gelen de-
gerlendirmeler yapilacaktir. Bunlar asagidadir :

x vy f(xy)
fxy)=f(L,LH)=1A+D+(1.0)'=1.1+0'=1+1=1 11 1
fxy)=f(1,00=0(1+0)+(1.1)'=0.1+1'=0+0=0 10 0
fy)=fO0,)=10+D+©0.0)'=1.1+0'=1+1=1 01 1
f(x,y)=f(0,00=00+0)+(0.1)'=0.0+0'=0+1=1 00 1

Bu sonuglardan yararlanarak diizenlenmis tablo iistte goriilmektedir. Bu, prob
lemimizdeki fonksiyonunun tanim tablosudur.Tablo yardimiyla fonksiyon a)
ve b) de istenilen formlarda yazilabilecektir.

a)Fonksiyonun 1 degerini aldig1 satirlar dikkate alininca fonksiyon Tam
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Ayirict Normal Formda ifade edilebilecektir.
fxy)=xy+tx'y+x'y'

b) Fonksiyonun O degerini aldigi satir dikkate alinarak fonksiyon Tam
Birlestirici Normal Formda ifade edilebilecektir.

fxy)=x"'+y

Bu sonuglardan bir bagka tiirlii yararlanilabilecektir. Daha o6nce iki
fonksiyonun esitliginden s6z edilmistir. Simdi buna yeni bir tanim getirmek
olanag vardir :

Tamim : Tanim tablolar: ayni olan iki fonksiyon egsittirler.

Simdi bu yeni tanimdan hareket ederek,

fxy)=yx+y)+(xy)' =xy+tx'y+tx'y' =x"+y
oldugu yazilabilecektir.

Bu esitliklerin varligi, dnceki 6rneklerimizde de yapildigi gibi, bir takim he-
saplamalar yoluyla gosterilebilir. Nitekim bunun biri asagidadir :

fy)=yx+y)+xy)'
=yx+tyyt[x'+@')]
=xyt+ty+tx'+y
=xy+ty+x'
=(x+1)y+x'
=]l.y+x'
:X""y

dir. Bu fonksiyonun Tam Birlestirici Normal Formdaki ifadesidir. Diger
formdaki ifadesi de i¢ diizenlemeler yardimiyla kolayca elde edilebilir.
Asagida izliyoruz (yukaridaki sonuctan devam ederek) :

fy)=x"+y
=x'(yry)rxtxly
=x'ytx'y'txy+x'y
=xy+tx'yt+tx'y'
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olup bu da fonksiyonun Tam Ayirict Normal Formdaki ifadesidir.

ORNEK. 2. f(x,y,z) =x (y'+z)+z' fonksiyonu veriliyor. Tanim tablosunu
diizenleyerek fonksiyonu dnf ve enf i¢in ifade edelim.

Degiskenler x,y,z olarak n = 3 oldugundan, 2* = 8 durum vardir. Bunlarin her-
biri i¢in fonksiyon hesaplanacaktir :

fxyz2)=f(1,L,LH)=11"+1)+1'=1(0+1)+0=1+0=1
f(xy,z)=f(1,1,00=1(1'+0)+0'=1(0+0)+1=0+1=1
f(xy,2)=f(1,0,)=10"+1)+1'=1(1+1)+0=1+0=1
f(x,y,2)=f(1,0,0)=1(0"+0)+0=1(1+0)+1=1+1=1
f(x,y,2)=£(0,1,1)=0(1'+ )+1'=0(0+1)+0=0+0=0
f(x,y,z)=£(0,1,0)=0(1'+0)+0'=0(0+0)+1=0+1=1
f(x,y,2)=1(0,0,)=00"+1)+1'=0(1+1)+0=0+0=0
f(x,y,2) =£(0,0,0)0=0(0"+0)+0=0(1+0)+1=0+1=1

xyz fxyz) olur ki bu sonuglara gore diizenlenmis tanim tablosu
yan tarafta goriilmektedir.

111 1

110 1 Artik tablodan yararlanarak, fonksiyonu istenilen form-

101 1 larda ifade etmek olanagi vardir :

100 1

011 0 a) dnf icin : Tabloda 1 degerinin bulundugu satirlara

010 1 bakarak ;

001 0

000 1 f(x,y,2) =xyz+xyz'+xy'z+xy'z'+x'yz'+x'y'z'

b) enf i¢in : Tablodaki 0 degerinin bulundugu satirlara
bakarak ;

f(xy,z)= xX+ty'+z")(x+y+z')
olduklar1 yazilacaktir.
5.9. FONKSIiYONUN GRAFIK iLE GOSTERILIiMi

Bir Boole Fonksiyonu, ona 0zgii yaklasimlarla, grafik yontemler kullanilarak
betimlenebilir ve hatta tanimlanabilir. Bunlarin ¢esitleri ve nasil kullanildikla-
rina dair yeteri kadar bilgi asagida verilmis olacaktir.
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5.9.1. Analitik Gosterilim
Bir Boole Fonksiyonunun degisken sayisina bagli olarak bu gosterilimi, daha

cok dogru noktalar: isaretlemek seklinde yapilir. Bu gosterimlerin sembolik
yapilar1 asagidaki sekillerde goriilmektedir.

F tek degiskenli fonksiyon ise F iki degiskenli fonksiyon ise
n=1 hali, F(x) n =2 hali, F(x,y)
y
; - x 01 11
0 1
p X
00 10
Sekil 1 Sekil 2

F ti¢ degiskenli fonksiyon ise
n =3 hali , F(Xl,X2,X3)

%

T001 011

101 111
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n =3 icin elde edilen grafik gosterimdeki sekile (sekillere) hiperkiip (hyper-
cube) denilmektedir.

F ¢ degiskenli fonksiyon ise
n =3 hali, farkl bir gosterilis

010 110
000 100
011 | 111
001 101

Sekil 4

F dort degiskenli bir fonksiyon ise
Birim eleman esas alinarak, farkli bir gosterilim (kiibik)

Sekil 5

F fonksiyonu dort degiskenli ise
n =4 hali . F(Xl,X2,X3,X4)

Sekil 6
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F dort degiskenli bir fonksiyon ise
n =4 hali , farkl bir gosterilis

F fonksiyonu bes degiskenli ise
n = 5 hali ; birim eleman esas alinarak 6zel bir gosterilim

/J _____ m—
//
d=1,e=0
1
} |
1 t
| |
| |
| |
| |
j I I S -
” ”
w24 s
d=0,e=1 d=e=0

Sekil 8
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Yukaridaki gosterim bigimlerinde farkli yaklasimlar sergilenmistir. Ozellikle
degisken sayisi arttikca gosterim giicliigii palyatif bazi yaklagimlari zorunlu
hale getirmektedir. Bizim deginmis oldugumuz n = 4 olmas1 halindeki her bir
gosterim farkli bir aciklamay1 gerektirmektedir. Ornegin Sekil 6 daki
gosterimde, sonuncu bilesen distaki kiib icin 1 ve igteki kiib i¢in 0 dir. Diger
bilesenlerin herbiri, lic boyutlu uzaydaki gosterimde oldugu gibi distaki ve
icteki kiibiin {lizerinde bulunurlar. Bu sekil i¢in soyle de distniilebilir.
Koseleri iligkilendirilmis igice iki kiibilin toplam koseleri sayist 16 dir. Oysa
dort degisken igin du-rumlarin sayist da 16 dir. Oyleyse burada bire-bir
esleme sOzkonusudur ki bu bigimsel diizenleme, dort degiskenli bir Boole
Fonksiyonunu betimleyebilecek- tir. Ornegin Sekil 7 de izlenmesi ya da
coziimlenmesi daha kolay bir gosterilis bigimi yer almaktadir. Bu hiperkiipte,
sekiz tane kiib bulundugunu goérebiliyor musunuz ?

Uyar : Bu gibi sembolik caligmalarda, kiib deyimiyle, geometrik anlamda, bi¢imsel yonden
diizgiin bir kiipten ¢ok, ona benzeyen ancak idealde dyle olmasi diisiiniilen bir sekilden s6z
edilmektedir. Buradaki seklimizde de sozii edilen kiiplerin higbiri diizgiin degildir. Biz ,
onlar1 , oyle gordiiglimiizii séylemis oluyoruz.

Sekil 8 de daha ilging bir tarz kullanildig1 goriilmektedir. Sekildeki d ve e
secil-mis iki degiskenin alacag: degerleri gostermektedir. Ustteki iki kiib d =
1 icin, alttaki iki kiib d = 0 i¢in ; soldaki iki kiib e = 1 i¢in, sagdaki iki kiib e =
0 icin diizenlenmistir. Bu sekil 5 degiskenli bir fonksiyonu betimlemek i¢in
kullanilacaktir. Oysa biliniyor ki bes degisken i¢in 25 = 32 durum s6z
konusudur. Bu sekildeki dort tane kiibiin koseleri sayis1 da 32 dir. Boylece
bire-bir eslesme olur ki bu sistem bes degiskenli bir Boole Fonksiyonunu
temsil edebilir. Fonksiyon bu yolla grafik olarak tanimlanirken, se¢ilecek iki
degisken d ve e nin aldig1 degerler i¢in ayrilacak, diger ii¢ degisken i¢in bu
dortli kombinasyona gore durumu, uygun olan kiibde isaretlenecektir.
Kuramsal olarak bdylece ¢oziildiigii varsayilan ve ifade edilen bu gosterilis
bi¢iminin, pratik yoniiyle ne kadar kullanilish oldugu tartisilabilecektir.

: : : i x=|i|
Burada bir fonksiyonu temsil eden ‘
(tanimlayan) bir grafik verilmistir.
X ile gosterilen fonksiyonda bulunan bilesen- X=|] —>Y
lerin bulundugu koselere e seklinde bir isa-
ret konuldugu goriilmektedir. Fonksiyon an- ¥ x=|i|

cak bu isaretli yerlerdeki degerleri alabile- Sekil 9
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cektir ki bunlar da sekilde birer siitun matris (vektor) olarak gosterilmistir.
Simdi bunlara bakarak, X fonksiyonunu, Tam Ayirict Normal Formda bir
fonksiyon olarak ifade edersek ; degiskenlerin x, y, z oldugu sekilde gorildii-
gline gore :

X =xyz'tx'yz+x'y'z'

fonksiyonunu gosterdigi anlasilmis olmaktadir. Dogal olarak bunun ters prob-
lemi i¢in ¢oziim diisiiniiliirse, bu kez degisken sayisina bagli olarak,
yukaridaki sistemlerden biri segilerek, fonksiyonun Tam Ayirict Normal
Formda olduguna gore hareket ederek, her bilesene uyan nokta belirlenecek
ve bu, e gibi, siyah bir nokta olarak isaretlenecektir. Fonksiyon bu sekilde
betimlenmis olacaktir. Asagida bunu agiklamak iizere bir 6rnek verilmistir.

ORNEK .
Y=wxyz+twxy'z+wx'yz+twx'yz'+tw'x'y'z'

fonksiyonu veriliyor. Dort degiskenli bu fonksiyonun grafikle gosterimini
(tan1-min1) elde etmek iizere Sekil 5 deki diizeni kullanalim. Bu sistemde
birim ele-man1, drnegin w i¢in kullanalim. Iste bu iki kiibiin d = w = 1 igin
birincisi ; d = w = 0 i¢in ikincisi kullanilacak olup, ilk kiibilin diger koseleri x,
y ve z ye gore, fonksiyondaki bilesenlere bakarak e ile isaretlenecektir. Bu
aciklamalara uyan grafik gosterilim asagidadir.

Z z

A

I
!
!
|
|
A= - Y //L-——_-7 y
” —-/ 0’, 3

X d=W=O *

Sekil 10
5.9.2. Venn Gosterilimi

Venn c¢izimi (diyagrami) daha ¢ok kiimeler teorisinde kullanilan bir yontem
olup 6nceki agiklamalarimizdan animsanacagi gibi, modern mantigin dual sis-
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temi icindeki yaklasimi, kiimeler teorisiyle tam bir uyum gdstermektedir.
Oysa bir 6nceki konumuzun iglenmesi sirasinda da modern mantigin tiimiiyle
Boole Cebiriyle uyum iginde oldugu belirtilmistir. Iste bu iki ilke birlikteligi,
gecisme Ozelliginde oldugu gibi, kuramsal olusumlarda da bunun uygulan-
mastyla, kiimeler kuraminin bazi kural ve yontemlerini Boole Fonksiyonla-
rinin taniminda ya da bir isleminde kullanmak olanagini bize saglamis
olmaktadir.

Ozet olarak Venn ¢iziminin kullanim amacini ve dzelliklerini agiklayarak, ko-
numuz icin kullanilabilir oldugu gosterilmeye calisilacaktir. Bu amagla
ornekleme sirasinda, kiime problemleri yanisira, Boole Cebirinin ya da Boole
Fonksiyonunun bir problemi incelenebilecektir.

Venn ¢izimi, isleme gorgiiyii kattig1 icin, sezgisel erkimizle ¢oziimlemeye
calistigimiz bir problemi anlamak ¢abasina bir baska boyut kazandirmaktadir.
Boyle bir c¢alisma, basit ¢izgilerin ne kadar anlamli olabilecegini ve o
derecede de onemli kazanglar sagladigini gostermesi bakimindan oldukga
ilgingtir.

Venn ¢izimi ii¢ temel 6geden olusur : Evren' i temsil eden bir dikdortgen,
kiime' yi temsil eden ve bakla ya da pabu¢ ad1 verilen kapali diizgiin bir egri
ve eleman’ 1 temsil eden bir nokta ... (Sekil 11)

Evren genellikle E ile, kiimeler alfabenin biiyiik hart- y
leriyle, elemanlar da alfabenin kii¢iik harfleriyle gos-

terilirler. Sekil 11 de bir E evreninde verilmis bir A A
kiimesinin Venn ¢izimi goriilmektedir. Bu ¢izimde a b
ve b elemanlarinin yerlerine gore, :

a,b €E icin a €A ve b ¢A Sekil 11

yazilacaktir. Burada ayn1 zamanda A < E dir. E de olup A da olmayan
eleman- lar varsa (bu ornekteki b eleman1 gibi) bu elemanlarin oldugu kiime
A nin biitiinleyeni (ya da biitiinleri) olan kiime olup ~ A ya da A ' ile
gosterilir. Buna gore, asagidaki iki islem tanimlanir :

AnNnA'=gd ; AUA'=E .

Kiimeler kuraminin iki temel islemi Kesigim (Arakesit) ve Bilesim' dir. Bunlar
yukarida kullanilan sembollerle, sirasiyla ~ , U ile gosterilirler. Bu

sembollerin mantiktaki karsiliklar1 yine sirasiyla A ile v dir. Oysa Boole
Cebirinde de bu
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iki operatoriin karsiliklarinin yine sirasiyla (. ) ve ( +) olduklar1 soylenmistir.
Iste boylece Boole Cebirinin operatdrleriyle kiimeler kuraminin temel
islemleri arasinda koprii kurulmus oldu. Simdi denilebilir ki kiimeler
kuraminin ¢esitli 6zellikleri Boole Cebirine yansitilabilecektir. Oysa bu, ¢ok
onceden yapilmis oldu. Bu konuda tekrarlardan kagcinmak ig¢in sadece kitabi-
mizdaki ilgili sayfa numarasini vererek, bir adresleme yapmis olacagiz .*

Bu ikili islemler (dual sistem i¢inde) asagidaki bilesimleri temsil ederler :

Kiimelerde Mantikta Boole Cebirinde
ANB P AQ a.b yada x.y
A U B PvaQ atbyadax+y

Iste goriililyor ki bunlarm karsilastirilmas: artik kolayca olanaklhidir. Bu
kavram pekistigine gore, hem kiimeler kuraminda hem de modern mantikta
kullanilan ve uygulanan bir yontem olarak Venn ¢izimi (diyagrami) Boole
Cebirinde ve dolayisiyla Boole Fonksiyonlarinin incelenmesinde nigin
kullanilmasin ? Iste bu yaklasimla burada, bu kavramdan nasil yararlana-
bilecegimiz agiklanmaya ¢alisilacaktir.

Venn c¢iziminde kullanilan sistemin bir 6zelligi de her kiimeyi temsil eden
halkay1, digerlerini de kesecek sekilde evrene dahil ettikge, olusan bolgelerin
sayisinin, 2" kuraliyla tam bir uyum gostermesidir. Asagida goriilen sekillerde
sirastyla n = 1 igin 2 bolge ; n = 2 i¢in 4 bolge ; n = 3 i¢in 8 bolge ve n = 4
icin 16 bolge olustugu goriilmektedir. n arttikca bolgelerin sayisinin 2
kuvvetlerine gore artacagi anlasilmaktadir. Bunlardan n = 4 ig¢in olanina
kadar1 cizimle gos-terilmistir. Bunlarda olusan bdlgeler de numaralanarak,
yukaridaki sava uygunlugu ayrica belirtilmistir.

(*) Bkz. Sayfa 99, 100 ve 122
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Venn ¢izimi yardimiyla nasil bir betimleme yapilabilecektir ; onu inceleyelim.
Once konuyu iki degiskenli bir fonksiyon iizerinde tartisalim. Sekil 12 b de de
gortldiigii gibi A ve B gibi iki kiime i¢in dort bolge olusmustur. Bu bolgelerin
birbirinden ayrik bélgeler olarak diisliniildiigii gézoniinde tutulursa, bunlar
minimum alanlar olurlar. Isaretlenmis olan 1,2,3,4 no.lu bolgelerin, smir
cizgileri disinda ortakliklar1 yoktur. Ayriklik budur. Oyleyse her bolge
biribirinden ba-gimsiz disiiniilecektir. Bu tiirli diizenlenmis bir Venn
ciziminde dort bolgede olusan terimler yukarida siralanmis bolge
numaralarina karsilik gelmek iizere A.B ; AB' ; A'B ; A'B' seklinde
gerceklesir.

ORNEK .1. f(A,B)=A B'+ A'B fonksiyonunun Venn ¢izimi asagidadir .

Sekilde fonksiyonu temsil eden bolge-
ler taral1 olarak gdsterilmistir. Burada
her bolgenin birbirinden ayrik olarak
degerlendirildigi goriilmektedir.
Burada A B'ile A da olan B de olma-

Sekil 13 yan ; A' B ile de B de olan A da olma-
yan elemanlar gosterilmis olmaktadir ki bu sekilde tanimlanan Boole
fonksiyonun bir Venn diyagrami olugsmustur. Bu betimlenin Venn ¢izimi
acisindan bir yorumu asagida oldugu gibi yapilabilir ki bu da isin islemsel
yoniinii aciklar.

B

A B
AB' A'B f(A,B)
Sekil 14
ORNEK .2. f(A,B.C)= ABC+A'BC'+A'B C+A'B'C' fonks1yonu
i¢in Venn ¢izimini diizenleyelim. .

Burada ii¢ kiimeyle bir Boole fonksi-
yonu betimlenmistir. 8 bolgeden 4 i _
sekilde tarali olarak gosterilmistir ki A ’
bunlar fonksiyonda goriilen terimlere

kars1 gelen bolgelerdir. Okuyucu, bir
onceki ornekte oldugu gibi, bu bol - Sekil 15

BV
@5
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gelerde olusan durumlart yorumlayabilmelidir. Boole fonksiyonun Venn
cizimi ile gosterilmesi daha iyi anlasilmis olacaktir. Bir de aksine bir
ornekleme olmasi bakimindan asagidaki Ornegin incelenmesi yararl ola-
caktir.

ORNEK. 3. Asagidaki Venn ¢izimi ile tanimlanan Boole fonksiyonu nedir ?

Venn ¢izimindeki tarali olarak g6
riilen bolgelerde fonksiyon tanim-
olup, kiimeler A,B,C ile goste-
rildigine ve bunlarin bolgeler icin
nrict normal formda olusan bi-
simleri bilindigine gore, tarali

dlgelere ait bilesenler toplam
Sekil 16 halinde ifade edilirse, fonksiyon
ortaya ¢cikmig olacaktir. Bu ise,

f(AB,C)=ABC+ABC'+AB'C+A'BC
seklinde ifade edilecektir.
5.10. FORMLARIN BiRBiRINE DONUSTURULMESI

Yukarida tanimlanmis ve ¢esitli Ozelliklerinden s6z edilmis olan ayiwric
normal formda fonksiyon ile birlestirici normal formda fonksiyon arasinda bir
doniigiim iligkisi bulundugu goriilmiis ve bu, bir bakima saptanmistir.
Burada, bu isin nasil gerceklesebilecegi aciklanacaktir. kili (dual) Sistem, bu
isin nasil yapilabilecegine dair ipuglar1 vermektedir. Ciinkii bu doniisiim isi de
ancak iki asamada gergeklesebilecektir.

Genel olarak c¢ift degilleme yasast kullanilir. f, B sinifinda bir fonksiyon ise,
f=1f"]"

oldugu bilinmektedir. Algoritmay1 olustururken, buradaki ( ' ) islevlerinin
neler olduklarinin tanimlanmasi gerekmektedir. f' ile 6nce De Morgan yasasi
uygulanir. Boylece form nitelik degistirir. Bu kez diger degilleme ile
fonksiyonun biitiinleyeni yazilir ki boylece fonksiyon diger forma doniismiis
olur. Burada her iki formun doniisiimii i¢in ortak bir algoritma olusturulmus
bulunmaktadir. Bu sekilde, fonksiyonun formlar1 arasinda bir dncelikten s6z

edilmis olmayacaktir.
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ORNEK .1 . fxy)=xy+x'y+x'y'
fonksiyonunu diger formda yazalim.

f=[f"']"' kuralindan yararlanarak , De Morgan uygalanirsa,

f'=[xy+x'y+x'y] =@xy) &x'y.x'y) =& +y)x+y)x+y)

olur. Simdi ikinci (') operatorii i¢in, yani [f'] ' yii elde etmek lizere ' ye ait
biitlinler fonksiyon yazilirsa, doniisiim saglanmis olacaktir ki o da,

f=[f7]'=x"+y
dir.

ORNEK.2. F(xyz)=xyz+x'yz+xy'z'+x'yz'

fonksiyonunu diger forma dontistiirelim.
Siral1 olarak asagidaki islemler yapilacaktir :

F(x,y,z)=[F'(xX,y,2)] '=xyz+x'yz+xy'z'+x'yz'
=[xyz+x'yz+xy'z'+x'yz")']"
=[(xyz)' x'yz)'(xy'z) (x'yz")']"
=[xty )y 2y )y )]
| =xt+ty+tz)(x+ty+tz)x'ty+tz)x'+y'+2)
olur.

ORNEK. 3. f(x,y,2)= (x'+y'+2)(x+y'+2)(x+y+z")x'+y'+2")
fonksiyonu birlestirici normal formda ifade edilmis olup, bunu diger forma
doniigtlirelim.

f(xy,z) = [f'(x,y,2)] ' = {[(x +y H2)(xty F2)(xty+z Y(x +y +z )] '}’
={xyz'+x'yz'+x'y'z +xyz}'
=xy'z+xy'z'tx'yz+x'y'z'
olur.

5.11. FORMLARIN DONUSTURULMESINDE TABLO YONTEMI

Yukaridaki 6rneklerden de goriildiigii gibi, yapilan tanima uygun olarak form-
larin birinden digerine doniisiim isleminde kural ancak, dikkat ¢cekecek bir bi-
cimde tam fonksiyonlar i¢in kullanilabilmistir. Bu yukaridaki yontemin zayif
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yonudiir. Yani eger B sinifinda bir fonksiyon, formlardan birine uydugu halde
tam fonksiyon degilse, yukaridaki yontemin uygulanabilmesi ig¢in ya tam
ayirict normal formda bir fonksiyon ya da tam birlestirici normal formda bir
fonksiyon olarak ifade edildikten sonra islem yapilabilecektir.

Tablo Yontemi olarak sunulan ve ne sekilde kullanilacagi asagida agiklanmis
bulunan bu yontem, iist paragraftaki sakincayr ortadan kaldirabilmektedir.
Konu temel itibariyle formlarin birbirine doniisiimii olduguna gore, fonksiyon
tam formda olmasa bile, yine bunlardan biri cinsindendir. Bu sekilde verilmis
olan fonksiyonun tamim tablosu diizenlenebilir. Bunun i¢in Onceki
bilgilerimiz yeterince tazelenmelidir. Asagidaki Ornekler de buna katkida
bulunacaktir.

Burada bir sonu¢ soyle ifade edilmelidir : Tablo yontemi de kullanilsa,
fonksiyonun doniismiis bi¢imi, yine tam fonksiyon olarak ifade edilmis
olacaktir. Daha sonra baslibagina bir konu olarak ecle alinacak olan
fonksiyonun indirgenmis bicimi diisiincesine kosut olarak, eger fonksiyon

buna elverisliyse, sadelestirme yoniine gidilerek, form daha basit ifade
edilebilir.

ORNEK .1. f(xy,z2)=xyz+yz'+x'y+z
fonksiyonu tam olmayan, ancak ayirict normal formda olan bir boole
fonksiyonu olup, bunu diger forma doniistiirerek ifade edelim.

1. yol : Fonksiyon, tam fonksiyon olarak ifade edilmeli ve [f'] 'ile diger
forma donistiriilmelidir. (6nceden uygulanan yontem).

2. yol : Fonksiyonun tanim tablosu diizenlenmeli ve bundan yararlanarak
diger formdaki fonksiyon yazilmalidir. (simdi uygulayacagimiz yontem)

xyz fxyz) Simdi tanim tablosunu diizenleyelim. Tablo yanda
} goriilmektedir. f (x,y,z) fonksiyonuna ait degerlerin

111 1 elde edilmesindeki ara islemler okuyucuya birakil-
110 1 mistir. Okuyucumun, bu islemleri ¢ok saglikli bir
101 1 sekilde yapacagina gliveniyorum.

100 0

011 1 Fonksiyon ayirict normal formda (ancak tam degil)
010 1 verildigi i¢in fonksiyonun doniismiis ifadesi herhalde
001 1 diger form olan birlestirici normal formda olmalidir.
000 0 Bu tablodan, dogrudan dogruya yazilacaktir.

Onceki bilgilerimizden, birim eleman kavrami animsanarak, birlestirici
normal
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form icin O esas alinacagindan, tabloda f(x,y,z) siitunundaki 0 elemanlarina
bakmak gerekecektir. Bu eleman tabloda 4. ve 8. sirada goriilmektedir. Bu
siradaysa elemanlarin aldiklar1 degerlere bakarak, 0 i¢in elemanin kendisini, 1
icin elemanin biitiinlerini yazarak toplamlar1 olusturulursa, bilesenler ortaya
¢ikmis olur. Bunlarin carpim seklindeki ifadesiyse, fonksiyonun doniistiigii
yeni formunu gosterecektir. Bu da,

fxy,z2)=(x+y+tz)(x'+y+2z)
olur.

Eger isteniyor ya da diistiniiliiyorsa, burada bir sadelestirme yapilabilir. Dagil-
ma Ozelligi yardimiyla ve kolayca,

fyz)=x+y+2)x'+y+2)=x+x)y+z)=1.(y+z)=y+z

oldugu hesaplanabilir ki form bozulmadan yeteri kadar sadelestirme yapilmis-
tir. Sonug olarak, doniistliriilmiis ve sadelestirilmis sekliyle fonksiyon igin,

f(x,y,z)=xyz+yz'+x'y+tz=y+z
yazilmis olacaktir.

ORNEK. 2. F(A,B,C)= (A+B+C)(A+B')Y(A+C)
fonksiyonunu tablo yontemi yardimiyla tam ayirict normal formda ifade
edelim.

ABC F(AB,C) Fonksiyon i¢in diizenlenen tablo yanda goriilmektedir.

| Burada olusan degerlere bakarak fonksiyon yazilabile-
cektir. Yine birim eleman kavrami1 animsanmalidir. Bu
kez, ayirict normal form i¢in birim eleman 1 alinacagin-
dan, tabloda fonksiyon i¢in olusan siitundaki 1 eleman-
larina bakarak terimler olusturulacaktir. Buna gore,

f(A,B,C)= ABC+AB'C+A'B'C

O OO O == = =
OO = =)k OO == =
SR O =R OO =
S, O OO = O =

bulunacaktir.

ORNEK. 3. Tam ayirict normal formda verilmis olan asagidaki fonksiyonu ,
tablo yontemini kullanarak, diger form a doniistiirelim.

F(u,v,w,t) = uvwt + uvw't' + uv'w't + u'vw't + u'v'w't' .
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uv wt f (u,v,w,t)
1 111 1
1 110 0
1 101 0
1 100 1
1 011 0
1 010 0
1 0 01 1
1 000 0
0111 0
0110 0
0101 1
0100 0
0011 0
0010 0
0 0011 0
0 00O 1

Fonksiyonun tanim tablosunun diizenlenmis

sekli yanda goriilmektedir. Burada da yine,
onceki orneklerde oldugu gibi ara islemler,
okuyucuya birakilmistir.

Donitistiiriilmiis fonksiyon i¢in birim eleman 0
oldugundan, 0 olan satirlara bakarak ve form
i¢in belirlenen [TY ile temsil edilen yapiya uy-
gun olarak bilesenler olusturulursa, fonksiyon
belirlenmis olacaktir.

Burada 4 degiskene karsilik (u,v,w,t) durumlar
sayis1 2"= 2= 16 oldugu esasen tablodan
goriilmektedir. Oyleyse bilesenlerin sayisi o
oranda artmis olmaktadir.

Bu esaslardan hareket ederek fonksiyon isteni-
len forma dontlismiis olarak, asagidaki gibi ifa-
de edilmis olacaktir :

(Bilesenler, tablodaki 0 11 satirlar sirasina gore ifade edilmistir.)

f (wv,w,t) = (u'+vH+w'Ht)(u+v+wHt)(u+v+w'+t) (u'+v+w't) (u+v+wt).

olur.

(utv'+w'Ht)(u+v'+w'tt) (utvHwHt) (utvtw't ) (utvtw' ).
(utvt+wt")

5.12. ALISTIRMA PROBLEMLERI

Asagidaki fonksiyonlari ayiricit normal formda yaziniz :

03O DN A~ W~

Ay =x+x'y!
fxy)=x+y'!
fxyz)=xy'txz)'+y'
Xy, =x'"+x'ytyz')
dxyz)=z'+(xy+x'z)'
Sv,w)y=uv+tu'(v+w)+w'
.f(AB,C)=A+BC(A'+B"
dxyzt)y=x"+tyzt +xy(z+t)'
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Asagidaki fonksiyonlari birlestirici normal formda yaziniz :

l.f(xyy)= xy+x'(x+y)
2.f(xyy,z)=x"'+x'y+y'z

3 (xy2) =x " +x[(y' +2)]"

4. f(A,B,C)=AB+ (AC'+ A'C)"'
S5.fuvawt)y=uvt+w'u+t)+v'

Asagida tanim tablolar1 verilmis olan fonksiyonlari, formlardan birine gore
yaziniz. Sonra diger forma doniistiiriiniiz. Birden ¢ok fonksiyon aymi tablo
tizerinde tantmlanmistir. Herbiri i¢in ayr1 ayr1 islem yapiniz :

XYy z ft &£ 6 i 5 £ £ 5 £ fo
|
!
111 1 1. 1.0 00 1 1 0 O
110 o 1 1 1 10 00 0 1
101 O 1.0 0 1 1 1 0 0 1
100 o 1 1 1 10 00 0 1
011 1 1 1.0 00 00 1 1
010 o 0 01 01 1 0 0 O
001 o 0 0 01 1 11 1 0
000 o 0 1.1 00 1 1 0 O

Asagidaki tam ayirict normal formda fonksiyonlar1 tam birlestirici normal
formda fonksiyon olarak ifade ediniz. Olabildigince, degisik yontemler

uygula-yiniz.

I.f(xy,z)=x'yz+xy'z+xy'z'
2.f(xy,z)=xyz+x'yz'+x'y'z+x'y'z'

Asagidaki tam birlestirici normal formda fonksiyonlar1 tam ayirici normal
formda fonksiyon olarak ifade ediniz. Olabildigince, degisik yontemler

uygulayiniz.

LIy =(x+y'+2)(x'+y'+2)
2.fxy,z)=(x+ty+z)(x+y'+tz2)(x+ty+tz)x'ty+z")



BOLUM 6

LOJIK DEVRELER

6. 1. GIRIS

Modern Mantigin ve Boole Cebirinin en 6nemli uygulamalar1 Lojik Devreler’
de goriilmektedir. Bu tiir devrelerin mantik yasalar1 yardimiyla incelenmesi ve
bunlara 0zgii matematigin ve Komiitasyon Cebiri' nin ortaya c¢ikisi
baslangicta yadirgansa bile, konu biitlin ayrintilariyla ortaya kondugu zaman,
ne kadar uyumlu bir yapilasma oldugu daha 1yi anlasilacaktir. Bu demektir ki,
Modern Mantik ve buna dayali olarak ortaya konulmus bulunan Boole Cebiri,
bir bagka boyutta teknolojinin bir smifinin matematigini olusturmaktadir.
Sadece bu yonleriyle bile enikonu incelenmeye deger bulunmalidir.

Mantigin ve Boole Cebirinin sembolleriyle karsilastirmali olarak, lojik devre-
lerde de bu sembollerin kullanilmast bu uyumun ilk goriintiileri olmaktadir.
Ornegin ilk basta 1 ve 0 ile olan betimleme, daha 6nce bir kez degindigimiz
gibi, bir A anahtarinin kapali ya da ag¢ik olusunu temsil etmekle, ilk sembolik
yaklasim saglanmis olmaktadir. Anahtara A demek, bunu bir p 6nermesi ya
da xeB olmak iizere bir Boole degiskeni olarak gormek demektir. Tek basina
bu olusum basit boolien nicelik'tir. Eger anahtar sayisi artarsa, bunlar
arasindaki iligkiler de ¢esitlenecektir. Bu kez aralarinda olusan bu bagimliliga
gore bir takim modeller gelistirilecektir ki buna 0zgili bir matematik
yapilabilsin. Iste bu boliimde, bu baslik altinda, bu olusumlarin neler oldugu
ya da olabilecegi tartisilacak ve ortaya cikan iligkilerin modellenerek nasil
yorumlanacagi konu ednilmis olacaktir.

Cagimizda onemli bir gelisme elektronik hesaplayicilar' da yasanmistir. Bu
sire¢ bir bakima devam etmektedir. Giin ge¢miyor ki bu alanda, devrim
sayilcak bir yenilik ortaya atilmasin. Iste en son gelisme olarak, /nternet buna
bir 6rnek olusturabilmektedir. Bilgisayarlar' in ortaya ¢ikmasindan bugiine
kadar gegen yaklasik 50 - 60 yil i¢inde Oylesine devrimler yasandi ki, bunlar
arttk Bilim Tarihi' ndeki yerini bile almis oldu. Kitabimizin baginda bazi
anlatimlarda sozii edilen tarihsel siire¢ i¢inde, bilgisayar olgusu baslibasina
yer almaktadir. Bu olgu ve yasanan siire¢ sonunda ortaya ¢ikan olusumlara
bakarsak, nereden
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nereye geldigimizi daha iyi1 gorebiliriz. Sonucta, kuramsal gelismelerle
teknolojik gelismelerin uyumunun en iyi 6rnegini verdigi sdylenebilecektir.

Bilgisayar dilinin ¢6ziimlenmesinde, dual sisteme 6zgii bir matematik olarak
bu kitapta konu edinilmis olan matematik konular1 gerekli olmaktadir. Basta
aritmetik ve cebir olmak ftizere, Boole Fonksiyonlar: ile olusturulan
matematik, bu disiplinin temel bilgilerini igermis bulunmaktadir.

Kisaca, bilgisayarlarin nasil algilandigimi iyi analiz edersek, yaptigimiz
calismanin da ne amaca yonelmis oldugunun ¢ok daha iyi anlasilacagi kani-
sindayim.

Bilgisayarlar, a) yazilim ; b) donanim olmak iizere iki ayr1 kavrami birlikte ice
rirler. Donanim 1ile ilgili konular, isin tamamen teknolojik boyutuyla ilgili
olup bu konu bizi o kadar ilgilendirmemektedir. Ancak yazilim ile ilgili kistm
yani ekranin On tarafi, konumuzun tam merkezinde bulunmaktadir.
Bilgisayarlarla is yapabilmek icin ya onlar bizim dilimizden ya da biz onlarin
dilinden anlamak zorundayiz. Burada daima ikinci durum bir secenek olarak
karsimiza c¢ikar. Buna bagli olarak da c¢esitli bilgisayar dilleri olusmus
bulunmaktadir. Burada bu ayrintilara girilmeyecektir. Ancak hangi dilde
olursa olsun, ortak olan bazi kriterler vardir ki onlar1 bilmek zorundayiz. Bir
bilgisayar, O0rnegin bu kitabin yazilmasi isinde kullandigim PC, benim
yazdiklarimi nasil algilar ve saklar ? Bu sorularin yanitlarin1 sadece program
olusturmak yoniinden ele alarak yanitlar-sak, biitiin bu isler i¢in sembolik
mantigr kullandigimi sdylemekle bu kavrami acgiklamis oluruz. Sembollerin
ifade ettigi her bir karakter bellekte yer alirken, bunlarin nasil kullanilacagina
ya da nasil iligkilendirilecegine dair operatorler de kosut olarak yiiklenmis
olacaktir. Hesaplamalarin oldugu yerlerde sayilar yer alacak ve dijital sistem
ile okunan bu sayilar, 1,0 mantigim1 icerecektir. Tim sayilar, semboller,
noktalama isaretleri ve harfler, hep bu sembollerle temsil edilmis olacaklardir.
Bilgi (Data) ile birlikte programlar ve alt-prog-ramlar bir bilgisayarin temel
malzemesini olustururlar. Kapasite sorunu olma-dig1 siirece, bu elektronik
bilgi islemciler, son kusak olarak, saniyede milyar mertebesinde islemi, goz
aclp kapama slresinden ¢ok daha kisa bir zaman ara-ligi i¢inde
bitirebilmektedirler. Son yillarda bu sinirlar da zorlanmaya baslandi.

Gilnliik yasamimizda kullandigimiz say1 sistemi, 6nceden de konu edinildigi
gibi On'luk Sistem (Desimal Sistem) olup, islerimizi ve hesaplarimizi bunun
yardimiyla yapariz. Oysa makina dili denilen bir sistemde bu hesap isleri, hep
Iki'li Sistem kullanilarak gerceklestirilir. Bunu makina otomatik olarak
(kendiliginden) yapmaktadir. Bizim ylikledigimiz sayilar1 ikilik sisteme
dontistiiriir ve
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islemleri, daha 6nce agiklanmis oldugu sekilde, tamamlayarak, sonuglar1 yeni-
den onluk sisteme doniistiirerek bize iletir. Bunu o kadar hizli yapar ki, bizim
bunu algilamamiz adeta olanaksiz hale gelir. Basit el makinalarinda dahi bu
islemler bu sekilde gergeklesir.

Bir de operatorlerden kaynaklanan bazi diizenlemeler vardir ki, onlara da
soyle bir deginmekte fayda umarim. Oncelikle bilinmektedir ki bu tiir
hesaplayicilar, daima sayisal islemler yapmaktadirlar. Onlara grafik dahi
cizdirseniz, bilin ki bunlar dahi sayilar yardimiyla ger¢eklesmektedir. Ornegin
bir belirli integral hesab: yatirabilir ancak bir belirsiz integralin ¢oziimiinii
isteyemezsiniz. Biitiin bu tiir hesaplar da yine iki'lik sayr sistemi (Binary
sistem) yardimiyla gercekles-mektedir. Bu hesaplamalar sirasinda klasik
matematik ¢alismalarinin disina ¢i1- kilarak, tamamen makina diline uygun
hesap teknikleri gelistirilmis ve bunlar giderek Sayisal Analiz (Niimerik
Analiz) konularin1 olusturmuslardir. Birbirine kosut olarak, bilgisayarlarin
hizla gelismesi, son elli yil i¢inde sayisal analizin de hizla gelismesini zorunlu
kilmistir. Boylece bu alanda calisanlarin sayisi da hizla artmistir. Bu konulara,
teknokratlarin katkis1 da yadsinamayacak kadar ¢cok olmustur.

Bundan 35 - 40 y1l onceki egitim programlarini karistiranlar, Elektronik Mii-
hendisligi ; Bilgisayar Miihendisligi gibi teknik disiplinleri goremeye-
ceklerdir. Bu siire¢, iilkemiz bazinda 1970 li yillarin baglar itibariyle
baglamistir denilebilir. Bu konularda, egitim ve bilimsel ¢alisma ve arastirma
stireci belki biraz daha onceki yillara kadar kaydirilabilirse de, bunlarin tam
bir biitlinliik i¢inde hem bir akademik program olusturacak diizeye gelmeleri,
hem de buna kosut olarak teknolojik siirecin baslamasi, ancak bu yillar i¢inde
olanakli hale gelmis bulunmaktadir. Ancak sevindiricidir ki, tilkemiz insani,
teknolojik ¢evreler ve iiniversitelerimiz bu alanlarda ylizyilh c¢ok ¢abuk
yakalamislar ve gerek egitim asamasinda olsun gerekse yetismis kalifiye insan
giicii birikiminde olsun, ileri iilkeler diizeyinde bir yere ulasilabilmistir.

Iste bu kitabimizla, bu alanda yetismekte olan ya da yetisecek olanlara, bu ko-
nularin matematigini sunmak amaclanmistir. Bu bolimde, bu matematigin 6-
nemli uygulamalar1 ve onun ayrintilar1 incelenecektir.

Lojik Devreler ya da diger bir adiyla Diizlemsel Devreler olarak adlandirilan
bu konu i¢inde, devrelerin olusumu, VE - VEYA devreleri, anahtar ¢esitleri
ve bunlara bagimli olarak, kapilarin sembolik gosterilisleri ve daha sonra
ekonomik devre kavrami tartisilacaktir.
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6. 2. TEMEL DEVRE

Basit bir elektrik devresinde en az dort temel eleman (6ge) bulunur.
A ®

a) Elektrik enerjisi (gerilim) - © 0 / 0
b) Teller (enerji tastyicilar) - @ | |
c¢) Etkilenen eleman (elektrikle isleyen alet) - ® | s 0
d) Anahtar - @ @ |

| |
Burada basit sekille temsil edilen bu elektrik | | @
devresi Temel Devre adimi alir. Bu tiir devrele- Sekil 17
rin , aksi soylenmedikge , diizlemsel oldugu ka-
bul edilecektir. Burada bizi ilgilendiren esas eleman anahtar' dir. A ile goster-
digimiz bu anahtar, dikkat edilirse, o—o hatti iizerinde bulunmaktadir. Bu
hattin her iki basina, sembol olarak o konulmakla, bu kisim esas devreden
ayrilmis olmaktadir. Buna Anahtar Devresi denir ve biitiin bir devre sistemi
icinde bizi ilgilendirecek olan kisim burasidir. Demek ki, boyle bir anahtar
devresi gosterildiginde, biz kendiliginden diger elemanlarin da var oldugunu
kabul etmis olacagiz. Oyleyse Sekil 17 de goriilen temel devre yerine, asagida
Sekil 18 a ve 18 b deki devre gegmis olacaktir.

A A

/ /
0 1
(a) (b)

Sekil 18

Lojik devre kavrami bu anahtar diizeni ile olusmaya baslamaktadir. Buna
kosut olarak bunlara da Lojik Anahtarlar denilmektedir.Bu sekillerdeki
sembolik anlatima gore, Sekil 18 a da anahtarin ag¢ik hali goriilmektedir ki bu
anahtardan akim gecememektedir ; dyleyse bunun sembolii 0 dir. Sekil 18 b
de ise anahtarin kapalr hali goriilmektedir ki bu anahtardan akim ge¢mektedir
oyleyse sembolii 1 dir. Bu olusum bir lojik yaklasimla asagidaki tablo
yardimiyla temsil edilir. Bu tabloyu daha 6nce bagka amagla diizenledigimiz
hangi tablolara ben-zetiyorsunuz ?

A Bu yapi, anahtarin tek olmasindan 6tiirii, sabit bir durum olarak
1 goriiliir. Oysa ayn1 diizlemsel devre i¢inde, anahtar sayisi iki ya
0 da daha cok olursa, bunlarla ortaya ¢ikan durum (durumlar) de-
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gisken olarak islem gormelerine neden olacaktir. Ayni1 bir devrede A ve B
gibi iki anahtarin birlikte bulunduklar diisiiniiliirse, bunlarla ortaya ¢ikacak
farkli durumlar asagida incelenecektir. Giderek anahtar sayisini artirarak, cok
daha karmasik problemlere ulasilacaktir.

Bir lojik devrede A ve B gibi iki anahtar varsa, bunlardan akim gecip
geemedigine gore dort farkli durum olusur. Bu farklilik iki farkli yapiyla daha
da ¢esitlenmis olur. Bu olusumlara ait ayrintilar asagidadir.

6.3. VE DEVRESI (SERI BAGLAMA)

A B A B AAB
/ / |
O 1 1 1
Sekil 19 @ 1 0 0
® 0 1 0
Burada Sekil 19 her iki anahtar1 sembolik @ 0 0 0

olarak icermektedir. A ve B anahtarlarinin

farkli durumlarini yanda goriilen tablo temsil etmektedir.Boylece olasi dort du
rumun neler olabilecegi buradan anlasilmaktadir. Tablo, asagida aciklanan de-
gerlendirme dogrultusunda olusmustur :

@ durum : A ve B anahtarlarmin her ikisinden de akim geger : A=1,B=1.
Oyleyse devreden akim geger ; AAB=1.

@ durum : A dan akim geger ; B den akim gegmez: A=1, B=0.
Oyleyse devreden akim gegmez; A AB=0.

® durum : A dan akim ge¢mez ; B den akim geger (1) : A=0,B=1.
Oyleyse devreden akim gegmez ; AAB=0.

@ durum : A dan ve B den akim gegmez: A=0,B=0.
Oyleyse devreden akim gegmez; A AB=0.

Devrenin analizinden elde edilen bu sonuglar yardimiyla yukaridaki tablo
olus-mustur. Bu tablo 1 ve 0 larin yerlerine karsilikli olarak D ve Y
konuldugunda tam olarak VE baglacina ait tabloyu verir. Iste bu nedenledir ki
iki anahtarin bir devrede bu sekildeki bir diizen i¢inde bulunmalariyla olusan
lojik devreye VE devresi adi verilir. Diger taraftan bu yapi, fiziksel anlamda
ele alinirsa, anahtarlarin baglanma bigimi bir seri baglama olarak goriilmek-
tedir. Bu yaklasima gore bu diizenin ancak seri baglamayla gerceklestigi
sOylenebilecektir. Demek ki bu bagla¢ ve baglama bigimi arasinda da bu tiirlii
bir iliski vardir.
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6.4. VEYA DEVRESI (PARALEL BAGLAMA)

A A B AvVB
/ |
] | ® 1 1 1
|y | @1 0 1
B ® 0 1 |
Sekil 20 @ 0 0 0

Burada Sekil 20, her iki anahtar1 sembolik olarak igcermektedir. A ve B anah-
tarlarinin farkli durumlarini yanda goriilen tablo temsil etmektedir. Boylece
olast dort durumun neler olabilecegi buradan anlasilmaktadir. Tablo asagida
aciklanan degerlendirme dogrultusunda olugsmustur.

O durum : A ve B anahtarlarinin her ikisinden de akim geger: A=1,B=1.
Oyleyse devreden akim geger; A v B =1.
@ durum : A dan akim geger , B den akim gegmez: A=1,B=0.
Oyleyse devreden akim gecer; A v B=1.
® durum : A dan akim ge¢mez , B den akim geger: A=0,B=1.
Oyleyse devreden akim geger; AvB=1,
@ durum : A dan ve B den akim gegmez: A=0,B=0.
Oyleyse devreden akim gegmez ; AV B =0.

Devrenin analizi sonucu bu tablo olugsmustur. Tabloda 1 yerine D , 0 yerine Y
konuldugunda ve A ve B de oOnermeler olarak goriildiigiinde tam olarak
VEYA baglacina ait tanim tablosu ortaya cikar. Iste bu nedenledir ki anahtar-
larin bu lojik durumu VEYA Devresi olarak adlandirilir. Ayrica fiziksel bir
olusum olarak bu baglama bi¢imi yorumlanirsa, paralel baglama ile Veya
devresi arasinda bir iliski kurulmus olmaktadir.

6.5. CARPMA DEVRESI

A B AB Yukarida agiklanan olusumlar1 bu kez islevsel yaklasimla ince-
—+——  leyelim. Boole Cebiri konusunda, toplama ve carpma islem-

1 1 1 lerinin ne sekilde ve hangi tablolarla tanimlandiklari animsan-
1 0 0 malidir. Yanda, bunlardan carpma tablosu goriilmektedir.

01 0 Bu tablonun sonug siitunu Ve Devresi tablosuyla karsilastirilir-
00 O sa, birebir uyum gosterdigi goriilmektedir. Oyleyse denilebile-

cektir ki, VE baglaci ile tanimlanan bilesim Boole Cebirinde
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carpma isleminin karsiligi olmaktadir. Yukaridaki bilgilerimizden, bu
iliskinin, anahtarlarin seri baglanmasiyla da ilgili oldugu sdylenebilecektir.
Sonug olarak, demek ki bir VE ' li bilesim bir Carpma Devresi' ni temsil
etmektedir. Oyleyse karsit bir goriis olarak da, carpma devresi ancak bir VE'li
bilesimle olusturulabilecektir.

Onermeler ~ Boole Lojik
Mantiginda Cebirinde Devrelerde
A B AAB A.B A.B
1 1 1 1 1
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 0

Bunlarin disinda, carpma devresinin bir de anahtarlar lizerinde bulunduran ve
lojik devre olarak adlandirdigimiz, Sekil 19 da goriilen bigimsel bir diizenle-
mesi vardir ki, yine karsit bir goriis olarak, bir ¢carpma devresi ¢izelim denil-
diginde anahtarlarin Seri baglanmis oldugu bir yap1 Ongoriilecektir. Bir
carpma devresinin mantiksal varligi,

A.B=1
olarak ifade edilecektir.

6. 6. TOPLAMA DEVRESI A B A+B

|
|

VEY A Devresi ile olusan tablonun ve ona ait degerlendirme- 1 1 1
nin, bu kez islevsel yonii tartisilirsa, Boole Cebirinde toplama 1 0 1
islemi icin diizenlenen tablo ile karsilasildigr goriiliir. Demek 0 1 |

ki VEY A baglacinin temsil ettigi bilesim lojik devrelerde top- 0 0 0
lama islemini gosterecektir. Buna kosut olarak, bir lojik devrede paralel
baglanmus iki anahtar bir toplama igslemi tanimliyor demektir. Bu sekilde bir
toplama devresinin mantiksal varligi,

A+B =1
ile ifade edilecektir.
Onermeler ~ Boole Lojik
Mantiginda  Cebirinde Devrelerde
A B AvB A+B A+B
1 1 1 1 1
1 0 1 1 1
0 1 1 1 1
0 0 0 0 0
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6.7. VE - VEYA DEVRESI

Bir lojik devrede,anahtar sayisinin ii¢ ya da daha fazla olmasi halinde,
bunlarin biraraya getirilmesinde c¢esitli kombinasyonlar olusturulabilecektir.
Basit bir calisma i¢in, simdilik {i¢ anahtar secilirse ve bunlar da A , B, C ile
gosterilirse, olas1 durumlar asagiya cikarilmistir. Goriilmektedir ki 8 ¢esit
durum olusmakta ve bu yine 2" kuraliyla agiklanabilmektedir. Bunlar hem
tabloyla, hem islevsel olarak hem de sematik olarak birlikte gosterilmistir.

ABC
A B C
®1 11 - AABAC — A.B.C — o—/ —/ —/—0
/A /B
@110 > (AAB)vC > (A.B)+C > o—| I ]—o
/A_IC__
®101 - AAC)VB 5> A.O)+B > o—| /B |0
A /B
@100 > AABvC) 5A.B+C) > o—/—| /C |—o
A
® 011 >AvBAC > A+(B.C) > o—| /B_/C |—o
B /A
® 01 0 > (AvCOAB—> (A+C).B > o—/—] /C |—o
C /A
@001 > (AvBJAC—> (A+B).C > o—/—] /B |—o
/A
000 >AvBvC > A+B+C — o—|| /B ‘|—0
/C

Olast sekiz durumun ve bunlarin lojik baglantilarinin neler olabilecegi
boylece gosterilmis olmaktadir. Bizim i¢in burada iizerinde durulmasi
gereken husus, bir devrede ayn1 zamanda hem seri hem de paralel baglanmis
anahtarlarin birlikte bulunabilmesidir. Iste bu cesitte baglanmis anahtarlar:
birlikte bulunduran lojik devrelere VE-VEYA Devresi denilmektedir.

Burada 1. ve 8. durumlarin konumuz bakimindan ilkselligi, daha once iki
anah-tar i¢in verilen seri (1.durum) ve paralel (8.durum) baglamanin, ikiden
daha cok sayida anahtar i¢in de olanakli oldugunun goriilmesidir. Ancak
bunlar yine de tek diize baglamalardir. Bunlarin disinda kalan (2-7) diger
durumlarin hepsinde, ayni1 bir devrede iki ¢esit baglamanin da bulundugu
goriilmektedir.
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Bu tip ve-veya devrelerinde, kendi i¢inde bir toplama ya da kendi i¢inde bir
carpma devresi alt devre adini alir ve denilebilir ki bu tiir kompoze lojik
devreler, bu alt devrelerin kendi aralarindaki lojik baglamalariyla olusur.
Yukaridaki devre sekilleri dikkatlice incelenirse, bu olusumun basit
orneklerini burada gor- mek olanaklidir. Ornegin @ deki durum incelenirse,
A anahtarina, B ve C anahtarlarinin paralel baglanmasiyla ortaya ¢ikan alt-
devre'nin seri baglandigi goriilmektedir. Bu durumda A da kendi basina bir
alt-devre gibi algilanabilir. Ornegin ® de, B ve C anahtarlari bir seri baglama
ile bir alt-devre olusturmakta ve bu A anahtarma paralel baglanmaktadir. Iste
boylece seri ve/veya paralel bagli anahtarlarla bir takim lojik devrelerin
olusturulabildigi anlasilmaktadir. Bunlara yukarida agiklanan islemsel
yoniiyle yaklasildiginda Toplama-Carpma Devresi denildigi de olmaktadir.*

Eger anahtar sayis1 daha fazla ise, bu tiir devrelerdeki anahtar kombinasyonu-
nun ¢ok daha karmasik olacagi ve cesitlilik gdsterecegi kolayca saptanabilir.
Buna dair bir 6rnek ve bu lojik devre asagida gosterilmistir.

ORNEK. f(A,B,C,D,E)= AA{[BAE] V[CV(AAD)}
fonksiyonu verildigine gore buna uyan lojik devreyi cizelim ve sonra
tizerindeki tiim alt-devreleri listeyelim.

Alt - devreler

/B JE A
A | BAE
o——f —| /C |—o C
| | AAD
Sekil 21 | /A D | Cv[AAD]

Bu tiir lojik devreler toplama-carpma devresi olarak gosterilirse, ayn1 fonk-
siyon

f(A,B,C,D,E)=A {BE+[C+AD]}

seklinde de ifade edilmis olabilecektir. Ancak bu tiir fonksiyonlar, Boole
Fonksiyonlarindaki iki temel c¢eside gore ifade edilmedigi takdirde fazlaca
soyut kaldiklarindan, genelde ilk sekilde ifade edilmeleri, yani baglaclarla
tanimlanmisg

(*) Bu devrelere ingilizcedeki karsiliklarryla AND-OR  devresi de denilmektedir. Cogu kez,
ozellikle konugma diizeyinde bu deyimler kullanilabildiginden, bu hususun belirtilme-
sinde yarar goriilmiistiir. Keza tek bagina VE devresine AND devresi ; VEYA devresine
de OR devresi denildigi gibi ...
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olmalar1 yeglenmektedir. ileride, lojik devrelerin de bu formlara uygun
kaliplar halinde incelenmeleri giindeme geldiginde, hatta anahtarlar1 temsil
eden A,B,... sembolleri yerlerine x.,y,... gibi degiskenleri koyarak yapacagimiz
islemler, ko- nuyu daha farkli boyutlarda gormemizi saglayacaktir. Ancak
temel kavramla- rin olusmasi1 asamasinda, bu ¢alismalara, simdilik kullanilan
notasyonlarla de-vam edilecektir.

Bu tiir VE - VEYA devrelerinde bir kavram da, bu devrenin ¢alisip ¢alisma-
diginin belirlenmesidir. Yani anahtarlarin alabilecegi durumlara karsin
devreden akim gegcer mi , gegcmez mi ? Bir baska soru, anahtarlarin hangi
kombinasyonu i¢in bu lojik devre ¢alisan bir devredir ki biz bu devrenin bir is
yaptigina ya da yapabilecegine karar verebilmis olalim. Iste bunlarin
arastirilmast ve calis- manin bu yonde gelistirilmesi, konunun igerigini
giderek zenginlestirecektir. Bu durumun lojik fadesi
f(AB,C,..)=1

yazilarak gosterilir ki bunun anlami, A,B,C, ... anahtarlarinin alacagi
degerlere karsin fonksiyonu 1 yapan durumlarda devrenin calistigi, aksi halde
calismadiglr anlatilmis olmaktadir. Eger anahtarlar hangi degeri alirlarsa
alsinlar f daima 1 oluyorsa, bu lojik devrenin standart ifadesi bir totoloji olup,
bundan sonraki asama bu kez devrenin sadelestirilmesini yani denk devre
kavramiyla ekonomik devreye ulagilmasini hedeflemis olacaktir.

Ancak caligmanin bu asamalarina ge¢gmeden Once, O0grenmemiz gereken
baskaca kavramlar da vardir ki simdi de bunlara yonelelim. Bu amacgla, bir
lojik devrede bulunan (bulunabilecek) anahtarlarin arasindaki iligkilerin neler
olabilecegini ve bunlarin hangi mantik yasalari ile acgiklanabilecegini tartis-
maya acalim. Iste bu amacla, anahtarlarin cesitleri’ ni gdzden gecirelim.

6.8. LOJIK ANAHTAR CESITLERI

Bir lojik devrenin igeriginin zenginligi, buradaki anahtar cesitliligi ile artmak-
tadir. Lojik anahtarlar 6nce ikiye ayrilir :

1) Bagimsiz anahtarlar ,
2) Bagimli anahtarlar .

Bagimsiz anahtarlar, farkli harflerle temsil edilirler. Herbiri ancak kendisine
kumanda edildigi (bir deger verildigi ki bu deger 1 ya da 0 olabilecektir)
takdirde
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islevini yapacaktir. Yukaridaki 6rnekte goriilen lojik devredeki A,B,C,D,E a-
nahtarlari, iste bu tiirden, bagimsiz anahtarlar olmaktadirlar.

Bagiml1 anahtarlara gelince ... Onlar da ikiye ayrilir : A
1) Ayn1 yonlii anahtarlar , -
2) Zat yonlii anahtarlar. R

Yandaki sekilde bu anahtar tiirlerinden birinin ¢izimle bir

gosterimi yer almaktadir. Isaret edilen dogrultuda komut Sekil 22
edildiginde A da anahtar devreyi tamamlarken , zit yonli

anahtar1 temsil eden ~ A da devre acilmakta, yani buradan akim
gecemeyecedi anlasilmaktadir. Iste bu bir ¢ift anahtar, zit yonlii anahtar
cesidini orneklemektedir. Bu tiir anahtarlar ayn1 harfle ancak, bu 6rnekte
oldugu gibi degilli olarak gosterilmek suretiyle temsil edilirler. Bu
gosterimde, lojik devrede A , v sembolleri kullanildigindan, ayni biitiinliik
icinde degillemeyi gostermek tlizere, yukarida yazilmis oldugu gibi ~ sembolii
kullanilacaktir. Bu anahtarlardan birine kumanda edildigi (bir deger verildigi)
takdirde, zit yonlii anahtar aksi degeri alacak, yani karsit hareketi yapacaktir.
A anahtarin1 agtigimiz zaman ~ A anah-tar1 kapanacak ; A y1 kapadigimiz
zaman da ~ A anahtari acilacaktir. Iste bunun gerceklesmesi i¢in de ~ (~ A) =
A cift degilleme yasasinin burada kul-lanilmis olacagi apagiktir.

Bagimli anahtar tiplerinden ayn: yénlii anahtar g¢esidi incelenirse, bunlarin
tek bir komutla, aymi hareketi yapan anahtarlar olduklar1  kolayca
sOylenebilecektir. Bir devrede bu nitelikte anahtarlar varsa bunlarin tiimii tek
bir harfle gosterilir ve birine hangi deger verilirse, hepsi ayni degeri almis
olacak demektir.

Asagida bu tiir anahtarlar1 iceren bir lojik devre Ornegi verilmistir.
Anabhtarlarin birbirleriyle olan iligkilerine bakarak, bu lojik devreye uyan lojik
fonksiyon bulunmustur. Bu fonksiyon yazilirken, ozellikle, alt-devrelerden
yararlanildigina dikkat edilmelidir.

/A /~B /C

o—| /B /D /E |—0= (AA~BAC)V(BADA E)V(CAAA~A)
| C ~A_ A
Sekil 23

Burada, A, B, C bagimli ; D, E bagimsiz anahtarlardir. Devrede C iki tanedir,
ancak ayni1 yonlii anahtar olarak goriilmektedir. Oysa A ve B anahtarlar1 ayni
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zamanda degilli anahtarlar1 da bulundurduklarindan, zit yonlii anahtarlar ol-
maktadirlar. Alt devrelere gelince ; bunlar ,

AA~BAC ; BADAE ; CA~AAA

olarak siralanabilecektir. Burada sonuncu alt devre ayrica incelenmeye deger-
dedir. Modern mantiktaki degerlendirmeler animsanarak,

CA~AANA=CA[AA~A]=CAY=Y

oldugu hesaplanacaktir ki bu mantik diliyle bir ¢celismeyi gdstermektedir. Bu-
nun lojik devredeki karsihigi, calismayan (akim gecirmeyen) bir alt devre de-
mektir. Oyleyse yukaridaki biitiinliik iginde, v ile bagl bulunan diger
bilesenler dikkate alinarak,

[AA~BAC]VIBADAE]V[CA~AAA] =
[AA~BAC]V[BADAE]VY =
[AA~BAC]vI[BADAE]

bulunur ki, boylece devre iizerinde, tamamen sembollerle ve mantik
yasalartyla siirdiiriilen bazi islemler yapildig1 goriilmektedir. Ilerideki
caligmalarimizda ayrintilar1 goriilecek olan bu ve benzeri olusumlarin,
tamamen matematiksel yaklasimlarla lojik devre tasarimlar: seklinde
yonlendirilmesi olanakli hale gelmis olacaktir.

6.9. DENK DEVRELER

Anahtar diizeni ne olursa olsun, ayn1 gorevi yapan iki lojik devreye denk dev-
reler denir. Bu devrelerde ayni anahtarlarin bulunmasi da bir zorunluluk
degil-dir. Eger bu iki lojik devre Fi(X,y,z,...) ile F: (x,y,z,...) fonksiyonlariyla
temsil ediliyorsa, bunlarin denk oluslari, alisilmis sembollerle,

Fi(x,y,z,...) = F2(x,y,z,...) yada Fi(x)y,z,..)= F:(X,y,z,...)
Dk

yazilarak gosterilir. Gergekte ozdeslik ve esitlik farkli kavramlar olmalarina
karsin pratikte esit kullanilmasi da yine bu tiir devrelerin denk devreler
oldugu anlamma kullanilacaktir. Bu tiir devreleri olusturan fonksiyonlarin
tamim tablolari aymdir. Buna dair, degisik amaglara gore diizenlenmis
ornekler, asagida verilmistir. Bunlar konunun daha iyi anlasilmasina olanak
saglayacaktir.



178

ORNEK .1. F(AB,O)=AA[(AA~BAC)V(~AABA~Q)]

lojik fonksiyonu veriliyor. Bunun temsil ettigi lojik devreyi ¢izelim. Buna
denk olan bir lojik devre bulalim. Bunu hem fonksiyon olarak hem de ¢izimle
gosterelim.

A /A /~B /C
F(A,B,C) fonksiyonunun gosterdigi  o—/ — | _I~A /B /~C |—o
lojik devre Sekil 24 de goriilmektedir.
Burada A,B,C anahtarlar1 bagimli a- Sekil 24 - a

nahtarlar olup, devrede ayn1 zaman-

da degilleri de bulundugundan zit yonlii anahtarlardir. Buna denk olan bir
devre bulunmasi problemi degisik sekillerde diisiiniilerek ¢dziimlenebilir. Biri
asagida oldugu gibi, denklik kavramindan yararlanmaktir.

F(ALB,CO)=AA[(AA~BAC)Vv(~AABA~C)]
=[AAAA~BAC)]V[AA(AABA~C)]
=[AANA~BAC]V[AA~AABA~C]
=[AA~BAC]VI[Y ABA~C]
=[AA~BAC]VY
= AA~BAC

bulunur ki bu iki fonksiyon ayn1 bir F(A,B,C) fonksiyonunu gdsterdigine gore
denk lojik fonksiyonlardir. Oyleyse bunlarin gdsterdikleri lojik devreler denk
devreler olacaklardir.

Bu devrelerin hesap yoluyla tanim tablolarini diizenleyelim :

F(A.B.CO)=AA[(AA~BAC)(~AABA~C)] —> AA~BAC
F(1,1,1) =1 A[(1AOAL) v (OATAD)] =1 A [OAO0] =1A0=0 — 1AOA1 =0
F(1,1,0) =1 A[(1A0AOQ) v (OAIAL)] =1 A[OAO0]=1A0=0 — 1AO0A0=0
F(1,0,1) =1 A[(AAIAL) Vv (OAOAD)] =T A[IAO] = 1A1 =1 — IAlAl =1
F(1,0,0) =1 A[(1A1IAQ) v (OAOAL)] =1 A [OAO0]=1A0=0 — 1AIA0=0
F(0,1,1) =0 A [(OAOAT) v (1AIAO0)] =0 — 0AOA1 =0
F(0,1,0) =0 A [(OAOAOD) v (1AIAT)] =0 — 0A0A0=0
F(0,0,1) =0 A [(OAIAT) v (1A0A0)] =0 — OAIAL =0
F(0,0,0) =0 A [(OATIAO) v (1AOAT)] =0 — 0AIA0=0

Burada her 1ki fonksiyonun yapilan degerlendirmelerinde, anahtarlarin her du-

rumu i¢in karsilikli olarak ayni degerleri aldiklar1 apacik goriilmektedir. Bu
de-
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A B C F(ABC) gerlendirme, diizenlenmis olan ve yanda goriilen
| tanim tablosu tizerinde de yapilabilirdi.

I 1 1 0

I 1 0 0 Bu tabloya bakarak, sadece 1 olan 3. satirdaki

I 0 1 1 durum dikkate alinarak denk devre yazildiginda

1 0 O 0 fonksiyonun aldig1 yeni sekil bulunur ki bu da

0 1 1 0 A A ~B A C bilesiminden ibaret olacaktir. Yu-

0 1 O 0 karida buna ait degerlendirme de goriilmektedir.

0 0 1 0 Boylece farkli yapida dahi olsalar, islevleri ayni

0 0 0 0 olan iki lojik devre goriilmektedir. Ikinci devre-

ye ait ¢izim asagidadir.
A ~B C
F(A.B,C)= o————0

Sekil 24 - b

ORNEK. 2. F(xy,z)=[x'(y+z")'"]'+xz
fonksiyonu veriliyor. Bundan hareket ederek lojik devreler ve de denk
devreler elde ediniz ve bu lojik devreleri ¢iziniz.

Bu sekilde verilmis olan bir fonksiyon lojik fonksiyon degildir. Bu tiir
devrelerin sadece VE - VEYA devresi olusturacak sekilde diizenlenmis
olmast gerekir. De Morgan formiilii yardmiyla (y + z ') '=y . z
yazilabileceginden, F(x,y,z) fonksiyonu,

F(xyy,z)=[x"y'.z]'+xz

seklini alir. De Morgan bir kez daha uygulanarak [x'.y'.z]'=x+y+z'
yazilabileceginden, bu diizenleme sonunda fonksiyon

F(x,yz)=x+ty+tz'+xz

seklini alir ki buna bir lojik fonksiyon olarak bakilabilir. Fonksiyonun bu
tirli bir diizenlemesine gereksinmenin karsiligi, modern mantikta, tam
indirgenmis bi¢cim konusunda goriilmektedir. Simdi bu fonksiyon ile ilk
verilen fonksiyon denk fonksiyonlar olup, ilk verilen fonksiyon yerine bu
konularak islemler stirdiirtilebilecektir.
/X
o |

Fonksiyona ait lojik devre Sekil 25-a o—| /Z7 |—o
da goriilmektedir. Sekil 25-a | /x_J/z |
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Lojik fonksiyonlarin Normal Formlarda ya da Tam Normal Formlarda yazil-
mas1 gereksinmesi, bunun teknolojik siirecinde devre tasarimlari (dizayni)
asamasit da dikkate alindiginda adeta bir zorunluluk haline gelmektedir.
Ciinkii hem fonksiyonlarin algilanmasi, hem bunlarla yapilacak islerde
standart iglemlerin tanimlanabilmesi, hem de makina diline (program
teknigine) uygun yapilasmanin saglanmasi bakimindan bu diizenlere uygun
ifadeler 6zellikle yeglenmek tedir. Iste bu nedenle biz de ¢alismalarimizda bu
amaca uygun olmasi icin, lojik fonksiyon diizenlemeleri denilince tam
indirgenmis bigimde olan ve Once- den tanimlanmis formlara uyan fonksiyon
tipleri elde etmeye ¢alisacagiz.

Xy Z F(x,y,z) Bu 6rnegimize yeni bir boyut kazandirmak istersek,
| buradaki ac¢iklamalarimiza uygun bir diizende fonk-

1 11 1 siyonu ifade edebilmek i¢in, tanim tablosunu diizen-

1 10 1 leyelim. Bu kez ara islemler okuyucuya birakilmis-

1 01 1 tir. Fonksiyon gercekte yeni bir diizenlemeyle daha

1 00 1 da basit ifade edilebilecektir. Nitekim,

011 1

010 1 F(xy,z)=x+ty+z'+xz =x(1+z)+y+z'=

0 01 =xX.l+ty+z'=x+y+z'

0 00 1

olacaktir. Fonksiyonun bu sonucu, tanim tablosunda
7. satirdaki duruma da uygundur. Boylece Sekil 25-a da goriilen lojik devre
asagida oldugu gibi biraz daha basitlestirilerek, aym1 gorevi yapacak sekilde
yeniden ¢izilmistir (Sekil 25-b)
/X
| 'y |
o—| /z' |—o

Sekil 25-b
Sekil 25-a, Sekil 25-b ve Sekil 25-c deki lojik devreler denk devreler' dir.

Fonksiyonun bu ifadesi tam birlestirici normal forma uygundur. Formlarin bir
birine doniistiiriilmesi kavramindan yararlanarak, ayn1 fonksiyon fam ayiric
normal formda da ifade edilebilecektir. Bu sekliyle fonksiyon, tablodan yarar-
lanarak kolayca yazilabilecektir ki,

F(x,y,z)=xyz+xyz'+xy'z+xy'z'+tx'yz+x'yz'+x'y 'z
olur.
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Fonksiyonun bu sekline uyan lojik devre x_ Iy Jz__
yanda goriilmektedir. Simdi Sekil 25-b | x__ly z'|

ile Sekil 25-c karsilastirilirsa, bu sonun- | x_ Ny z |
cusunun ¢ok daha karmagik bir yapis1 ol- o—| /x__/ly' /z' |—o
dugu goriilmektedir. Ileride baslibasina | x'" ly Jz |

bir konu halinde incelenecek olan basit | X'y /7
devreler (ekonomik devreler) kavrami Xy 7
dikkate alindiginda, F(x,y,z) fonksiyonu-

nu temsil eden en ekonomik devrenin Sekil 25-c

Sekil 25-b deki lojik devre oldugu sdylenecektir. Dogal olarak, ekonomik
dev-re yaklasimi i¢in, Sekil 25-b deki devrenin kullanilmas1 yeglenecektir.

6.10. EKONOMIK DEVRELER

Lojik devrelerin diizenlenmesinde hedef olarak gozetilen bir kavram da en
eko-nomik devre' yi tasarlamak ve uygulamaya koymaktir. Ekonomik devre
kavrami kendiliginden tasarrufu ve dolayisiyle minimum maliyet diisiincesini
one ¢ikarmis olmaktadir. Eger bir lojik devre, somut bir yapimda kullanilacak
ise, bunun teknolojik siirecine gegildiginde, bir imalat siireci s6z konusu ola-
caktir ki bu bir maliyeti gerektirir. Bir lojik devre, temel devre iginde ve o da
biitlin bir sistem icinde yer aldiginda, en ufak bir basitlestirmenin bile,
maliyeti diisiirlicii yonde nasil etkili olacagi kolayca anlasilmaktadir. Bu
yaklasimla denilebilir ki, bir anahtarin bile daha eksik oldugu devre, daha
ekonomik sayilacaktir. Iste bu sekilde diisiiniilerek, denk devre kavramindan
da yararlanmak suretiyle, ayn1 isi yapan ancak en az eleman igerecek sekilde
dizayn edilmis bir lojik devre, ekonomik devre olacaktir. Bir devrenin
kullanildig1 ortamda, ne kadar az tel, arag, ara malzeme, is¢ilik ve enerji sarfi
ya da kayib1 az olursa, maliyetin o kadar ¢cok azalacagi diistiniilebilir. Boylece
ekonomik devre kavramina ulasilmis olur.

Ekonomik devre kavrami, kendiliginden olusan, ayrica 6zel islemleri gerektir-
meyen bir uygulamadir. Clinkii lojik devreler incelenirken yer yer deginildigi
gibi, lojik devrelerin sadelestirilmesi isi esas konularimizdan birini olustur-
maktadir. Denk devre kavrami da pekistigine gore, sadece amaci saptamis
olmak, konunun biitiinligli i¢in yeterli olacaktir. Asagidaki Ornegi ince-
leyelim :

/A /B
ORNEK . Yanda sekli goriilen lojik devreye ait o— | /A' /B | —o
lojik fonksiyonu yaziniz. Bunu sadelestirerek, bu | /A" /B |

devreye denk olan ve ekonomik olan bir devre ¢iziniz. —Sekil 26-a
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Sekil 26-a da goriilen lojik devreye ait lojik fonksiyon, alt devreler yardimiyla
F(AB)=AB+A'B+A'B

seklinde ifade edilebilecektir. Burada, sekilden de goriildiigi gibi, AB,A'B,
A'B' seri baglamalar, birer alt devredir. Bunlar birbirlerine paralel baglanmis
durumdadir. Asagidaki islemler yardimiyla fonksiyon basitlestirilmis olacak-
tir. Bu sekilde elde edilen yeni fonksiyon ilkiyle denk olup, daha az sayida
eleman dan olustugu i¢in de ekonomik devre olmaktadir.

F(AB)=AB+A'B+A'B

~AB+A'(B+B') A
=AB+A'.1 o—| /B |—o
—AB+A

=(A+A")B+A") Sekil 26-b
=1.(B+A")

=A'+B

bulunur. Boylece Sekil 26-a da goriilen lojik devreye denk olan ve Sekil 26-b
de ¢izilmis bulunan denk ve ekonomik devre ortaya ¢ikmis olmaktadir. Bura-
daki islemler sirasinda Boole Cebirinde ortaya konmus olan o6zelliklerin
kullanildigina dikkat edilmelidir.

6.11. KOPRU DEVRELER

Lojik Devre tasariminda, belirli amaglara uygunlugu saglamak tizere, yapilan
diizenlemelerden biri de koprii devre olarak adlandirilir. Bu diizenlemede
esas, bir devre i¢inde aymi alt devrelerin bulunmasi halinde, uygun
baglamlarla bu alt devrelerin sayisini olabildigince azaltmaya ¢alismaktir. Iste
bu amagla, ara baglamalar yardimiyla yeni bir devre ¢esidi ortaya cikar ki bu
da koprii devre olarak adlandirilir. Bunu daha 1yi agiklamak {izere, asagidaki
iki 6rnegi inceleyelim.

ORNEK. 1. Sekil 27-a ile verilen lojik /B

devreyi inceleyelim. Buradaki D ve E anah- —/A—]| __JE_ |—
tarlarin1 biraz daha farkl yerlestirerek yeni o—| /B | |—o
bir devre tasarimi yapilabilir ki bu ilkiyle | /C__ | /B

denk olan ancak koprii devre niteliginde bu- | /D |

lunan bir devre olarak goriilmektedir. Bunun
cizimi Sekil 27-b de goriilmektedir. Sekil o- Sekil 27-a
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/A /B
larak gerceklestirilen bu olgu, hesap yoluyla | | _ |
nasil gerceklestirilir ? Bu da asagida agiklan- o—| E/ /D |—o
migtir. G | /. | / /B '_| C
Bir koprii devrenin lojik fonksiyonu yazilir- Sekil 27-b

ken izlenen yol, yine alt devrelerden yarar -

lanmaktir. Bu alt devreler, G girisinden baslanarak C ¢ikisina gidilen yollarin
bir kez gecilmesi ve G ye dogru doniilmemesi suretiyle izlenecek tiim yollar
tizerindeki anahtarlarin, seri bagli olduklar1 diisliniilerek olusturulur. Bu
aciklamaya gore, Sekil 27-b de goriilen kdprii devre' nin igerdigi alt devreler
sunlar olacaktir :

1)AB;2) ABDB'; 3)AEB'; 4CEB; 5CD; 6) CB' ;7)AED

olup bunlar arasinda 2 no.da goriilen alt devre ¢alismayan bir devre olarak,
bunlar arasindan ¢ikarilacaktir. Ciinkii,

ABDB'=ABB)D=A(0)D=0

olmaktadir. Diger alt devreler i¢in devre biitiiniiyle ¢calistigindan, bunlarin biri
birlerine paralel baglanmis olduklari diisiiniilecektir ki buna uyan islem de
toplamadir. Oyleyse bu lojik devreye uyan lojik fonksiyon

AB+AEB+CEB+CD+CB'+AED

seklinde olusacaktir. Iste bu fonksiyon, denklik kavram i¢inde, hem Sekil 27-
a daki devreyi hem de Sekil 27-b deki devreyi temsil etmis olmaktadir. Bu
fonksiyon Ayrici Normal Formda bir fonksiyondur.

Bu devreler ekonomiklik yoniiyle irdelenirse, Sekil 27-a daki devrede 7
anahtar, Sekil 27-b deki devredeyse 6 anahtar oldugu goriilmektedir.
Kuramsal olarak Sekil 27-b deki devrenin daha ekonomik oldugu
sOylenecektir. Devrenin standart bi¢cimi olarak elde edilen lojik fonksiyonda
ise 15 anahtar bulundugu icin, bunun hi¢ de ekonomik olmadigi
sOylenebilecektir. Ancak karsit bir kavram olarak, ekonomik olmaktan ¢ok
bicimsel olmasi istenilen durumlar da s6z konusu olabilmektedir. Iste o
zaman, bu diizenleme tiirii yeglenecektir.



184

Koprii devre ile ilgili bu ornekte, Sekil 27-a daki lojik devreden Sekil 27-b
deki lojik devreye nasil gecildigini okuyucu iyice incelemelidir.

ORNEK. 2. Burada 6rneklenen devre VE - /A /D

VEYA devresi olmayan bir koprii devredir. o— | /B /C J/E |—o
Bu devreye denk olan bir VE - VEYA Dev-

resi yazalim. Sekil 28-a

Bu devrede tiim anahtarlar bagimsiz anahtar olup, alt devreler,
I)AD ; 2)BE ; 3)ACE ; 49BCD
olarak belirlenmektedir. Oyleyse bunlar i¢in lojik fonksiyon,
F=AD+BE+ACE+BCD

olur. Bu fonksiyonun Ayirict Normal Formdaki ifadesidir. Bu fonksiyon iize-
rinde calisilarak, buna denk olan bagka bigimsel diizenlemeler olusturulabilir.
F ile bir VE-VEYA devresi yazilmistir. Bunun Birlestirici Normal Formdaki
ifadesi de yine VE-VEYA devresi tiirtinden olup, bu ise ¢ok daha karmasik
bir fonksiyon olacaktir. Ciinkii 2» = 25 = 32 durum vardir ve Tam Form
uygulamasiyla diizenlenebilecektir. Simdi asagidaki diizenlemeyi izleyelim.
Hesap yoluyla, dagilma 6zelliginden yararlanarak,

F=AD+CE)+B(E+CD)

yazilabilecektir. Buna ait lojik devre ise Sekil 28-b de goriilmektedir.

/D |
—/A—| | —-
| —/C —E— |
0—‘ /E |—0
—/mB—| /) /D |—
Sekil 28-b

Bu da bir VE-VEYA devresi olup ancak standart bigimlere uymamaktadir.
Buradan, koprii devre kavramiyla baglamli olarak, Sekil 28-a daki yapiya
nasil gecildigi, alt devrelere bakilarak anlasilacaktir. Ozellikle paralel bagl alt
devrelerin ayni cins anahtardan olustuklarina dikkat edilmelidir.
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VE-VEYA devrelerinde, 6nceden de deginildigi gibi temel amaclardan biri de
devrenin indirgenmis bicimi' nin elde edilmesidir. Oyleyse koprii devre kavra-
m1 bir de bu yaklagima uygun bir diizenlemeyi igerebilmelidir. Denk devreler
yardimiyla, bir devre yerine, ayn1 zamanda ekonomik olan bir devre kondugu
zaman bunu indirgenmiys lojik devre olarak kabul edecegiz. Asagidaki 6rnegi
inceleyelim :

ORNEK .
/A /~B__/C
o—/A—| /~A /B /~C_ |—0 = 0—/A—/~B—/C—0
Sekil 29

Burada denk iki lojik devre goriilmektedir. Bu denkligin nasil olustugu
asagida agiklanmistir. Denkligin solundaki devrede alt-devreler yazilirsa :

DA ; 2)AA~BAC ; 3)~AABA~C

olduklar1 saptanacaktir. 2) ve 3) de alt-devreler A ile seri baglandiklarinda,
ikincisinde sorun ¢ikacaktir. Zira bu, ¢alismayan bir alt-devredir. Buna gore,

AA[AA~BAC]=[AAA]IA~BAC=AA~BAC,
AA[~AABA~C]=[AA~A]ABA~C=YABA~C=Y

olacaktir. Bunlarin birbirleriyle paralel baglilig1 s6z konusu olur ki bu da,
AA~BACO)V(Y)=AA~BAC

lojik fonksiyonunu verir. Bunun lojik devre ¢izimi ise, Sekil 29 da denkligin

saginda goriilmektedir. Bu sonu¢ hem lojik devrenin indirgenmis olmasi hem

de ekonomik olmasi1 yonlerinden degerlendirilebilecektir.

6.12. LOJIK DEVRE PROBLEMLERI

Asagida 0zel anlamda diizenlenmis bazi lojik devre problemleri goriilmekte
ve ¢Oziimleri tizerinde tartisilmaktadir.

PROBLEM. 1. Bir sirketin hissedarlan ii¢ kisidir. Bunlarin sirkete katkilar
oraninda degisik oy haklar1 vardir. Bunlardan birinin 5, bir digerinin 3 ve
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geriye kalaninin ise 2 oy hakki bulunmaktadir. Sirketin yonetiminde bu ¢
kisi yetkili ve sorumlu olup, sirketle ilgili kararlar oycokluguyla alinmaktadir.
Opylarin esit olmasi halinde, baskanin oy verdigi taraf kazanmis sayilmaktadir.
Baskan 5 oyu olan hissedardir. Hissedarlar oylarim1 bir diigmeye basarak
belirtmektedirler. Cekimser oy kullanmak yoktur. Oylanacak Oneriyi benim-
seyenler diigmeye basarak oyunun olumlu oldugunu belirtecek, olumsuz oy
veren diigmeye basmayacaktir. Oyle bir lojik devre kurunuz ki yukarida
tamimlanan olaya iliskin oylama sonucunu bir big¢imde belirtmis olsun ?
Bundan hareketle daha ekonomik olan denk devreyi de bulunuz. Bu devreleri
¢iziniz.

Coziim : Hissedarlarin adlar1 A , B, C olsun. A nin 5 hissesi, B nin 3 hissesi
ve C nin de 2 hissesi olduguna gore, sirket A+ B+ C=5+3+2=10 hisse
lizerinden karar olusturuyor demektir. Bu verilere gére dogruluk deger tablosu
asagida oldugu gibi gerceklesir : [1 = gegerli karar ; 0 = gegersiz karar]

A(5) BQ3) C(2) OyToplam Karar Temel Bilesenler

1 1 1 10 1 AABAC

1 1 0 8 1 AABA~C
1 0 1 7 1 AAn~BAC
1 0 0 5 1 AA~BA~C
0 1 1 5 0 ---

0 1 0 3 0 -

0 0 1 2 0 ---

0 0 0 0 0 ---

Tablodan hareketle, temel bilesenler esas alinarak, bunlarin v I1 bilesimi olus-
turulursa, problemin 6ngordiigii lojik devre ortaya ¢ikmis olacaktir. Bu ise,

AABACOV(AABA~C)VIAA~BAC)V(AA~BA~C)

seklinde bir standart bigim olusturacaktir. Buna uyan lojik devre asagida ¢izil-
mistir. Demek ki sirketin oylama isleri bu lojik devre ile yiiritiilecektir.

/A /B /C
| /A /B /~C |
o—| /A /B /C —o
| /A /~B  /~C |

Sekil 30 -a
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Bu lojik devredeki her alt devre, tablodaki 1 degerinde olan bir degerlendir-
meyi temsil etmektedir. Oyleyse, gecerli olan herhangi oylama bigimi i¢in bu
devre calisan bir devredir.

Simdi de problemin ikinci kismai ile ilgili olarak, buna denk olan ve sonucta
ekonomik olan bir lojik devre arastiralim.

AABACOV(AABA~CVIAA~BACO V(AA~BA~C)=
[AAB)A(CV~O)]VI(AA~B)A(CVv~O)]=

[(AAB)AT]V[(AAB)ALl]= o—/A——/B—o
(AAB)V(AAB)=
AAnB=1 Sekil 30-b

olacaktir. Bu Sekil 30-a daki lojik devreye denk olan hem de en ekonomik
olan ve de olayimiza ¢6zlim getiren devre olmaktadir. A ve B anahtarlarinin
seri baglanmasindan ibaret olan bu devreye ait ¢izim Sekil 30-b de goriil-
mektedir.

PROBLEM.2. Bir yonetim kurulu dort kisiden olusmaktadir. Kurul
kararlarin1 oygokluguyla alabilmektedir. Her {iyenin oyu esit olup, karar
asamasinda gizli oy kullanilmaktadir. Esitlik halinde dahi baskanin oyu cifttir
ve c¢ekimser oy kullanilamamaktadir. Bu verilere gore oyle bir lojik devre
tasarlayiniz ki kurul kararimin ¢okluk olmast halinde karar: bildirsin. Bunun
icin Ornegin bir zil calsin ya da bir lamba yansin. Bu belirlendikten sonra,
lojik devreyi ¢iziniz. Ay-rica, buna denk olan ve daha ekonomik olan devreyi
de bularak, ¢iziniz.

Coziim : Yonetim kurulu iiyeleri A, B, C, D olsun. Herbirinin 1 oyu vardir.
Bir oylama sonucunun biitiin olas1 halleri asagidaki tabloda goriilmektedir. Bu
tablo diizenlenirken orada, kararin kabuliinii belirten durumlar 1 ile, reddini
belirten durumlar ise 0 ile gosterilmistir.

Yan sayfada goriilen tablo 1yi analiz edilirse, Temel Bilesenler siitunundaki
ifadelerin VEYA' I1 bilesimi istedigimiz lojik devreyi verecektir. Buna gore,

(AABACAD)V(AABACA~D)V(AABA~CAD)V(AABA~CA~D)vV
AA~BACAD)V(AA~BACA~D)V(AA~BA~CAD)V(~AABACAD)

olur. Bu devreye ait ¢izim de yandaki sayfada gorilmektedir,(Sekil 31-a). Bir
VE-VEYA devresi olarak elde edilen bu lojik yap1, asagidaki islemler yardi-
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miyla, olabildigince sadelestirilmis olacaktir. Boylece daha ekonomik olan bir
denk lojik devre elde edilecektir. Bu lojik devre de yine problemin devaminda
cizilmistir. (Sekil 31-b)
Kararin
A B C D Karar Sayis1 Kabulii-Reddi Temel Bilesenler

1 1T 1 1 - 1 AABACAD

1 1T 1 O 3 1 AABACA~D
1 1T 0 1 3 1 AABA~CAD
1 1T 0 O 2+ 1 AABA~CA~D
1 01 1 3 1 AA~BACAD
1 01 O 2+ 1 AA~BACA~D
1 00 1 2+ 1 AA~BA~CAD
1 00 O 1 0 ---

0 1 I 1 3 1 ~AABACAD

0O I 1 O 2" 0 ---

0 1 0 1 2° 0 ---

0 10 0 1 0 ---

0 01 1 2" 0 ---

0 01 O 1 0 ---

0 0 0 1 1 0 ---

0 00 O 0 0 ---

Uyari : 27 ile bagkanin oyu bulunan esitlik hali ; 2 ile baskamin oyunun bulunmadig: esitlik
hali gosterilmistir.

/A /B /C /D
| /A /B /C /~D |
| /A /B /~C /D |
| /A /B /~C /~D |
o—| /A /~B /C /D |—o
| /A /~B /C /~D |
| /A /~B J~C /D |
| I~A /B /C /D |
Sekil 31-a

Sadelestirme islemleri su sekilde ger¢eklesecektir :

(AABACAD)V(AABACA~D)V(AABA~CAD)V(AABA~CA~D)vVv
(AA~BACAD)V(AA~BACA~D)V(AA~BA~CAD)V(~AABACAD) =
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[AABACOADV~D)]V{AAB)A[(~rCAD)V(~CA~D)]} v
[AA~BAC)ADV~D)VIAA~BA~CAD]V[~AABACAD]=

[[AABAC)ATIV{AAB)A[~CADV~D)}VIIAA~BAC)AT]V
[AA~BA~CAD]V[~AABACAD]=

[AA BACIVI(A A B) A (~ C A D]IV[AA ~ BACIV[AA ~BA~C ADJV[~A ABACAD] =
[AABAC]VIAABA~C]V{(AA~B)A[(Cv~C)A(CvD)}v[~AABACAD]=
[(AAB)A(CV~C)]v {(Ar~B)A[IA(CVD)]} v[~AABACAD]=
[(AAB)AT]V[AA~BA(CvD)]v[~AABACAD]=
(AAB)V[AA~BA(CvD)]v[~AABACAD]=1

bulunacaktir. Burada bazi islemler yapilarak buna denk olan baska devre
fonksiyonlar1 bulunabilirse de, daha ekonomik olan bir baskasi galiba
bulunamayacaktir. Bu son duruma uyan lojik devrenin ¢izimi ise Sekil 31-b
de goriilmektedir.
/A /B
| e |

o—| /A /B | D] |—0

| /~A_ /B _/C___/D_|

Sekil 31-b

Bu devrede, yukaridaki tabloda gerg¢eklesen 8 durumun herbirine uyan ¢6ziim
bulunmaktadir. Burada sadece 8. durum ayr bir alt devre olarak goriilmek-
tedir. Diger durumlar tstteki alt devreler i¢cinde ¢6ziimlenmektedir.

6.13. ALISTIRMA PROBLEMLERI
Asagida verilmis olan lojik fonksiyonlara uyan lojik devreleri ¢iziniz :

I.LAA[(BAC)VD]AE 4{AAN[BV(CAD)VE]}VF
2.(AvB)A(CVvD)A(EVF) S.AABACADAIE VF]
3.AABAC)(AADAE)F 6. {Av[BA(CvD)]} A(EVF)
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Asagida verilmis olan lojik devrelere ait lojik fonksiyonlar1 yaziniz :

1. /B /C 2. /C
o—/A—| /D —0 o—/A—B—| /D /E |—o
|_/E_|
3.
/A /B /G
o—| /i D JE |—F—| H 1 |—o
4 A
A |
| B
o—]| |—o
| /B /C
5. |_/A_/B_/C|_ | /A |
o—| /B |—/G—| —/D—/E — o
| e JF_| | /B |

Asagidaki lojik devrelere ait lojik fonksiyonlar1 yazdiktan sonra, hesap
yoluyla bu devrelere denk olan baska devreler bularak ¢iziniz. En ekonomik
devreyi bulunuz ve ¢iziniz :

/A /B 2. /A /B /C
| | /A /B /~C_ |

l.

|
"

/~A—/B— |—0 o—| /A /~B /C |—o
_ /~A__ /~B | | ~A__ /B [C |
3, /A /B /~C 4. A B
o—]| I~C /A —  o—| B |—| /A |—o
/B /C
5 ] A
| ~B M| |
o—| /~B  /C |—o
| | /~A
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Asagidaki koprii devrelere denk olan VE - VEYA devrelerini bulunuz.
Bunlar1 degisik bigimlerde diizenleyerek, her birine ait lojik devreyi ¢iziniz.

1. | /A /D | 2. | /A |
o—‘ C |—o o— | C D |—0
| B JE | | /B /E_|
3 | /A | 4, | /A /B |
0—| B |—0 o— | E D ‘—0
| E | | C ~B |
e /D |

Asagidaki problemlere uyan lojik devreleri ¢izerek , lojik devre analizi
yapimiz :

1. Bir elektrik devresini belirleyen lojik fonksiyonun totoloji olmasi halinde
devreden akim ge¢mesi kosulunu arastiriniz.

2. Bir elektrik devresini belirleyen lojik fonksiyonun ¢elisme olmasi halinde
devreden akim ge¢mesi kosulunu arastiriniz.

3. Bes arkadas aralarinda tartistiklar1 bir konuda karar vermek iizere oylama
yapmak i¢in anlasirlar. Ancak hi¢ biri digerinin verdigi oyu bir bi¢cimde
bilmeyecektir. Yani bir tiir gizli oylama yapilacaktir. Bunun bir lojik devre ile
saglanmasini diisiiniirler. Herbirinin oylan esittir ve 6zel bir ayricalik yoktur.
Ayrica ¢ekimser oy kullanilmayacaktir. Oneriye olumlu oy vermek isteyen
devredeki kendine ait diigmeye basacak, oy vermek istemeyen kendi
diigmesine basmayacaktir. Boylece yapilacak oylama sonunda kazanan Oneri
bir ara¢ yardimryla belirtilmis olacaktir. Ornegin 6neri yeterli oy almigsa bir
zil calacak, aksi halde bu zil ¢almayacaktir. Oyle bir lojik devre dizayni
yapiniz ki yukaridaki oylama islemini saglasin. Lojik fonksiyonu bulduktan
sonra, hesap yoluyla ekonomik olan bir devre bulunuz ve ¢iziniz.

4. Biri 2, birt 3 ve birt de 4 oy hakkina sahip ii¢ kisiden olusan bir kurul,
karar- larmi 2/3 oranma gore almaktadir. Oyle bir lojik devre kurunuz ki
herhangi bir 6nerinin kabul edilip edilmedigi anlasilsin. Buradaki oylamanin
ayrintilar1 da bir onceki problemdekilerle aynidir. Daha sonra ekonomik bir
devre bulmaya ¢alisiniz.
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5. Bir sirket A, B, C gibi ii¢ cins mali pazarlamaktadir. Her giiniin sonunda
kar ya da zarar durumu, 6zel bir kablo ¢ekilmis bir yerdeki yoneticiye
bildirilmektedir. Kar etme durumu yoneticinin 6niinde bulunan bir lambanin
yanmasiyla anlasilmaktadir. Zarar durumunda bu lamba yanmamaktadir. Kar
ise giinliik olarak, A malindan en az % 25 , B malindan en az % 40 ve C
malindan da en az % 35 satildig1 (islem gordiigii) zaman gerceklesmektedir.
Devrede her malin adiyla isaretlenmis bir diigme bulunmaktadir. Gorevlilerin
bu diigmelerden uygun birine ya da birilerine basarak sonucu iletebilmeleri
icin bir lojik devreye gereksinme vardir. Iste bu lojik devreyi siz diizenleyiniz
ve devre analizi sonrasinda bakalim ayni gorevi yapabilecek daha ekonomik
bir lojik devre bula-bilecek misiniz ?



BOLUM 7

KOMUTASYON CEBIRI

7.1. TANIM VE TEMEL KAVRAMLAR

Komiitasyon Cebiri 6zel bir Boole Cebiri olup, seri-paralel anahtar devrele-
rinin uygulamada ve daha ¢ok miihendislik alanlarinda kullanilmasiyla ortaya
cikmis lojik yorumlardir.

Komiitasyon cebirinde veya (bilesim) islemine miihendislik dilinde lojik
toplam denir ve bu islemi saglayan elektronik devre Ogelerine veya kapilart
ad1 verilir. A ve B anahtarlarinin olusturdugu bir ikilide lojik toplam yine
alisilmis sembollerle A + B yazilarak gosterilir. Bu islemi temsil etmek
lizere, ¢izim asamasinda degisik gosterim bi¢imleri bulunmaktadir. Bu
secenekler asagida goriilmektedir .

A

A
B | }——Aﬂa , B ___ (V—AVB

Komiitasyon cebirinde ve (kesisim) islemine miihendislik dilinde /ojik ¢carpim
denir ve bu islemi saglayan elektronik devre dgelerine ve kapilar: ad1 verilir.
A ve B anahtarlarinin olusturdugu bir ikilide lojik carpim yine alisilmis
sembollerle A.B ya da AB yazilarak gosterilir. Bu islemi temsil etmek lizere,
cizim agamasinda degisik gosterim bicimleri bulunmaktadir. Bu secenekler
asagida goriilmektedir .

A

A
B >—A.B . B ___—W—A/\B

Komiitasyon cebirinde tiimleme (degilleme) islemi birli bir islemdir ve
timleme islemini yapan devre oOgesi, tiimleme baglact olur. Bunun da
sembolle gosterilisinde alisilmis notasyonlar kullanilmaktadir.Bunlar Boole
cebirinde isaret edilen sembollerden biri olabilir. Bunlarin ikisinin, ¢izimle
gosterim kavrami i¢inde kullanilis bigimleri goriilmektedir.
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Bir lojik anahtar A ise bunun tiimleyeni ya da biitlinleyeni bir lojik devrede
asagidaki segeneklere gore ¢izimle ifade edilirler.

A—p—A' ; A—(Q)—~A

Bu tiir ¢izimlerin ¢ok daha karmasik sekillerine ileride rastlanilacaktir. Bu ¢i-
zimlerin bu karmasikliginda yani ¢izgi bollugu sirasinda, lojik fonksiyonun
islevinin kolay anlasilmas1 ya da diger bir deyisle lojik anahtarlarin
birlesimlerinden ortaya ¢ikan kombinasyonlarin kolay kavranabilmesi igin,
izlenen hatlar iizerinde ¢ogu kez oklu gosterimler de kullanilabilmektedir.
Ornegin, igerikten yoksun olarak, bdyle bir lojik devre asagida goriilmektedir

AvB
A

B (AvB)A~B
~B
Sekil 32

Tanmm : ~ bir birli islem olmak tizere, B. = {0,1} kiimesi iizerinde
tanimlanmuis iki 6geli bir Boole cebirine Komiitasyon Cebiri denir.

<{0,1},+,.,~,0,1>
olur. Bu cebirde de kullanilan lojik degiskenler ancak ve ancak 0 ve 1 degerli
olup, tamamen Boole cebiri aksiyomlarina uyar ve her degiskenin bir ve

yalniz bir tiimleyeni vardir. Bu sistemde 0 1n tiimleyeni 1, 1 in tiimleyeni de 0
dir.

Komiitasyon cebiri, Boole cebiri ile tam bir uyum ig¢inde ve birebir
eslesmelerle siirdiiriilen bir uygulama alani oldugundan, konumuz i¢in ¢ok
onemlidir. Bu c¢alismalar sirasinda Boole cebirinden ortaya ¢ikan
matematiksel yapinin nasil kullanildigi ve yorumlandigi goriilerek, amaca
uygunlugu acisindan yapilan ¢alismanin ne denli 6nemli oldugu bir kez de bu
yolla vurgulanmis olmaktadir. Bir de hep soyut oldugu diisiiniilen
matematigin, uygun konularda nasil yogurularak uygulamada kullanilabilir
hale getirilisinin en giizel 6rneklerini vermesi bakimindan, bu calisma ilging
yaklasimlar icermektedir.

7.2. KOMUTASYON DEGISKENLERI

Komiitasyon devrelerinde elektriksel biiyiikliikler' in (akim , gerilim gibi...)
var olup olmadigr ya da bu biyilkliikklerin iki ayr1 diizeyden hangisine
yaklasik oldugu onemli bilgilerdir. Bunlara komiitasyon (lojik) biiyiikliikler
denir ve degerleri bilindiginde, bunlara simgesel olarak 0 ya da 1 degeri
ilistirilir. Eger de-
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gerleri bilinmiyorsa, biiylikliiklere bu kez komiitasyon degiskeni ya da lojik de
gisken denir ve bir harfle temsil edilir. Bu harfler genellikle x,y,z,... gibi
alfabedeki son harfler olur. Bunlarin aldig1 degeri gostermek iizere de &
sembolii kullanilir ki bunun anlami, eger degiskenin alacagi deger belli
olursa, bunun ye-rine 0 ya da 1 konulacagini simgelemesidir. Bu notasyona
daha ¢ok tablolarda rastlanilmis olacaktir. iste bu notasyonla, degiskenin
alacagi degerler boylece, simgesel olarak ifade edilmis olmaktadir.

X, V, z lojik degiskenler ise : X, y, z €{0,1} 6nermesi gecerlidir.

Uygulamada ve oOzellikle elektriksel devrelerde, komiitasyon cebirine ait
degiskenler yani lojik degiskenler ; anahtarlara, rolelere, kontaklara, diyotlu
baglaclarin giris ve ¢ikis uglaria yerlestirilmis olarak goriilmektedir.

7.3. HAMMING UZAKLIGI

n bilesenli bir x vektorlii gozonline alinmis olsun : x = (X1,X2,...,Xn) .
n
xieB. = x €B:

olur. x9 » Bz de bir nokta ya da bir kombinezon olsun. O halde B: nin iki nokta
st xO ve x!' arasinda uzaklik, noktalarin farkli bilesenlerinin sayisi olarak ta-
nimlanir ve buna Hamming Uzakligr denir. Bu,d=d (x°, x') ile gosterilir.

ORNEK. x0=(00101) ve x'=(01001) olmak iizere,

d=d(x°, x)=(00101,01001) =2

bulunur. Hamming uzaklig1 gercekte, B.. B. — {0,1,...n} ; 0,1,...n eR™"
seklinde .
[ B.]

den reel sayilara bir uygulama olur.Bunun tipik 6rnekleri daha once lojik
fonksiyonlarin grafikle gosterilmesi sirasinda betimlenmistir. Bu amagla,
[B2]' uzayinda noktanin betimlenisi i¢in Sekil 1 1 ; [B:2]* uzayinda noktanin
betimlenisi i¢in Sekil 2 yi ve [B:]* uzayinda noktanin betimlenisi i¢in de Sekil
3 ii yeniden inceleyiniz. *

* Bkz. : Sayfa 152
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ORNEK . [B:]? uzaymda 011 ve 101 noktalarinin

arasindaki uzaklik, yani Hamming uzakligr d =2

dir. Ni¢in ? Buna dair agiklamanin analitik yorumu
Sekil 33 de goriilmektedir. Burada, e ile isaretlen-
mis noktalardan birinden digerine varabilmek igin,
en kisa yoldan , ne tiirlii gidilirse gidilsin, 2 kenar
cizgisi gecilmis olacaktir ki bu d = 2 ile belirlenen g ey
Hamming uzakhigimin grafik gosterilisteki yorumudur. X%

n

(RN

Sekil 33

Sekilde, 011 den 101 e gidebilmek i¢in, en kisa iki yolun (011) — (001) —»
(101) yada (011) > (111) - (101) olduklar1 goriilmektedir. Burada — ile
analitik gdsterimdeki kiibiin kenarlari temsil edilmis olmaktadir. Oyleyse bu-
nunla bir algoritma olusturulursa, denilebilir ki — larin sayist ayn1 zamanda
Hamming uzakligin1 verecektir. Ornegimizde d = 2 oldugu animsanirsa,
burada da oklarin sayisinin iki tane oldugu goriilmektedir.Bununla ilgili
algoritma soyle olusturulabilir :

Hamming Uzakhginin Hesaplanmasi i¢in Bir Algoritma :

1) Verilen iki noktanin ayn1 konumdaki farkli olan ve olmayan elemanlari
belirlenir. Ayni olan elemanlar i¢in bir islem yapilmaz.

2) llk farkli elemandan baslanarak 1 ise yerine 0 , 0 ise yerine 1 konur.

3) Buislem, ilkinden bir — ile ilerletilerek yazilir.

4) Ikinci farkli eleman igin ayni islem yapilir. Yeni diizen yeni bir — ile
yonlendirilir.

5) Biitiin farkli elemanlar i¢in bu is tamamlaninca, ulasilmasi istenilen
Noktaya varilmis olacaktir.

6) Kullamlmis oklar sayilir. Iste bu iki nokta arasindaki Hamming uzaklig,

oklarin sayis1 kadar olacaktir.

ORNEK . 11001 ile 10000 arasindaki Hamming uzakligini belirleyelim :
11001 — 10001 — 10000 = d=2 dir. (Ok sayis1 2 dir)
ORNEK . 111100 ile 101010 arasindaki Hamming uzakligini belirleyelim :

111100 - 101100 — 101000 — 101010 = d =3 olur. (Ok say1s1 3 tiir.)

Not : Her iki 6rnekte de, degismis elemanlar daha koyu yazilarak belirtilmis olmaktadir.
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7. 4. CEBIRSEL IFADELERIN STANDART SEKILLERIi

Boole fonksiyonlari iglenirken, rastgele verilmis bir fonksiyon yerine daha be-
lirli standardr bulunan bic¢imsel diizenlemelerin 6nem kazandigindan soz
edilmis oldugu animsanmalidir. Bunlar sirali olarak,

a) Tam Ayirict Normal Formda Fonksiyon (dnf)
b) Tam Birlestirici Normal Formda Fonksiyon (cnf)

olarak adlandirilmis ve sifrelendirilmistir. Bu acgiklamalar sirasinda tanim
basite indirgenerek, ilk form i¢in ¢arpimlarin toplami slogam olusmus ve
islem olarak sembollerle [2 ( I )] seklinde ifade edilmistir. Buna | . Kanonik
Sekil denildigi de belirtilmistir. Tamamen benzer sekilde, ikinci form i¢in
toplamlarin ¢arpumi slogani olusmus ; islem olarak sembollerle [[] ( 2 )]
oldugu yazilmistir. Buna da /7. Kanonik Sekil denildigi yine belirtilmistir.

Bu formlarin kavram olarak ve uygulama bakimindan Komiitasyon Cebiri
icin de 6nemi vardir ve bu formlar yardimiyla cebirsel ifadelerin standart
bicimleri olusmaktadir. Boole cebirinde oldugu gibi komiitasyon cebirinde de
bu iki form kullanilir ve bunlara

a) Minimum terimler kanonik sekli (Min. terimler)
b) Maksimum terimler kanonik sekli (Max. terimler)

denir ki bu formlar yukarida agikladigimiz sira itibariyle tamamen aynidirlar.

Bu tiir fonksiyonlarin Komiitasyon cebirinde 6nceden kullanilan notasyonlara
gore daha farkli yazis bicimleri de vardir. Bunlarin bazilar1 asagida
aciklanmistir.Bu yazis bigimlerinden hareket ederek, bu formlara gore ifade
edilmis iki lojik fonksiyon karsilastirilabilir ve hatta biri digerine doniis-
tiirtilebilir. Ayrica lojik yapilari ayni olan iki fonksiyon egit’ tirler. Bunun en
giizel anlatimi, ya fonk siyonlarin tanim tablolarinin ayni1 oldugunu gérmek ya
da bir bakima bununla es anlamli olan asagidaki ifade bi¢imine gore es
fonksiyonlar olusmasidir.

X,y € B olmak iizere, x +y toplami i¢in Venn ¢izimi olusturulurken , dort
bagimsiz (ayrik) bolgeden yararlanilmistir. Hatta buna benzer bir toplam, bir
uygulama &rnegi olarak verilmistir. * Iste burada, bu ayrik bdlgelere minimum

* Bkz. : Sayfa 159 ve Sekil 14
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alanlar denildigi de animsanmalidir. Bu sekilde olusan kavramdan
yararlanarak denilebilir ki bdyle bir toplam ; ayrik yani minimum alanlar
toplamin1 temsil ettigine gore

x+ty=xy+txy'+ x'y

dir. Bu toplamin Venn ¢izimi ile ac¢iklanmasi, asagida Sekil 34 de goriilmek-
tedir.

XYy X'y x+y

(Min. terimler kanonik seklini agiklayan Venn ¢izimi)

X + y toplaminin min. terimler cinsinden toplami, Venn ¢iziminden de apacik

gorildiigii gibi, xy , x y ', x 'y minimum alanlarinin toplamindan
olusmustur. Simdi, ¢arpma i¢in birim eleman ' in 1 oldugu da animsanarak,
buradaki min. terimlerde, elemanin (x, y) yerlerine 1 , bunlarin

'

komplementleri (x ', y ") yerlerine de 0 konursa, bunlardan en az biri 1
degerini alacaktir. Burada bilesenler, iki'li sisteme (binary sistem) gore
sirastyla ; 11, 10, 01 sayilarini olustururlar. Bu sayilarin on'luk sistem'e gore
karsiliklar sirastyla 3, 2, 1 dir. Iste bu siray1 1, 2, 3 olarak gérebilmek igin,
ikilik diizendeki sayilar1 da 01, 10, 11 olarak siralamak gerekir. Iste bu
siralama isine uyum gostermesi baki-mindan, komdiitasyon cebiri ile ilgili
islemlerde, Boole cebiri sirasindaki bazi uygulamalarimizi ters sirada
diizenlememiz gerekebilecektir. Ornegin, bir tablo diizenlenmesi sirasinda
satirlar numaralanirken, biitiin elemanlarin 0 degerini aldig1 satir 0 sira
numarasi ile gosterilecektir. Boylece, 6rnegin, n = 3 i¢in olusan 8 durum sira
no.laryla gosterilirken, bu numaralar 0,1,2,3,4,5,6,7 olarak goriilecektir.

Ne gibi notasyonlar kullanilmaktadir ? Simdi bunlar1 gorelim :

1) Tablodaki sira numarasi belirtilmek suretiyle bir lojik toplam yazmak :
2. 1,2,3 gibi ...

2) Min.terimlerin karsiliklarinin, yukaridaki kurala gore, 1 ve 0 cinsinden de-
gerlendirilmesi suretiyle bir lojik toplam yazmak :
2.01,10,11 gibi...
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3) iki'lik sistemdeki degerlerin on'luk sistemdeki karsiliklar1 gdzetilerek, bu
degerler 1 i¢in m: , 2 i¢cin m: ve 3 i¢in ms yazilmak suretiyle bunlarin top-
lamin1 temsil etmek : mi +m.+ms gibi ...

Asagida x,y,z gibi li¢ degiskenle olusturulmus bir lojik fonksiyon goériilmekte
olup, bunun yukarida agiklanan gosterim bigimleriyle ifade edilisi ve buna
dair yorumlar yeterince aciklikta sunulmaktadir.

Lojik fonksiyonun biitiin olas1 hallerine gore mi (i = 0,...,7) gosterilisi kullani-
lirsa, asagida goriilmekte olan degerlendirme olusur :

mo=x'y'z' - (000)
m=x'y'z - (001)
m=x'yz'" - (010)
m=x'yz — (011)
m:=xy'z'" = (100)
ms=xy'z — (101)
ms=xyz' — (110)
m=xyz — (111).

Bu degerlendirme sirasinda apaciktir ki yine n = 3 i¢in 2" kurali gecerli
olmustur. Bu f(x,y,z) lojik fonksiyonuna Shannon Teoremi olarak ifade edilen
acilim uygulanirsa, asagidaki sirali islemler sonrasi bazi ifadeler olusur ki
bakalim bunlar bizi nasil bir sonuca ulastiracaktir ?

Shannon Teoremi (yasasi) geregince :

fx,y,z) = x.f(l,y,z)+x"'.1(0,y, 2)
f(l,y,z) =y.f(1,1,2)+y'.f(1,0,2)
£0,y,z) = y.f(0,1,z)+y"'. (0,0, z)
olusur. Keza,
f(x,y,z) = xy.f(l,1,z2)+ xy"' £(1,0,z) +
x'y.£(0,1,z) +x'y". £(0,0, )
olur. Diger taraftan,

f(1,1,z)=z.f(1,1,1)+z". £(1,1,0)
£(1,0,2) =z . f(1,0,1)+z". £(1,0,0)
£(0,1,2)=z.£(0,1,2) +z". £(0,1,0)
£(0,0,2)=z.£(0,0,1) +z". £(0,0,0)
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f(x,y,z) =xyz f(1,1,1)+xyz'f(1,1,0) +xy'z £ (1,0,1) + xy'z' £(1,0,0) +
x'yz £(0,1,1) + x'yz' £ (0,1,0) + x'y'z £ (0,0,1) + x'y'z' £(0,0,0)

elde edilecektir. Boylece Shannon yasasi geregince, f(X,y,z) fonksiyonunda,
degiskenlerin almis oldugu degerlere karsin lojik fonksiyonun bir ifade
bigimini elde etmek iizere, eger bu degerlere karsin fonksiyonun aldigi
degerler a, lerle gosterilirse :
oo = £(0,0,0); ou = £(0,0,1); o = £(0,1,0); o
;= 1(0,1,1); au = £(1,0,0); os = £(1,0,1);
os = £(1,1,0) ; ov = £(1,1,1)

olur. Artik degiskenleri x,y,z olan herhangi bir f (x,y,z) lojik fonksiyonu ,

f(x,y,2) = 2 i mi = ow.Mo + o.M + Oz + 0.Ms + Ola.Ma +
Ols.ms + Ole.Ms + Ol7.1M7

seklinde ifade edilebilecektir. Burada ai degerleri ancak ve ancak 0 ya da 1
degerini alabilecektir. Eger 0 degerini aliyorsa, bu a I1 katsaymin i¢inde
bulundugu terim ortadan kalkacak ve dolayisiyla goriilmeyecektir. Katsayis 1
olan te-rimlerdeyse, 1. mi = mi olacagindan bu kez terim goriilecek ancak
katsayr goriilmeyecektir. Boylece bir lojik fonksiyonun olusum yasasi
aciklanmis olmaktadir ve bu olduk¢a Onemli bir bilgidir. Bu yapilasma
sonunda, minimum terimlerle (min. terimlerden) olusan fonksiyon sekillen-
mis olacaktir. Burada o katsayilarinin ¢esitli kombinasyonlarina gore yeni
yeni lojik fonksiyonlar elde edilmis olacaktir. Iste bir 6rnek :

ORNEK . 1. f(x,y,z2)=xy'+x'z fonksiyonu icin aikatsayilari :

XYy z f(x,y,z) o

| |

| |
000 0.1+10 O
001 0.1+1.1 1
010 00+1.0 O
011 00+1.0 O
100 1.1+0.0 1
1 01 1.1+0.1 1
110 1.0+00 O
111 1.0+01 O
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olarak hesaplanmistir. Bu tablo ile diizene konmus olarak, f(x,y,z) lojik
fonksiyonunun min.terimler cinsinden ifadesi elde edilmek iizere asagidaki
diizenleme yapilirsa :

f(x,y,z) =2 a,m=0.mo + 1.mi + 0.m> +0.ms + L.ms + 1.ms + 0.ms + 0.my
= mi +ms +ms
=x'y'z+xy'z'+txy'z

bulunacaktir. Bu fonksiyonun yukarida ifade edilmis bulunan diger gosterilis
bicimlerine gore,

f(x,y,z)= xy'+x'z=2001,100, 101
seklinde ya da diger bir yazisla,
f(x,y,z)=xy'+x'z=21,4,5

seklinde olacaktir. Bunlar arasinda daha ¢ok sonuncu sekil kullanilmaktadir.
Ciinkii bu gosteristeki bir rahatlik, Y. i¢inde yer alan satir numaralarinin on ta-
banl sisteme ait olmalaridir. Oysa bir {istteki gosteris bi¢ciminde, iki tabanli
sisteme ait sayilar yer almakta oldugu goriilmekte ve eger basamak sayisi
biiyiik olursa, burada ¢ok rakamli sayilarin yer almasi halinde, hayli genis bir
aciklama olacagi anlagilmaktadir. Oysa son yazilistaki anlattm big¢iminde
degisken sayisina bagl bir yazis s6z konusu degildir.

ORNEK. 2. Asagida bir lojik fonksiyonun tanim tablosu verilmistir. Bu tablo
ile tanimlanmis fonksiyonu min.terimler cinsinden yaziniz :

Tanim Tablosu: Satir Nr. x y z f(x,y,z) Min.terimler

0 000 0

1 001 1 x'y'z
2 010 0

3 011 0

< 100 1 xy'z'
5 101 | xy'z
6 110 1 Xxyz'
7 111 0

olarak verilmistir.
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Min.terimler tablo iizerinde belirlendigine gore bu tablo ile tanimlanan ve
sadece fonksiyonun 1 degerini aldig1 satirlarin numaralar1 da dikkate alinarak,

f(xy,z)=21,4,5,6
yazilacaktir ki bu anlatimla gdsterilen fonksiyon gergekte,

f(xyz)=x'y'z+xy'z'+xy'z+xyz'
dir.

Karsit diisiinceyle, dyle anlasiliyor ki ve yukaridan beri yapilan agiklamalar da
dikkate alinarak, min.terimleriyle verilmis bir fonksiyonun tanim tablosu ya
da dogruluk tablosu kolayca diizenlenebilecektir.

Bu tiir problemlerde bir yaklasim da, bu tiir diizenlemelerden sonra fonksi-
yonun ekonomik boyutunu arastirmaktir. Yani en basit ifade bi¢ciminin ne
oldugunu bulmaya calismaktir. Bir uygulama olmasi bakimindan son
ornekteki min. terimlerden olusan fonksiyon {izerinde asagida goriilen
islemler yapilarak, fonksiyonun daha basit bir ifadesi elde edilmis olmaktadir
ki bu ayn1 zamanda fonksiyonlarin esitligi kavramini1 da 6rneklemektedir .

f(xyy,z2)=x'y'z+xy'z'+xy'z+xyz'
= XY zHx(yry )z
=1l.y'z+x.1.z'
=y'z+x.z'
olur.

Min.terimler i¢in yapilan bu agiklamalara kosut olarak, ifade diizenlemeleri
yardimiyla benzer olusumlar1 max.terimler (maksimum terimler kanonik sekli)
icin tekrarlamak olanaklidir. Ancak bazi hususlar1 agiklamak oldukga giigtiir.

Asagida x,y,z gibi ii¢ degiskenle olusturulmus bir lojik fonksiyon goriilmekte-
dir. Bunun, yukarida agiklanan gosterim bigimleriyle ifade edilisi ve buna dair
yorumlar tamamen benzerlik gosterse de yeniden yapilacaktir.

Lojik fonksiyonun biitiin olast hallerine goére M, (1 = 0,...,7) gosterilisi
kullanilacak olursa, asagida goriilen degerlendirme olusacaktir. Ancak bu kez
max. terimler cinsinden yazmayi istedigimiz i¢in, birim eleman 0 oldugundan,
buna gore bir diizenleme yapilacaktir.
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(0,0,0) — o=x"'*ty'tz' > my
(0,0,1) — =x'ty'+z — mes
(0,1,0) > Mi=x"'+y +z' > ms
0,1,1) > Mi=x'+y+z —> m
(1,0,0) > Mi=x+y'+z' > m
(1,0,1) — s=x+y'tz —> m
(1,1,0) -» Me=x+y+z' —> m
(1,1,1) — 1=X+ty+tz — Mo

olur.

Degiskenler x,y,z gibi li¢ tane oldugu i¢indir ki burada da n = 3 i¢in 2" kurali
gecerli olmustur. Burada farkli olarak, min.terimlerle max.terimler katsayi-
larin1 karsilagtirabilmek amaciyla sirali olarak mi yerine Mi kullanilmistir.

Burada temel diisiince, gerekli durumlarda her iki formu karsilagtirmak ve ge-
reksinme oldugu takdirde birbirine doniistiirmektir. Ancak uygulamada daha
cok min.terimlerle is yapildigindan, bu form iizerindeki ¢alismalar daha cok
gelismis bulunmaktadir.

ORNEK. f (x,y,z) = mo + ms + ms fonksiyonu veriliyor. f '(x,y,z) biitiinler
fonksiyonunu ve ayni fonksiyonun max.terimler cinsinden karsiligini bulalim.

Fonksiyon verildigi sekliyle : f(x,y,z) = mo + ms + ms =2 0,4,5 demektir ki
burada gortilen terimler i¢cin o, = 1, goriilmeyen terimler i¢cin o, = 0 dir. Bu
yazig tarzina gore biitiinler fonksiyonu ifade etmek oldukga kolaydir. 0,4,5 in
disinda kalan durumlar f' fonksiyonunda bulunacaktir ki bu da,

f'(x,y,z) =2 1,2,3,6,7

demektir. Bu da min.terimlerden olugsmustur. Bu olusuma dikkat edilirse, bii-
tiinler (komplement) fonksiyonunun ortaya ¢ikisindaki kural dogrudan ai kat-
sayisi ile ilgilidir. Ciinkii f (x,y,z) de ai = 1 olan terimler i¢in f'(x,y,z) de ai=
0 olmustur. Oyleyse,

f(X9Y5Z) = Z Q. my - f‘(X,y,Z) = z ((x‘l) " m;
yazilabilecektir. ai bir basit boolien nicelik oldugu i¢in, o, =1 ise (o;)'=0

; o, = 0 1se (o; ) ' = 1 dir. Buna gore birinde goriilen terimler digerinde
gorilmeyecek demektir.
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Fonksiyonun max.terimler cinsinden ifadesine gelince : Burada temel ilke ¢if?
degilleme yasasi' ndan yararlanmaktir. Biliyoruz ki,

f(xy.z) = [f'(x.y,2)]

dir. f'(x,y,z), fonksiyonun biitiinleyeni (komplementi) dir. Bu yukarida bulun-
mustur. Bu fonksiyon, De Morgan i¢in yeniden diizenlenirse,

f'(x,y,z) = 2 (o) "'m; =>f (x,y,2) = [f'(X,y,2)] "= [2 (o) "] " =TT [0+ (m;) ']

olur. Boylece max.terimlere ge¢ilmis olacaktir. Burada problemimize bir yo-
rum getirecek diizenleme yapilirsa,

f(x,y,z2)=204,5 i¢in f'(x,y,z)=212.3,6,7

olduklar: bilindiginden, anlasiliyor ki ou = o = as = o6 = ov = 0 dir. Burada
max.terimler i¢in elde edilen katsayilarda da bu o degerleri goriilmektedir.
Oyleyse,

f(x,y,z) =11 [0y + (m;) T=T1[0+ (m;) 'T=11(m;)"

demektir. (mi)' ile mi min.terimlerinin biitiinleyeni gosterilmektedir. Ancak
bu terimler, De Morgan ile elde edildiginden, yukaridaki agiklamamiza gore

f(X:YJZ) = H (ml) '= H Mi
yazilacak demektir. 1=1,2,3,6,7 i¢cin M, ler :

1=x+y+z'; Mo=x+y'+z ; Mi=x+y'+z';
Ms=x'+y'+z ; My=x'+y'+z'

olur ki f (x,y,z) fonksiyonu artik max.terimler cinsinden ifade edilebilecektir
f(x,y.2) = (Hy+2) (xHy +2) (Y +2 )Xy H2) (X +y'+7)

ORNEK. Asagida, genel anlamda verilmis bir Boole fonksiyonu ve biitiinleri

i¢in tanim tablosu diizenlenerek, burada min.terimler ve max.terimler i¢in te-

mel degerler, hesap yoluyla olusturulmustur.

Fonksiyon, f(x,y,z) =x.y+x"'z olsun.
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SraNr. xyz f(xy,2) f'(x,y,z) m; M;

! ! ! ! !

| | | | |
0 000 O=owm l=(w)' mo=xy.Z Mo=x"+y +7
1 001 1=ou O=(o)' mi=x"yz Mi =x"+y'+z
2 010 0= l=(r)' m:=x"yz Me=x'+y+7
3 011 1= O0=(o)' ms=x"yz Ms=x'+y+z
4 100 O=ou l=(ov)' msi=xy.2 Ma=x+y+7
5 101 O=oas l=(as)' ms=xy.z Ms=x+y+z
6 110 1= O0=()' ms=xyzZ Ms=x+y+7
7 111 1= O=(av)' m=xyz M =x+y+z

Bu fonksiyonun min.terimler kanonik sekli, (oii= 1 ler i¢in)

f(x,y,z) = cu.mi + o.ms + os.ms + o.My
=x'y'z+x'yz+xyz'+xyz
olur. Boylece,

f(xy,z)=xy+x'z =xyz+txyz'tx'yz+x'y'z

oldugu yazilabilecektir. Boole fonksiyonlarindaki tanimiyla, fonksiyonun tam
aywrict normal formda ' ki halidir.

Fonksiyonun f' (x,y,z) biitlinleyeninin (komplementinin) min.terimlerle ifade-
si
f'(x,y,z) = (o) "'mo + (o) ".m2 + (o) ".ma + (0t5) '.ms
:valZ|+X|yzl+XylZl+Xy!Z

demektir. Bu fonksiyonun her iki yaninin biitiinleyenleri yazilirsa, sol taraf
icin fonksiyonun kendisi elde edileceginden (¢ift degilleme yasasi) :

f(x.y,2) = ['(x,y,2)] ' = [ + (mo) ][0 + (m2) '].[ows + (ms) ].[as + (ms) ']

= (mv) .(m2) ".(ms) ".(ms) '
=M:;.Ms.M:. M:

olur ki boylece fonksiyonun max.terimler cinsinden ifadesine gecilebilecektir.
Oysa yukaridaki tabloda bunlarin karsiliklart bulunmaktadir. Bunun
yardimiyla

fxyz)=x+ty+tz).x+y'+z).x'ty+z).x'ty+z")
bulunur.
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Yukaridaki agiklamalar ve ornekler, izlenme kolaylig1 nedeniyle ii¢ degiskenli
fonksiyonlar icin diizenlenmistir. Burada olusan ilkelerden hareket ederek
daha genel ifadelere ulagsmak olanaklidir. Simdi asagida goriildiigi gibi, bu
tiirli bir calisma yapilacaktir.

X1,X2,...,Xn €3 olmak iizere n degiskenli bir Boole fonksiyonunun min.terimler

kanonik sekli yine ai .mi sembolleri kullanilarak ifade edilirse,
i=2n-1
f (X1,...,Xn) = 2 i . mi
i=0
olur. Bu fonksiyonun komplementinin min.terimler kanonik sekli de,
i=2n.1

f'(X1,...,xn) = 2 (0i)'. mi
i=0

olur. Bu son fonksiyonun her iki yaninin komplementi yeniden yazilirsa,

[f'(x1,...,xn)] ' = (X1,...,Xn)

olacagindan,
i=2n.1

f (x1,...,Xn) = IT [ai+ (mi) ']
i=0

demektir. Bu geciste De Morgan yasast uygulanmistir. Bu yine bir n
degiskenli fonksiyon gostermektedir. Ancak yapi itibariyle max.terimler
kanonik seklinde goriilmektedir. Diger yandan,

(mi)'=M
Moo
demek oldugundan fonksiyon,

=201
f (x1,..x0) =[] [ai+ M ]
i=0 Mo
seklinde de ifade edilebilecektir.

Burada ai , bir basit boolien deger oldugundan, bunun degerinin 0 ya da 1
olusuna gore bir irdeleme yapmak gerekebilir.

1°) a,=0 1se: o, +(m;)'=0+(m;)"'=(m,)" olur.
2°) oy=11se: o;+(m;)'=1+(m;)'=1 olur.
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Bu sonuglara bakarak, genel anlamda bir fonksiyon i¢in, min.terimler kanonik
sekline gore ifadesi ile max.terimler kanonik sekline gore ifadesinin
olusturulmasinda asagidaki algoritma kullanilabilecektir.

Bir fonksiyonun tanim tablosundan hareket edilerek min.terimler kanonik
sekli icin 1 bulunan ; max.terimler kanonik sekli icin O bulunan satirlar kulla-
nilmalidrr.

Bu algoritmada s6zii edilen uygulama, animsanirsa, boole fonksiyonlarmin

tam formlart’ nin yazilisindaki kural ile tamamen aynidir. Boylece biliyoruz
ki ;

1°) Min.terimler kanonik sekli, boole fonksiyonunun tam ayirict normal
formu karsilig1 olarak ,

2°) Max.terimler kanonik sekli, boole fonksiyonunun tam birlestirici normal
formu karsilig1 olarak ,

kullanilmis olunmaktadir.

Kanonik sekilde ifade edilmenin Onemli nedenleri vardir ki bunlarin
baglicalar1 sunlardir :

a°) Bir fonksiyonun ister min.terimler, ister max.terimler cinsinden ifade edil-
mis olsun, ancak ve ancak tek tiirlii yazilma olanagi vardir. Fonksiyonun
bu tiirde ifade edilmis olmasi, onlar1 karsilastirmada ve de esit fonksiyon-
lar1 baskaca isleme gerek kalmaksizin belirlemede en uygun yoldur.

b°) Boole fonksiyonunun kullanim amacina uygun olarak diizenlenmesinde
bu formlardan hareket etmek en kolay olanmidir. Ozellikle aralarinda
dontistim olanagi bulunmasi, bu 6zelligi etkin kilmaktadir.

c®) Boole fonksiyonlari ile ilgili genel ifadeler elde edilmis olacagindan, onlar
ile ilgili kanitlamalarda kullanilabilir 6zellikleri bulunmaktadir.

d°) Boole fonksiyonlarinin basitlestirilmesi (minimumlagtirilmasi)
problemleri sirasinda, hemen hemen her yontem igin ¢ikis noktasi
olusturmasidir.

e°) Lojik devre problemlerinde, VE-VEY A devrelerinin kurulmasinda, bazi
durumlarda, yararli yapilar olusturabilinmektedir.

Buraya kadar olan agiklamalar 1s181inda, daima degerleri belirlenmis yapilarla
ilgilenilmistir. Oysa bundan biraz daha farkli yapilarla da karsilasilmaktadir.
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7.5. SAYISAL GOSTERILIS

Bir Boole fonksiyonunun tanimlanmasinda 0 ve 1 ikilisinden yararlanildigi
yukaridan beri tekrarlana gelmektedir. Bunlarin herhangi bir kombinasyonu
yeni bir fonksiyon tanimlamaktadir. Ancak bir de bunlarin kombinasyon
icinde tanimsiz olarak bulunabilecegini varsayalim. Bu kavrami yakalamak
i¢cin, onermeler mantigit’ nin hemen baslangicinda verilmis olan énerme ile
onermesel tanimlar1 animsanmalidir. Aralarindaki fark iyi anlasilirsa, sayisal
gosterilis kavrami da o denli kolay ¢oziimlenebilecektir.

Tanim tablosunda yer alan bir deger diisiinelim ki 0 ya da 1 olacaktir da
ancak heniiz ne oldugu belirgin degildir. Boyle bir deger & yazilarak
gosterilir.

Tanim tablosunda satirlar, 10 tabanl sistemdeki sayilarla numaralanir. Bunlar
dogal sayilardir. Bunlara kombinezon numaralar: denir. Kombinezon numa-
ralar1  kullanarak gosterim isi, gercekte bir kodlama islemi ' dir.
Kombinezon, bir lojik degisken dizisine verilmis degerler kombinezonu
olarak ele alininca, bu kodlamada O©nemli nokta, lojik degiskenlere
kombinezon i¢inde ayrilmis olan siradir.

Lojik fonksiyonlarn B:.  lzerinde tamimhidirlar. Burada yalin fonksiyon
deyimiyle tiim degerleri belirlenmis bir Boole fonksiyonu anlatilmis
olmaktadir. Genel fonksiyon deyimiyle, yukarida agiklandigi sekilde, tiim
degerlerin belirgin olmadigr bir Boole fonksiyonu anlatilmis olmaktadir.
Yalin fonksiyon orneklerine bundan oOnceki alt-boliimde yer verilmistir.
Burada daha ¢ok genel fonksi- yon anlaminda agiklamalara yer verilecektir.

Konuya yaklasimi ve bunun yardimiyla yeni bir yazis (ifade) bigimini sunabil-
mek amaciyla asagidaki 6rnegi inceleyelim :

SNr.x, x, f(x,,x,)  ORNEK. Iki degiskenli bir boole fonksiyonunun
| | tanim tablosu yanda goriilmektedir.

Bu tablo ile tanimlanan fonksiyon yalin
fonksiyon olup,

0
0
1
1 f(xix2) =Y, (1,2),,

—_ O = O
S = = O

W N - O

ya da
f(Xl,Xz) = ZO (0,3)10
yazilir.
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Bu ifade bi¢iminde (yazista) >, , dogru (lojik 1) diye , 2 , yanhs (lojik 0)
diye okunur. Iste, yukarida, fonksiyon tanimlanirken kullanilan
semboliiniin yeni bir donanimla anlamli bir kullanomi elde edilmis
olmaktadir. > icindeki sayilar tamim tablosundaki satir numaralarin
gostermektedir. Sag alt kosedeki 10 sayisi ise bu sira numaralariin 10 tabanli
oldugunu simgelemektedir. Burada bir kabul (bir ¢esit anlasma) yaparak,
bundan boyle bu taban sayisin1 yazmayacagiz ve aksi soylenmedik¢e bu
sayilarin dogal sayilar oldugunu diisiinecegiz. *

Burada fonksiyon biitiiniiyle tanimlanmis degerlerle olusturuldugu igin,
sadece dogru veya yanlis kombinezonlarin numaralar1 verilmek suretiyle
tanim yapilabilecektir. Iste yukarida yapilmis olan tanimlar bunlardir.

Simdi de asagida, genel fonksiyon tanimina uygun bir tablo yardimiyla tanim-

lanmis 1ki boole fonksiyonu birden incelenmektedir ; izleyelim :
o @

ORNEK . Kom.S.Nr. x1 x2 x3 'y, VY,
! !
| |
0 0 00 o 0
1 0 01 1 1
2 01 0 1 0
3 011 0 v
4 1 0 0 1 1
5 1 01 o ©
6 1 1 0 1 1
7 1 1 1 1 0

Buradaki iki fonksiyon, asagida gosterilmis olanlardan biri yardimiyla tanim-

lanmis olacaktir ki (lojik 1) ile tanim yapilmak istenirse,
%)

y, = 2,(1,2,4,6,7) + 24 (0,5)
%]
y, = 2,(1,4,6)+25(3.5)

(*)Burada 0 sayisinin bulunmasi dogal sayilarla ilgili tartismay1 genisletebilir. 0 bazi tezlere
gore dogal say1 kabul edilmekte, bazilarina gore edilmemektedir. Biz dogal say1 oldugunu

kabul ediyoruz. Bu konuda, Peano Aksiyomlarimin yeniden diizenlenmis sekli incelenme-
lidir.
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yazilarak ya da (lojik 0) ile tanim yapilmak istenirse,
%)

no= 2,0(3) +25(0.5)
y: = 20(0,2,7) +25(3.5)

yazilacaktir. Bu ifadeler her iki fonksiyonu istenilen diizeyde tanimlamis ol-
maktadir. Bu fonksiyonlarda @ ile temsil edilen deger bir nedenle belirlendigi
takdirde, fonksiyon yalin fonksiyon smifina dahil edilmis olacaktir. Bu
kavram tanim asamasinda fonksiyonlar i¢in bir ¢esit genisleme saglamaktadir.
Boylece lojik fonksiyon olarak alternatif durumlari igermek ve sadece bu
degerlere 6zgl olmak iizere, fonksiyondaki baz1 degerler i¢in tartisma zemini
yaratmak gibi bir 6zelligi icerdigi goriilmektedir.

7. 6. KOMUTASYON CEBIRINDE LOJiK DEVRE SENTEZI

Burada, bu boliime 6zgii agiklamalarla lojik devre sentezi yapilacaktir. Lojik
Devreler basligini verdigimiz boliim, tam anlamiyla Boole Fonksiyonlarinin
yapilarina gore diizenlenmis problemleri igermektedir.Daha matematiksel
yapilar icermektedirler. Oysa Komiitasyon Cebiri adini verdigimiz bu
boliimde, basta da belirtildigi gibi, lojik devrelere biraz daha farkli bir
yaklasim sergilenmekte ve bu devrelerin fonksiyonlari’ nin gbdzoniinde
bulunduruldugu calisma-lar yapilmasi yeglenmektedir. Boylece, boliimiin
basinda gosterilmis notasyon-lar da  kullanilarak yapilacak calisma ve
orneklemeler, burada konu edilen ku- ramsal olusumlarin bir ¢esit gdsterisini
olusturacaktir. Dogal olarak, boyle bir calismanin asamalar1 tiimiyle
uygulamaya doniik oldugu icin, baskaca soze ge-rek kalmaksizin, asagidaki
problemlerin incelenmesine geg¢ilmektedir. Gerekli tamamlayict agiklamalar
da problemler iizerinde ¢alisilirken verilmis olacaktir.

7.6.1. Tek Cikisli Lojik Devreler

ORNEK .1.
’ X1
- N N
X2 -)(V) DxuvVXaVX X2 -9@-)xmxz/\xs
A A
X3 Xs
(a) (b)

Sekil 35
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Burada xi, x>, x5 elemanlariyla, (a) da v i¢in ; (b) de A i¢in birer model
olusmus bulunmaktadir. Oysa daha Onceki bilgilerimizden v operatoriiniin
lojik toplam, A operatoriiniin ise lojik ¢arpim igin kullanildigr ya da diger bir
deyisle bu islemler igin dngoriildiikleri sonucunu ¢ikarabiliriz. Modern dijital
computerler de artik bu tiir islem devreleri kullanilmaktadir. Bu modelleri n
degiskenli giris- ler i¢cin genelleyebiliriz. Ancak cikisin tek olduguna dikkat
edilmelidir. xi, X,...,Xn gibi n tane girisin herbiri binary sisteme ait bir say1 ise,
(a) daki devre bu dijital sayilarin toplamint gergeklestirecek, yani

XiVXeV..VXan = Xi+Xe+..+Xn

olacaktir. Benzer sekilde (b) deki devre, bu dijital sayilarin ¢carpimini gercek-
lestirecek, yani
XIAX2A ... AXn = (X1).(X2) e (Xn)

demek olacaktir.Bu lojik devrelerin sekille betimlenerek bir baska gosterilis
bi¢imi daha vardir ki, bu boliimiin ilk sayfalarinda gosterilen bu ifadeye gore
bu dijital devreler, kap1 elemanlar1 kullanilarak, asagida gorildiigi gibi
resimlenmis olacaklardir.

X1 +xX2+.. .+ Xn

(x1) « (x2) «oe (Xn)

(b)
Sekil 36

Uyari : Bizim c¢aligmalarimizda daha ¢ok fonksiyonel anlamdaki gdsterim bi¢imi kullanila-
caktir. Lojik kapilarla yapilan gdsterim bi¢cimi hem daha ¢ok miihendislik uygulamalarina
dontik olmakta, hem de bizim ¢alismamizda, sekil iiretmeye oldukga ters diistiigiinden bu
nedenle yeglenmemektedir.

ORNEK . 2. f(x,y,2)=(XA~y)V~XV(XAZ)
veriliyor. Buna uyan lojik devreyi ¢iziniz.
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f(xy2)=EA~y)V~XV{AZ

Sekil 37

ORNEK. 3. Min.terimleriyle verilmis bir Boole fonksiyonu asagidadir. Buna
uyan lojik devreyi ¢izelim.

f(x,y,z2)= xyz+x'y'z+xy'z'.

X E E
y

z

z

Sekil 38

ORNEK. 4. Asagidaki lojik devreye uyan ¢ikis fonksiyonunu yaziniz :

flixw=9

Sekil 39

Yanit: f(X,y)=(XVy)A~(~XAY)
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7.6.2. Cok Cikish Lojik Devreler

Bazi lojik devre problemlerinde dncekinden farkli olarak ¢ok ¢ikisli (daha ¢ok
iki ¢ikisli) devrelere de rastlanilmaktadir. Bunlarin yapilar1 incelenirken,
olusan temel esaslarda koklii bir degisiklik yoktur. Ancak ¢ikis fonksiyonlart’
nin yonlendirmesine gore, ayni bir devreden, farkli sonuglar elde edilmis
olacaktir. Bu tiir problemlerde 6zellikle lojik devre, fonksiyonu yonlendir-
mektedir. Konunun daha ¢ok uygulama agirlig1 olmasi nedeniyle asagidaki iki
ornegi inceleyelim :

ORNEK .1. Asagidaki sekilde goriilen cift ¢ikish lojik devrede ¢ikis fonk-
siyonlart nelerdir ? f(x,y)=? ; g(x,y)="?

L, SR—

é———ﬁ@b—@ﬂ%—_— f(x,y)
Y

1

P — g (x,y)
€

Fonksiyonlar: f(x,y)=xAy ; g(xy)=(XVy)A~(XAYy) olur.

g (x,y) fonksiyonu ayrica 6zel olarak incelenirse, De Morgan'a gore,

EERY=EVYA~EAY)=EXVYA(~XV~Y)=XA~X)V(YA~Y)V
XA~Y)VEXAY)=0VOVEA~Y)V((~*XAY)=XA~Y)V(~XAY)=
XDy *

olur. Bu sonug 0zel olarak hesaplanmis bir bilesimi, ayirmist birlestirme isle-
mini (ya da'li bilesimi) gdstermektedir. Yeniden diizenlenmis bu sonucu, denk
devre olarak asagida goriiyoruz (Sekil 41). Bu devreye (dogal olarak yukari-
dakine de) yari toplama hesaplayici (ing. karsihig = half adder) denilmektedir.
Burada f(x,y) fonksiyonu ¢carpma iglemini, g(x,y) fonksiyonu da toplama ile
carpmamn degilinin ¢arpimint gostermektedir ki bu sonuncusu, yukaridaki
analize gore 6zel bir toplama islemini temsil etmis olmaktadir. Ozelligi " x ve
y nin farkli degerleri i¢in 1 ; aym degerleri i¢in 0 yazan bir algoritma "
olusturmasidir.

(*) Bkz. : Syf. 125
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gxy)=x®y

ORNEK. 2. Asagida ift cikish bir lojik devre goriilmektedir. Bu, bir 6nceki
ornekte yart toplama hesaplayicist (half adder) olarak adlandirilan devreye
kosut olarak gelistirilmis tam toplama hesaplayicist (full adder) olarak adlan-
dirilan devredir. Cift ¢ikisi olan bu devre i¢in, ¢ikis fonksiyonlarin1 bulalim.

f(xy,z)=7?;g(xy,z) ="

—> g (xy,2)

Sekilden hareketle :

F(0Y,2) = (X AY) V [~XAY) A (X VY) A 7]

g(x,y2) = {x v Y) A~ (X ANV ZIA ~{[~X A Y) A (x VY] A 2}
yazilir. Bu fonksiyonlar lizerinde dogruluk degeri analizi yapilirsa, asagidaki
tablo yardimiyla daha basit olarak, hangi fonksiyonlara denk olduklar1 ya da
diger bir deyisle hangi islemleri tanimladiklar1 daha kolay anlasilir.

Ise 6nce tanim tablosunu (tablolarini ; ¢iinkii iki tablo birlikte verilmistir) dii-
zenleyerek baslayalim. Burada, bir 6nceki 6rnek dikkate alinarak,

EVYA~EAY)=EXA~Y)V(~XxAY)=x Dy
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oldugu goriiliir. Islem kolaylig1 bakimindan yukaridaki fonksiyonlar,

f(xy.z2) =xAy) vIx®y) Az
gxy,2) =[x ®y) vz] A~ [(x Dy) A 7]

seklinde diizenlenmislerdir. Bunlardan hesap yoluyla asagidaki tablolar
olusur.

£(0,0,0)0=0v[0A0]=0v0=0
2(0,0,00=[0V 0] A~[0A0]=0A~0=0A1=0

£(0,0,1)=0v[0A1]=0v0=0
2(0,0,)=[0V1]A~[0A1]=1A~0=1A1=1

£(0,1,00=0v[1A0]=0v0=0
9(0,1,0)=[1vO]A~[1A0]=1A~0=1A1=1

£0,1,1)=0v[IAl]=0vI=1
g0, ,1)=[IVI]A~[1A1]=1A~1=1A0=0

£(1,0,00=0v[1 A0]=0v0=0
9(1,0,00=[1VO]A~[1A0]=1A~0=1A1=1

£f(1,0,1)=0v[IAl]l=0vI1=1
g(1,0,)=[1vI]A~[1Al]=1A~1=1A0=0

£f(1,1,0)=1v[0AO0]=1Vv0=1
g(1,1,0)=[0vO]A~[0AO0]=0A~0=0A1=0

Sira

Nr. x y z f(xyz gXyz)

0 00O 0 0
1 001 0 1
2 010 0 1
3 011 1 0
4 100 0 1
5 101 1 0
6 110 1 0
7 1 11 1 |
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f(1,L1,H)=1v[0Al]l=1v0=1
g1,LLLD)=[0VvI]A~[0Al]=1A~0=1A1=1

bulunur. Bu tablo yardimiyla, ayn1 hesap devresine denk olan ve min.terimler
cinsinden diizenlenmis fonksiyonlar da yazilabilir ki bunlar da asagiya ¢ikaril-
mistir :

f(x,y,z)=xyz+x'yz+xy'z+xyz'
gxy,z)=xyz+x'y'z+x'yz'+xy'z'.

Min.terimleriyle ifade edilmis olan fonksiyonlar lizerinde, analiz islemleri
yardimiyla baz1 diizenlemeler yapilirsa, yukaridaki fonksiyonlarin bu sekilde
de elde edilebilecegi bir kez daha goriilebilecektir. Bu islemler (uygulamalar)
bir ¢alisma stireci olarak okuyucuya birakilmistir.

7.7. ALISTIRMA PROBLEMLERI

Asagida verilmis olan sayilar arasindaki Hamming uzakligini degisik yontem-
lerle belirleyiniz ; d=7 :

a) 100011 ile 111001 e) 11001 ile 10001
b) 100001 ile 101010 £) 10001 ile 10000
¢) 100101 ile 111101 g) 10111 ile 10000
¢) 11000 ile 10101 ) 111100 ile 100001
d) 11111 ile 10000 h) 101100 ile 110011

Asagida bir tablo lizerinde, on farkli fonksiyon birarada tanimlanmistir. Bu
tablodan hareketle, her fonksiyon i¢in min. terimleri ve bunlarla olusan
fonksiyonlari, degisik ifade bi¢cimlerini kullanarak yaziniz :

Sira

No X Yy i &6 6 i 5 & & fi o fio

0
0
1
1

—_—0 = O
S = O =
S o = O
oS = O O
—_— O = =
—_— O =
_— o = O
—_—_ 0 O
—_—0 O =
S = == O

1
1
0
0

W N == O
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Asagida bir tablo tizerinde, on farkli fonksiyon birarada tanimlanmiglardir. Bu
tablodan hareketle, her fonksiyon i¢in, min. terimleri ve bunlarin

olusturduklari fonksiyonlari, degisik ifade bi¢imlerini kullanarak yaziniz :
Sira

Nr. Xy z i & 6 & 5 & & £ £ fo

0 000 0 0 0 00 I T 1 1 1
1 001 00 1 1 0 0O 1 1 0 O
20101 191 1T OO0 O 1 1 1 O
3 01111 1 1 0 0 O O 1 O
4 100 1 0 1T 01 O I O I O
5101 01 0 I O 1 O 1 0 1
6 110 1 1 0 1 1 0 1 1 0 O
7111 10 1 O1 1 O I O 1

Asagida bir gosterilis tarzina gore verilmis olan fonksiyonlart min. terimler
cinsinden ifade edelim. Bu fonksiyonlarin biitiinlerlerini ve ayrica max.
terimler cinsinden karsiliklarin1 da bulmaya calisalim : (Degiskenler x,y,z
olduguna gore diizenlenecektir.)

a) fi = mo+mi +ms+my e) fo = me+ ms+ ma

b) ££ = mi+m:+ms+ms f) f7 = mi+ms;+ ms+ mes
c) i = mo+ m:+ mst ms g) s = ms+my

¢) fi= mo+ms+ms g) H = mi+ms+my

d) 5= mi+ms+m h) fio= ms;+ ms + ms

Asagida bir gosterilis tarzina gore ¢esitli fonksiyonlar tanimlanmistir. Bunlar-
dan hareket ederek fonksiyonu, uygun olan formda ifade ediniz : f (x,y,z) =?

a) Y1246 e) X, 14,5
b) 30,1,3,4,7 f) 3,0,2,3,6
c) X2,4.6,7 g) Y 1,247
¢) 203,67 §) X, 34,5
d) X356 h) X 03,6,7

Asagida ¢esitli lojik devreler goriilmektedir. Her birinde tanimlanmis olan
operatorlere bakarak ¢ikis fonksiyonunu ya da fonksiyonlarini bulunuz. Bu
fonksiyonlara denk devreler bularak bunlar1 ¢izmeye calisiniz. Ayni dev-
relerin ¢izimini, bolim basinda verilen kapt elemanlarint kullanarak
yenileyiniz.



218

b)

Sekil 43

c)

d)

?

- f

Sekil 47

Sekil 48
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g)

R s —)- v f =

zZ —>— J: : ﬂ:?
> f=9

Sekil 51

Asagida verilmis olan fonksiyonlara ait lojik devreleri ¢iziniz :

a) f(xy)= [xA(~xVvy)]v~(XxAYy)
b)) f(xX,y)= xv~(XA~Y)
c) fT(Xy,2))=(XAYyAZ)VXAZ)VXAY)V(VAZ)
¢) fXy2)=~XAY)VXAYAZ)
gx,y,2) =x A~ [(x Vy) A Z]
d fxyz)=~xXVy)AXVYVZ)
g(X,¥,2) =X AYAZ



BOLUM 8

LOJIK DEVRELERIN INDIRGENMESI
(MINIMIZASYON)

8. 1. GIRIS VE TEMEL KAVRAMLAR

Boole fonksiyonlariyla ilgili konularin icinde 6nemli sayilabilecek bir ayrinti,
bu fonksiyonlarin olabildigince basit ifade edilmesini saglayabilmektir.
Bunun degisik amaglarla nasil gerceklesecegine dair, onceki boliimlerde
ongoriilen caligmalarimiz animsanmalidir. Ancak burada konu, komiitasyon
cebiri ' nin bir devami niteliginde ele alindigindan, oncekilerden farkli olan
bazi yorumlara ve yontemlere yer verilecek olmasi asla yadirganmamalidir.

Ekonomik devre kavrami ile birlikte denk devre kavramlarini uygun ve
uyumlu bir sekilde kullanarak temel alt yapiy1 olusturmus oluruz. Oyleyse
sO0zl edilmese bile, gergeklestirilecek islemlerde bu kavramlar kendiliginden
var sayilacaktir. Burada farkli olan lojik fonksiyonlarin min.terimler ya da
max.terimler cinsinden ifade edilmeye calisilarak sadelestirilmesidir. Bu
islem i¢in indirgeme deyiminin kullanilmasi, yapilacak isin sadece basitles-
tirme isleminden ibaret olmadigin1 belli etmek amacinmi giitmektedir. Bunun
icin, bazi kaynaklarda, minimizasyon deyiminin kullanildig1 da goriilmek-
tedir.

Boole fonksiyonlarinin, tanimlanmis cebirsel normlar sakli kalmak kosuluyla
indirgenebilmesi icin ¢esitli yontemler kullanilmaktadir. Bunlarin baglica-
larin1 inceleyecek ve uygulamalariyla bu yontemleri en iyi sekilde tanimaya
calisacagiz. Bunlarin incelenmesi, onceki bilgilerimizi gerektirmekle birlikte,
baslibasina bir konu olarak ele alinmasi ve ayr1 bir boliim i¢inde gelistirilmesi
yeglenmistir. Boylece konu, bir biitiinlik olusturacak ve kendi iginde
Oztimlenecektir.

Bu islerin salt matematiksel olusumu disinda, bir de uygulama alaninda kulla-
nilmasi diistincesi vardir ki, fonksiyonlar tizerindeki bu gelisimlerin, 6zellikle
maliyet unsuru gézoniine alindiginda, 6nemi daha da artmaktadir. Miihen-
dislik uygulamalarinda belirli alanlarda bu fonksiyonlardan yararlanildigi
bilinmekte ; bilhassa tasarim ve iiretim asamasinda bu yapilasma dikkat
cekmektedir.
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Konunun gelisimi biraz da uygulamaya doniik oldugu icin, belki de pek ¢ok
aciklama, yontemlerin tanitilmasi ve islenmesi sirasinda yapilacak ;
yapilabilecektir. Bu nedenle konu biitiiniiyle yontemlerden soz eder goriinse
de , satir aralarinda 6nemli sayilacak agiklamalara ve olusumlara yer verilmis
olacaktir.

Oncelikle, 6nceden bildigimiz anlamda, 6rnekleme yoluyla bazi basitlestirme
(indirgeme) problemlerine yer verilmis olacaktir. Bunlar islenirken analiz
yontemi olarak adlandirdigimiz bir calismay1 yinelemis olacagiz. Bu amagla
asagidaki ornekleri inceliyoruz.

8.2. ANALiZ YONTEMI

Bu yontemde islemler ardisik olarak siirdiiriilir ve bu sirada Onceden
edinilmis bilgilerin ve iligkilerin uygun olanlarinin tiimii, yerine gore
kullanilir. Olusan bir dizi denklik sonunda, amaca uygun fonksiyon
gorildiiglinde islem durdurulur. Bu islemler sirasinda 6nceden bir islem dizisi
ya da yolu onermek olanaksizdir. Her problem i¢in bagimsiz diisiinceler
iretmek gerekir. Demek ki, bu ¢alisma sirasinda basarili olmak i¢in dnceki
bilgilere ve alt yapiya egemen olmak gerek- mektedir.

ORNEK. 1. Asagidaki fonksiyonlari basitlestirerek ifade edelim :

a) fxy)=x+x'y=x+x")x+ty)=1.x+y)=x+y

b) fxy)=xy+txy'=x(yty)=x.1=x

¢c) f(A.B)=(A+B)'.(A'+B")=(A'B").(A’+B’)=A’B’A’ + A’B’'B’ =
A’B’ +A’B7 :A,B’

d fEy)=xty)x+ty)=xx+xy'+txytyy'=x+x(y+ty')+0=x

ORNEK. 2. f(x,y,z2)=(x'+y+z").(x+y+z") fonksiyonu veriliyor. Bu
fonksiyonu sadelestirilmis bir bigimde ifade edelim.

fxyz)=x"ty+tz").(x+y+z'
=xx'+t(x+tx)(y+tz)+(y+tz)(y+z)
=0+1.(y+tz")+ty+z'
=(ytz)+(y+tz')
:y+Z’

ORNEK. 2. f(x,y,z2)=xyz+xy'z+xyz'+xy'z' fonksiyonunu en
basit sekilde ifade edelim.
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Min. terimleriyle verilmis bu fonksiyonun sadelestirilmesi i¢in, asagida gori-
len islemler yapilmistir :

f(x,y,z)=xyz+xy'z+xyz'+xy'z'
=x(yty)zt+tx(yty)z'
=x.l.z+x.1.z2'
=x(z+z")
=x.1
=X
olur.

8.3. ASAL BILESENLER

n degiskenli bir Boole fonksiyonu f (xi, ... , Xxn) olsun. Bu fonksiyona
mantiksal olarak karsilik gelen ifade ¢ ile gosterilirse ; eger fonksiyon ¢ nin
icerdigi herhangi bir temel birlestiriciyle mantiksal olarak ifade edilemezse, ¢
temel birlestiricisine [ nin asal bilesen ' i1 denir. Yani bu, f nin bir asal
bileseninin, aynt zamanda f ye denk olan herhangi bir mantiksal ifadenin de
asal bileseni oldugunu ifade etmektedir.

Konuya yeteri kadar agiklik getirmek lizere, asagidaki 6rnekleri inceleyelim :

ORNEK.1. f(x,y,z) = Xy + xy'z + x'y'’z fonksiyonu veriliyor. Bu fonksiyonda
x.z , mantiksal olarak f (x,y,z) nin asal bileseni'dir.

f(xyz)=xy+txy'z+tx'y'z
=xyt(x+x)y'z
=xy+l.y'z
=xyty'z =0 (xy.2)

olur. Burada iddia x.z nin asal bilesen oldugundan ibarettir ve bu da ¢ nin
icinde, y nin disinda kalan degiskenler olarak goriilmektedir. Burada x.z,
mantiksal olarak f fonksiyonunu ifade ederken, tek baslarina x ve z, ayr1 ayri
fonksiyonu ifade edemezler. Fonksiyonun diger asal bilesenleri x.y ve y'.z dir.
Ancak bu asamada heniiz her sey tam bir berraklik kazanmis degildir.

ORNEK. 2. f(x,y,2) = [y A (~Xx VvV ~2)] V [~y A (x v 2)] fonksiyonu veriliyor.
Fonksiyon, mantiksal olarak,

XA~V V(YyAZ)V(~XAY)V(YA~2Z)
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ye denktir. ¢ ile gosterilen bu fonksiyonda asal bilesenler :

XA~NY;~YAZ; ~XAY; YA~Z, XA~Z ;~XAZ

olarak goriilmektedir. Fonksiyonun ayirict normal form'da (dnf) diizenlenmis
olduguna dikkat edilmelidir.

Konunun daha iyi anlagilabilmesi i¢in, asagidaki teorem incelenmelidir :

TEOREM : F nin herhangi bir minimal @ ayiric1 normal formu, fonksiyonun
bir ya da birden fazla asal bileseninin ayiricisidir.

Kanit: ¢ , @ nin aymricisi olsun. Eger ¢, F nin asal bileseni degilse bu
takdirde ¢ mantiksal olarak F yi ifade edecek sekilde ¢, ¢ temel birlestiricisini
icermis olacaktir. Eger ¢ yerine ¢ yazilarak ®* elde edilirse agikca
goriilecektir ki @* mantiksal olarak @ ye denktir. Daha 6z bir bigimde ifade
edilirse, fonksiyonun bir minimal tam ayiric1 normal formunun, F nin tim
asal bilesenlerinin ayiricisi olmasini gerektirmedigi goriiliir.

Uyari : Mantiksal olarak F formunda, yani ayirici normal formda (dnf) ifade
edilen her temel birlestirici, F nin bir asal bilesenini igermelidir.

8. 4. TUM ASAL BIiLESENLERIN BULUNMASINDA
QUINE - Mc CLUSKEY YONTEMI

Ifade formu F ile gosterilen bir fonksiyonda, ¢: ve ¢ temel birlestiriciler
ise, bu takdirde F ancak ve ancak bu temel birlestiricileri i¢erir ve ¢: deki
harfler (degiskenler) F de bulunan harflerdense, ¢m , F ye bagh olarak ¢» nin
tamamla- yicisidir.

ORNEK. F: (xA~yAzZ)V(XAt)v(~xAy) verilen form olsun. Burada
temel birlestiricilerden biri ¢ = ~x A z olsun. Buna gore F ye bagli olarak ¢
nin dort biitiinleyeni (tamamlayicisi) vardir ki bunlar,

XAYA~ZAL, XAYVA~ZA~L ; XA~YA~ZA~TL; XA~YA~ZATL

olarak goriiliirler. Dikkat edilirse temel birlestiricilerden biri ~ x A z olarak
se¢ilmistir. Oysa ¢ nin yukaridaki dort biitiinleyeninin hepsinde bu degis-
kenler ancak tiimleyenleriyle temsil edilmektedirler. ~ x yerine x ; z yerine de
~Z
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gelmis olarak yapilan diizenlemelerdir. Diger iki degiskenin de olasi degisik
durumlari, ancak dort farkli ifadeye olanak verebilmektedir.

Yardimci Teorem [ . @ ile tam ayirict normal form temsil edilmis olsun.
Burada ¢ ile @ deki tiim harfleri igceren bir temel birlestirici tanimlanmistir. ©
ye bagli olarak ¢ nin tiim biitiinleyenleri @ nin ayiricilariysa , ¢ mantiksal
olarak @ yi ifade eder.

Tam ayirici normal form (dnf), bilindigi gibi min.terimli yazilisa karsi
gelmektedir. Bu form i¢inde temel birlestirici belirlenmisse bu forma uygun
bir yapidadir. Dolayisiyla ¢ ile seg¢ilmis ve tanimlanmis olan temel
birlestiricinin biitiinleyeni (biitiinleyenleri) ayirici normal forma karsilik gelen
max.terimler cinsinden olusursa, bu, formlarin donilisimii ilkesinden
hareketle, mantiksal olarak @ den farkli bir sey olamaz. Burada mantiksal
sO0zciigl, form farkinin es anlamligini anlatmak i¢in kullanilmastir.

¢ ile, tim degiskenleri (harfleri) igeren bir temel birlestirici tanimlaniyorsa,
bu form igin bir model olusturur. Biliyoruz ki tam formlar' da bilesenler (ya
da carpanlar) tiim degiskenleri (harfleri) icerirler. Oyleyse bdyle segilmis bir ¢
formun bir bilesenidir. Bunun biitiinleyenleri, form farkina ragmen, biitiin
ogeleriyle yine @ formuna mantiksal olarak ulasacaktir.

Yardimci Teorem II. Eger F formu bir totoloji degilse, F nin higbir asal bile-
seni, F de olmayan herhangi bir degiskeni (harfi) igermez.

TEOREM : @ ile totoloji olmayan bir tam ayirict normal form (dnf) temsil
edilmis olsun. ¢ ile de baz1 temel birlestiriciler gosterilmis olsun. Ancak ve
ancak ;

(1) ¢ nin tiim harfleri ® nin de harfleriyse ;

(i1 ) @ ye bagli olarak ¢ nin tiim biitiinleyenleri ®@ nin ayiricilart oldugu halde
¢ deki baska bir temel birlestirici bu 6zellige sahip degilse ; ¢, @ nin bir
asal bileseni' dir.

Kanit : Yardimci teorem I ve II dikkate alinarak, dogrudan gergekles-
tirilebilir.

@ ile totoloji olmayan tam aywrict normal form temsil edilmis olsun. @ nin
tiim asal bilesenlerinin Quine - Mc Cluskey yontemiyle bulunmasinda asagi-
daki algoritma kullanilacaktir :

@ ile yi v ... v yk formu temsil edilmis olsun.
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(1) Ik yapilacak is bilesenleri, yani i , ..., wk y1 listelemek olmalidir.
(2) Eger iki temel birlestirici ¢ de ve o da benzer fakat birinde bir degiskenin
degili varsa, listeye o dan farkli olan degiskeni ¢ikararak, bu sekilde elde

edilen birlestiriciyi ekleyiniz. ¢ ve ® nin yanina kontrol edildi anlaminda
v

isaretini koyunuz (cek etmek) .
(3) Uygulanabildigi siirece (2) yi devam ettiriniz. Kontrol edilmis olan yani
v almis olan temel birlestiriciler, (2) nin tekrarli uygulamasi sirasinda kulla
nilabilecektir.
Sonug listesinde, kontrol edilmemis yani ¢ek edilmemis olan temel birles-
tiriciler, @ nin asal bilesenleridirler.

ORNEK .1. ®: xyz'+xy'z+x'yz+x'y'z+x'y'z' olsun.

yi i xyZ
Y2 Xy'z
Yy i X'y z
ys: X'y z
ys @ x'y' 7

demektir. Burada fonksiyon, min-terimler cinsinden ifade edilmistir. Gergekte
ayni fonksiyon lojik anlatimla

XAYA~Z)V(EXA~YAZ)V(~XAYAZ)V(~XA~YAZ)V (~XA~Y A~ Z)

seklinde de gosterilebilirdi. Onceki bilgilerimizden yararlanarak, bu iki
formun goriiniisiiniin farkli olmasina karsin igeriklerinin ayni oldugunu
biliyoruz. Oyleyse biri i¢in yapilacak calisma ve elde edilen sonug digerine de
ait olacaktir. Yazis ve ifade kolayligi nedeniyle ilk ifade bi¢cimi yeglenmistir.

(2) nin uygulanmasi sonucunda : xyz'
xy'z v y'z
X'yz v X'z
X' y' 7 / X' y!
X' yv Z' v

elde edilir. Boylece asal bilesenler' in xyz',y'z , x'z , X'y' olduklar1 anlasilmis
olur. Buradan goriiliiyor ki, ikinci grup elde edildikten sonra devam
edilmemis olmasi, ii¢ bilesende de degiskenlerin tamaminin bulunmamis
olmasidir.
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ORNEK.2. @ : xyzt+xyz't+xy'z't+xyz't'+x'yz't'+
x'yz't'"+x'y'z't

olsun. (1) . liste :

Xyzt xyz't xy'z't x'y'z't

xy'zt xyz't' x'yz't'
x'yzt'

seklinde olusur. Bu liste olusturulurken birinci siitunda degiskenlerin
higbirinde olumsuzluk yoktur. Ikinci siitundaki bilesenlerde birer olumsuzluk,
tiglincli stitundakilerde ikiser olumsuzluk ve son yani dordiincii siitunda da
ticer olumsuzluk bulunan bilesenlerin bir araya getirilmesine 6zen
gosterilmistir.

Ayiricilarin sirf degilleme sayisina bakarak yapilan bu diizenleme sonrasinda,
uygulamanin (2). asamasi degilli ve degilsiz iki ¢iftin karsilastirilmasi igin
kullanilacagindan, bu asamada yukarida olusan gruplar karsilastirilacaktir :

xyzt v xyt v Xt
xzt v

xyz't v

xy'zt v xz't v
xyz'

xy'z't v xy't v

xyz't" v

x'yzt' v y'z't
yz't'

x'y'z't v x'yt'

x'yz't' v

olur. (2) sikk1 daha fazla uygulanamaz. Yukaridaki liste olusturulurken 1lk iki
siitun (2) nin birinci uygulamasiyla ; ikinci siitundan tigiincii siituna gecerken
de (2) nin ikinci kez uygulanmasindan yararlanilmistir. Boylece ilk ornek-
tekinden farkli olarak, bir ardisik islem daha yapilabilecegi gosterilmistir. Bu
stitunlar olusurken kullanilan bilesenler okeylenerek v~ ile isaretlenmis ve
kullanil- mayanlar boylece belirlenmistir. Simdi bu agiklamalar 1s18inda, ®
ile temsil edilmis olan ifadenin asal bilesenlerinin
xyz'; y'z't;yz't'; x'yt'; xt

olduklar1 sOylenebilecektir. Bu iki calisma yani 6rnek sonrasinda, kuramsal
olarak verilen agiklamalar da dikkate alinarak, asagidaki bilgilere ulasilir :
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* Listedeki tiim temel birlestiriciler, mantiksal olarak @ yi ifade eder.

* @ nin her bir y asal bileseni, kontrol edilmemis olarak elde edilir.

* Asal bilesen olmayan higbir y temel ayiricisi , kontrol edilmemis olarak
elde edilir.

* Bu islemler i¢cin 6nemli bir kosul : tam olmayan ayirici form verildigi
zaman, onun mutlaka tam ayirict normal forma g¢evirilerek isleme so-
kulmasidir.

8.5. ASAL BILESEN TABLOLARI VE BOOLIEN YONTEMI

@ ile gosterilen formda, oncelikle, @ nin hangi asal bilesenlerinin, tam ayirici
normal formun (dnf) minimali oldugunun bulunmas1 gerekmektedir. Bununla
ilgili olarak asagidaki teorem onemlidir :

TEOREM. ® totoloji olmayan, tam ayirici normal form (dnf) olsun. y ise ay1-
rict normal formu temsil etsin. Eger v , ® icin bir minimal ayirici normal
form ise 0 zaman @ nin her bir ayiricist y nin bir ayiricisini igerir.

Asal bilesenlerin y ayirimi o sekilde secilmis olsun ki @ tam ayirict normal
formun her bir ayiricist Wy nin bir ayiricisini igermis olsun. Tim y ler
igcinden minimal olanlar bulunacaktir. Bu ise bazi teknik ¢alismalar1 gerektir-
mektedir. Bu teknikler hakkinda yeteri kadar bilgi asagida verilmis olacaktir.

@ nin her bir asal bileseni i¢in bir satir ; @ nin her bir ayiricisi i¢in bir siitun
agmak iizere bir matris diizenlenmis olsun. @ i¢indeki asal bilesenler ¢ ile ve
@ i¢indeki ayiricilar da y ile gosterildigine gore bunlarin kesistigi yere bir x
isareti konacaktir. Bu agiklamalar asagidaki orneklerle daha iyi pekismis
olacaktir. Bu matrise, @ nin asal bilesenleri tablosu denir.

ORNEK.1. ® : xy'z+x'yz'+xyz'+xyz olsun. Quine-Mc Cluskey
yontemi kullanilirsa ,

xyz Y

xy'z v
xyz' vV Xy

x'yz' Vv yZ

elde edilir. Boylece, ® nin asal bilesenlerinin xz , xy , yz ' olduklar1 anlagilir.
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Asal bilesenler tablosu asagida oldugu gibi diizenlenecektir. Bu bir matris
olarak goriilecektir :

' '

Xyz Xy'z xyz' x'yz
|
!

Xz X X

Xy X

yz' X X

Bu tablodan anlasildigina gore, x y' z ve x'y z' siitunlarinin her biri tek bir
isaret igerir. Boylece x z ve y z' ¢ekirdege aittir. Buna karsin x z ve y 7'
ye karsilik gelen satirlar tiim siitunlara karsilik gelen isaretlere sahiptirler.
Boylece @ icin x z+yz' tek bir minimal ayiric1 normal formdur.

Oz (Cekirdek) Islemi : Yukaridaki aciklama sirasinda kullanilmis olan bir de-
yime dikkat edilmelidir ki bu deyim ¢ekirdek’ tir. Burada, oz ya da ¢ekirdek
olarak adlandirilan islem nedir ; ne anlama gelmektedir ?

® nin, y sltununun altinda tek bir x isareti bulunmus olsun. Burada
onceden kullandigimiz anlamda  ayirici formu temsil etmektedir. ¢ de bu x
isaretine karsilik gelen asal bilesen olsun. ¢, @ nin ¢ekirdegine aittir.
Yukaridaki teoreme gore ¢, @ nin her minimal tam ayirict formunun bir
ayiricist olmasi gerekir. ¢ ye karsilik gelen satir ve ayn1 zamanda ¢ ye karsilik
gelen satirdaki x isareti bulunan siitunlar ¢ikartilir.

ORNEK.2. ®: xyzt+xyz't+xyz't'+xy'zt+x'yzt+
x'yzt'+x'yz't+x'y'z't
olarak verilmektedir. Asal bilesenleri bulmak istiyoruz.

xyzt vV xyt v yt
Xzt

xyz't v yzt v

xy'zt v

x'yzt v
Xyz'

xyz't" v yz't v

x'yzt' v X'yz

x'yz't v x'yt v

x'y'z't v x'z't
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olur. Bu tablo diizenlenirken, degilli sayisina bakilarak bilesenler kendi arala-
rinda gruplar olusturacak sekilde bir diizen kurulmus olmaktadir. Gruplar ara-
sindaki bosluklar, degil sayisinin artmasina karst bloklar daha belirgin olsun
diye brrakilmistir. Diger taraftan, 6nceden verilen kural ve agiklamalar dog-
rultusunda isleme giren (girebilen) bilesenler v isareti konarak belirtilmis ol-
maktadir. Biitiin bunlardan sonra, yukaridaki diizenlemeye bakarak, @ nin
asal bilesenlerinin yt,x'z't , x'yz , xyz' , xzt olduklan
soylenebilecektir. Bunlar yukaridaki diizenekte yanlarinda v~ isareti bulun-
mayanlardir. Bu probleme ait asal bilesenler tablosu ise asagidadir :

xyzt xyz't xyz't xy'zt X'yzt X'yzt' X'yz't x'y'z't

yt X X X X
x'z't || ®
x'yz || ®

Xyz' || ®

Xzt || ®

Tablo diizenlenirken bu kez biraz daha farkli bir isaretleme yapildig
gorilmektedir. x ile yetinilmeyip bu kez |x| ile ® sembollerinin de isleme
katildig1 goriilmektedir. Peki, bunlar ne anlama gelmektedir ; ne amagla
kullanilmistir ?

® 1saretleme semboliiyle, verilen siitunda tek olanlar gosterilmislerdir.
Tabloda x y Z' t' , xy zt,x'yzt ,x'y Z t bu tiir sutunlar olarak
gorilmektedir. Boylece, xyz',x zt, x'y z ve x'Z't cekirdekte olurlar. Bir
satirda isaretleme i¢in ® sembolli kullanilmissa, artik, varsa digerlerini
isaretlemek i¢in |x| sembolii kullanilacaktir. Tabloda da goriildiigi gibi, bir
satirda eger ® sembolii varsa |x| da vardir.

Bu ¢ikarimlara gore, boylece @ nin her ayiricisi, ¢ekirdekteki bir asal bileseni
icerir. Buna gore, @ nin tek minimal ayirici normal formu :

xyz'txzt+x'yz+x'z't
olarak belirlenecektir.
Yukaridaki iki ornekteki sonuglar beklendigi gibi gergeklesmistir. Baz1 du-

rumlarda bu islemler yeterli olmayabilir. Asagida buna dair aciklamalar
verilmistir :
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8. 5. 1. Baskin Siitun Islemi

Yukarida goriildiigli gibi matrisiel anlamda diizenlenmis bir bilesenler tablo-
sunda siitunlardan biri s ve siitunlardan bir digeri s: olsun. Eger s:
siitununun biitiin siralar1 x ile isaretlenmis, buna karsin s. siitununda bir tek x
varsa si siitunu elemine edilecektir. Yukarida yol gosterici anlaminda verilmis
olan teremin kosullarin1 saglamak i¢in, s: siitununun temel birlestiricisinde yer
alan asal bilesen kullanilmalidir. Varsayim olarak ayni asal bilesen, s:
stitununun temel birlestiricisine eklenmelidir.

8. 5.2. Baskin Satir islemi

Asal bilesenleri i ile gosterdigimiz animsanmalidir. Buna gore, eger diyelim
ki y: bilesenine karsilik gelen satirin her siitununda x isareti varken, o
bilesenine karsilik gelen satirda sadece bir tek x isareti bulunuyorsa ve i
deki harf sayis1 y: den kiiciikse, - ye karsilik gelen satir elemine edilir.

ORNEK.
Xyzt+xy'zt+x'yzt'+xy'z't+x'yz't +xyzt'+xy'zt' +xy'z't+x'yzt +x 'y z't +xy'z't’

fonksiyonu veriliyor. 1k is olarak asal bilesenler belirlenmelidir :

xyzt v Xzt

v XZ
xyz Vv yzZ
xy'zt v yzt vV
xyzt' v Xy'
x'yzt v xy'z v X'y
xy't v
X'yzt' v yzt'
xy'zt' v xzt'" v
xy'z't v x'yz Vv
x'yz't v x'yt v
xy'z't v x'yt' v
X'yz't v xy't" v
xy'z' v
X'y'z't v x'yz' vV
y'z't'

x'z't'
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Bu sekilde asal bilesenlerin : y'z't', x'z't', xz , yz, xy', X'y olduklar1 belirlen-
mistir. Buna bagl olarak diizenlenmis asal bilesenler tablosu asagidadir :

xyzt xy'zt xyzt' xy'z't' x'yz't' xyzt' xy'zt' xy'z't x'yzt x'yz't x'y'z't'
|
[

yv 2't' X X

x'z't X X
XZ X X X X

yz X X X X

xy ] ] X[ ®

X'y ] ] x| ®

Bu tabloda yer alan bilesenlerden (min.terimlerden) xy'z't ile x'yz't siitunlar
bir tane x bulundurduklarindan, bunu 6zellikle belirtmek i¢in bir 6zel sembol
kullanilarak ® ile isaretlenmislerdir. (Tablodaki 8. ve 10. siitunlarda) Boylece
xy' ile x'y nin ¢ekirdege ait olduklar1 anlasilir. Her ikisinde de z't nin var oldu-
guna dikkat edilmelidir. Bu belirlemeye gore, xy' ve X'y satirlarindaki x
isareti iki ¢izgi arasi i¢ginde gosterilmistir. Bu yoruma gore ® ve |x| isaretini
igeren tliim siitunlar atilirsa, olusacak yeni tablo asagidaki gibi goriilecektir :

xyzt  xyzt' x'y'z't'
|
!

y'Z't' X
x'z't’

X Z X X

yz X

Bu tabloda, ilk iki siitundaki x ile isaretleme birbirinin aymidir. Bu o6zellik
dikkate alimirsa, baskin siitun islemi geregince, biri atilabilecektir. Ornegin
ikinciyl yani xyzt' yii almamis olalim. Bu agiklamadan sonra, ortaya ¢ikmasi
gereken tablo asagida goriilmektedir :

xyzt  X'y'z't
|
!
O yzt X
@ x'zt X
® xz X
@ yz X
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Islemlerimizin higbiri bu tabloya uygun goriilmemektedir. Buna ragmen,
istenilen minimal ayirict normal form i¢in her siitun, bazi ayiricilari
icermektedir. Buna bagli olarak, numaralanmis satirlara gore ifade edilirse,
[OVv OIA[B v @]
olmalidir. Bu ise mantiksal olarak
{[(OABIVIOADIVIIIOAB]V[OAB]}

ile ortaya konan bilesime denk olur. Buraya geciste dagilma 6zelliginin uygu-
landig1 ve normal bi¢imde bir i1fade elde edildigi goriilmektedir. Artik asal bi-
lesenleri se¢gmek siras1 gelmistir. Ancak burada goriiyoruz ki dort farkli yol
vardir ve bir ayirim yapmaksizin bu dort form asagida oldugu gibi olusur :

Xxy'+x'y+ty'z't'+xz
xy'tx'yty'z't'+tyz
xy'+tx'y+x'z't'+xz
xy'tx'y+x'z't'+yz.

* ¥ X %

Satirlarin numaralanmasi ve bu yolla iliskilerin agiklanmasi, Boolien Yontem
olarak adlandirilmaktadir.

Bunlar, minimal ayirict normal formun olas1 tiim ifadelerini gostermek-
tedirler. Hepsi de ayni degeri tasidiklarindan, dérdii de minimal tam ayirict
normal form' durlar. Yani bunlardan herhangi biri problemin yanitini
olusturmaktadir.

ORNEK .2. @ ile asagidaki form temsil edilmis olsun.

xyzt + xyz't + x'yzt + xyz't' + xy'z't + x'yzt' + X'yz't + xy'z't' + x'y'zt' + x'y'z't'
Asal bilesenleri bulmak tlizere asagida goriilen ¢alismayi yapalim :

xyzt v xyt v yt

xyz't v’ yzt v xz'
X'yzt v’ xyz' v
xyz't' v’ xz't v’
xy'z't v yz't v’
x'yzt' v X'yz
X'yz't v X'yt v
xy'z't' v/ xz't' v
X'y'zt' v/ xy'z' v
X'y'z't' v/ X'zt'
y'z't’

vavtv
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Bu diizenek yardimiyla asal bilesenlerin : x'yz , x'zt', y'z't' , x'y't', yt , xZ'
olduklar1 saptanabilecektir. Buna uyan bilesenler tablosu asagidadir :

xyzt xyz't X'yzt xyz't' xy'z't x'yzt' x'yz't xy'z't' x'y'zt' x'y'z't

X'yz X X

x'zt' X X
y'z't’ X X
x'y't X X
yt ® [x| |x| ®
xz' | X | ® ® | X |

Bu tablo diizenlenirken, oncekilerde oldugu gibi, siitununda tek olan x, bu ni-
teligi belli olsun diye burada da ® ile isaretlenmistir. Bu tablodan yt ve xz'
niin ¢ekirdekte olduklar1 anlasilmaktadir. Bu olusuma gore, son iki satir1 ve &®
ve |x| bulunduran siitunlar1 ortadan kaldirarak yeni bir tablo diizenlersek,
asagidaki tablo ortaya cikar. Bu tabloyu uygularken (yorumlarken) Boolien
Y ontemi kullanabilmek i¢in de satirlart numaralayalim :

vaztv X'y’Zt' X'y’Z't'
|
I

O x'yz X

@ x'zt' X X
® y'z't

@ x'y't' X

elde edilir. Boolien Ydntem geregince :
[OVOIA[@VOIA[B® V@]

bulunur. Ancak bu istenilen formda degildir. Bu form cebirsel ifade edilirse
max. terimler i¢in yazilmis olur. Oysa min.terimler cinsinden ifade edilmesi
gerekmektedir. Bunu saglamak iizere, dagilma 6zelligi uygulanarak, yeni bir
diizenleme yapilirsa, asagidaki mantik ifadesi bulunur :

[OV OIA[QVADIABVADI=[OAOAR]VOAOABD]VD A @]
VIOABOAD|VIOAB]IVIOAD]V[OABAD].

Tablodaki diizenekten anlasilir ki, @ kullanilirsa @ e gerek yoktur. Benzer
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sekilde, @ kullanilirsa @ e gerek yoktur. Bu husustaki kural daha 6nce veril-
mis ve uygulanmustir. (Onceki drnegi inceleyiniz.) Bu yoruma gore,

[OAQ]IV[OAB®] VD A D]

olur. Boylece minimal ayirict normal form i¢in ii¢ segenek olustugu anlasilir.
Bunlar ise ,

yt+xz'+x'zt+yz't

yt+xz'+x'zt'+x'y't

yt+xz'+x'yz+x'y't

seklinde siralanacaktir. Hepsi ayni degerdedir ve herbiri @ i¢in, minimal
ayirict normal formu temsil eder.

8. 5. 3. Dallanma YOntemi

Bu tamamen uygulamaya doniik agiklamalar1 gerektirdiginden, onceki
ornegin sonucunu da igerecek sekilde, yorumlanmis bazi yeni diizenlemelerle
bir yontem gelistirilmis olmaktadir ki bu dallanma yontemi olarak adlan-
dirilmakta ve ne sekilde uygulanacagi ve buna dair ayrintilar asagida
acgiklanmaktadir :

- En az isaret tasiyan siitun alinir.

- Birden ¢ok isaret var ve bunlarin sayis1 esitse, istenilen biri segilebilir.
Ornegimizde (yukaridaki 6rnek) her siitunda iki isaret bulundugundan
bunlardan biri segilebilir. Ornegin ilk siitunu yani x'y zt' yi alalim.

- Asal bilesen olusturmak i¢in bunun bir pargast alinip, olmayan degiskene
gore tiiretilir. Ornegin burada x'y z veya x'zt ' den biri kullanilabilir.
Boylece iki tablo elde edilmis olur.

- Genel anlamda bir siitunda n tane isaret varsa n tane tablo elde edilir.

X'ylztl valZVtV X'Y'Z't'
| |
x'zt' X x'yz
valtv X y!Z!tl X
le'tl X X leltl X
Tablo 1 Tablo 2

Tablo 1 de x'y z nin ayirict oldugu varsayilmistir. Bu nedenle x' y z satirini
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ve buna karsilik gelen isareti bulunduran siitunlarn ¢ikariyoruz. Tablo 2 de
ayni islemleri x'zt' i¢in yapmis bulunuyoruz.

Tablolarin bu sekilde c¢esitlenerek, indirgeme islemini bunlar {izerinde
diizenleme islemi bir yontem olarak benimsenirse, buna dallanma yontemi adi
verilir.

Yukaridaki tabloya Boolien ya da Dallanma yontemlerini uygulamaya devam
edebiliriz. Burada x' y' t' niin minimal oldugu agiktir. Tablo 2 dense ya y'z' t'
yada x'y't' yi secmek olanagimiz vardir. Buna gore olasiliklar,

Tablo 1 den — yt+xz'+x'yz+x'y't
Tablo 2 den — yt+x'z+x'zt+y'z't
yt+x'z+x'zt'+x'y't

seklinde gerceklesir ki bunlar da Boolien Yontem ile elde edilenlerle aynidir.

8. 6. CONSENSUS YONTEMI

Asal bilesenlerin bulunmasinda uygun yontemlerden biri de budur. i ve y»
temel birlestiriciler olsun. Bir degisken 6rnegin x, birinde degilsiz digerinde
degilli olarak bulunuyorsa, x ve x' atildiginda ve tekrarli olan diger
degiskenlerden biri alindiginda, y: y: den elde edilen temel birlestiriciye, y:
ve Y2 nin CoONsensusu denir.

ORNEKLER .

a) yi =xXxy'z vey: =Xyt ninconsensusu: ¢=xzt dir.
b) y1 =x'y'vey:=xy'zt ninconsensusu : ¢=y'zt dir.
c) yi=x'y'z vey: =xyt nin consensusu yoktur.

¢) yi=Xx vey: =x'y nin consensusu : ¢ =y dir.

d) yi =x' ve y2 = Xy nin consensusu : ¢ =y dir.

Bu orneklerimizde : a) da y ve y', her iki temel birlestiricide de bulunmakta ve
degilsiz-degilli ¢iftini olusturduklari i¢in elenmektedirler. Ayrica, yine bu ¢ift
icinde x ortak degisken oldugu icin bir tanesi alinmakta ve z ile t tek tek
bulunduklarindan bunlar da alinarak ¢ consensusu olusturulmaktadir. b) de x
ve x ' degilsiz-degilli ciftini olusturduklarindan elemine edilmektedirler. y'
ortak oldugundan biri ve diger farkli degiskenlerle ¢ consensusu
olugsmaktadir. ¢) de x ve y ile x' ve y' elemine olan degiskenlerdir. Ancak
geriye kalan degiskenlerin
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ortak olanlar1 yoktur. Oyleyse ortak olmayanlar da alinamamaktadir. ¢) de ve
d) de goriilen diizenleme daha ilgingtir. x ve x' elemine edilen degiskenlerdir.
Nedeni acik ... Ancak her ikisinde de y degiskeni, birinde varken digerinde
yoktur. Bu da ¢ nin olusmasi i¢in yeterli neden olmaktadir.

TEOREM : y: ve y: nin ¢ consensusu i1 v 2 yi ifade eder (gerektirir).

SONUC : Eger ¢ consensusu, i ve > nin consensusu ise y: Vv > mantiksal
olarak i v y2 v ¢ ye denk olur.

Asagidaki algoritma ile ayirici normal formu, mantiksal olarak denk olan
ayirict normal forma doniistiirmek ic¢in verilen iki islem gozoniine alinmis
olsun.

(1) Digerini igeren bir ayirici varsa bu ¢ikarilir.
(11) Iki ayiricinin consensusu ayirict olarak alinir.

Eger bir consensus, verilen ayirict normal formun ne benzeri ne de bazi
ayiricilarindan birini igermezse bu islem yapilir.

® aymrict normal formu verildigine gore, consensus yontemi (i) ve (ii)
islemlerinin daha fazla uygulanamayacagi ana kadar devam eder. Sonugta, @
formunun tiim asal bilesenlerinin ayiricisi elde edilmis olacaktir.

Asagidaki ornekler konunun daha iyi anlasilmasina ve beraberinde bazi
aciklamalarin yapilmasina olanak saglayacaktir. Ornekler sirasinda (i) ve (ii)
kosullarinin uygulanmasiyla ilgili iliski kurulmasi, bu kosullar1 daha anlamli
kilacaktir.

ORNEK. 1.
O :xyz'+txy'zt'+xy'+x'yz'+x'y'z't olsun.

a) (i)dendolayr : xyz'+xy'+x'yz'+x'y'z"t olur.
[xy'zt', xy' ylicermektedir.]

b) (ii))dendolayr: xyz'+xy'+x'yz'+x'y'z't+x2z"' olur.
[x yz've xy'nilin consensusu]

c) (i)dendolayr : xy'+x'yz'+x'y'z't+xz"' olur.
[xyz', xz' yiigerir.]

¢) (ii)dendolayr: xy'+x'yz'+x'y'z't+xz" olur.
[xy'vex'y'z't nin consensusu]
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d) (1) dendolayr : xy'+x'yz'+xz'+y'z't olur
[x'y'z't, y'z't yiigerir.]

e) (i) dendolayr : xy'+x'yz'+xz'+y'z't+yz' olur.
[x'yz' ve xz' niin consensusu]

f) (1) dendolayr : xy'+xz'+y'z't+yz"' olur.
[x'yz', yz' yiiigerir.]

g) (i)dendolayr : xy'+xz'+y'z't+yz'+z"'t olur.
[y'z't ve yz' niin consensusu]

g) ()dendolayr : xy'+xz'+yz'+z't olur
[y'z't , z't yiigerir.]

' '

Boylece temel bilesenler, xy', Xz , z't olarak belirlenir.

> YZ
ORNEK.2. ®: xyzt+xyz't'+x'yz't+x'y'z'+xz't" olsun.

a)(i)dendolayr: xyzt+x'yz't+x'y'z'+xz't" olur.
[xyz't', xz't' yligerir.]

b) (i) dendolayr : xyzt+x'yz't+x'y'z'+xz't'+x'z't olur.
[x'yz't ve Xx'y'z' niin consensusu]

c)(i)dendolayr : xyzt+x'y'z'+xz't'+x'z't olur.
[x'yz't, x'z't yiigerir.]

¢)(@i)dendolayr: xyzt+x'y'z'+xz't'tx'z't+y'z't" olur.
[x'y'z' ve xz't' niin consensusu]

Boylece temel bilesenler, xyzt , x'y'z' , xz't' , x'z't ,y'z't'

olarak belirlenir.

Consensus Yonteminin Uygulanmasi : Yukaridaki agiklamalar ve 6rnekler de
dikkate alinarak bu yontemin uygulanmasinda uyulacak kriterler su sekilde
olusur :

1 ) Yontem bir sonuca varacaktir.

2 ) Yontem uygulandiktan sonra kalan @ nin her ¢ asal bileseni, ¢ ayirici
normal formunun ayiricisi olacak sekilde gerceklesir.

3 ) Yontem uygulandiktan sonra kalan her ¢ ayiricist , @ nin asal bileseni
olmalidir. Aksi durumda ¢, baz1 y asal bilesenini igermelidir. (2) den
V , son ayiricl normal formun ayiricisi olmali ve (1) islemi daha hala uy-
gulanabilir olmalidir.
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8. 6. 1. Minimal Ayirict Normal Formun Consensus Yontemiyle Bulunmasi

® formunun tiim asal bilesenlerini, consensus yontemi ile belirledikten sonra,
geriye kalan islem bunlardan yararlanarak, minimal ayirici normal form'un ya
zilmasidir. Oncelikle @ igin, tam ayirict normal formun olusturulmasi ve bu-
nun icin de bilinen yontemlerin uygulanmasi gerekmektedir. Ancak bu her za-
man kolaylikla sonuca varilabilecek bir i degildir. Bu uygulama sirasinda
zaman zaman uzun ve zor islemler yapmak gerekebilecektir. Iste bu sakincay1
gidermek ve olabildigince kolay bir yoldan minimal ayirict normal formu bul-
mak amaciyla yeni bazi yOntemlerin bulunmasit c¢aligmalar1 arasinda,
consensus yonteminden yararlanmak ic¢in, bunun biraz daha ayrintilarina
girmek gerekecektir. Burada yeni bir kavram olusturmak, yeni bir yontem
aramak amaglanmaktadir.

Asal bilesenlerin ayirnmindan yararlanarak, olusturulacak bu yeni yontemde
iki temel kavram : fazlalik (superfluous) ve eksiklik (irredundant)' tir. Burada
bu kavramla olusturulmak istenilen yontem, asal bilesenlerin ayirimindan
fazlalik harfleri ve ayiricilart ¢ikararak eksikli ayirict normal formu elde
etmek i¢in gelistirilmesidir. Bu form elde edildikten sonra, eksikli ayirici
normal form ile karsilastirilarak, minimal olanlar secilir. Bu amacla
diizenlenmis oOrnekler sanirirm konunun daha iyi anlasilmasina katkida
bulunacaktir.

ORNEK.1. ® : xyzt+xyz't'+x'yz't+x'y'z'+xz't' olsun. Bu
form, son olarak iizerinde g¢alisilan 6rnekteki formdur. (Bir sayfa oncesine
bakiniz.) Buradaki ¢oziimlemeye gore, asal bilesenler,

' '

xyzt,x'y'z", xz't', x'

z't,y'z't'
olarak belirlenmistir. Simdi bunlarin olusturdugu
xyzt+x'y'z'+xz't'+x'z't+y'z't'

formu iizerinde son aciklanan yontemin nasil uygulanacag tartisilacaktir. Bu
formdan fazlalik (superfluous) harflerin ¢ikartilmasi gerekmektedir.

Verilen ¢ ayiricisinin ¢ v y ile olusan ayirict normal formda fazlalik harf
olup olmadigina karar verilecektir. Bunun i¢in y nin mantiksal olarak, ¢ v y
ye denk olup olmadig1 kontrol edilmelidir. Bu ise, ancak ve ancak ¢ mantiksal
olarak y yi1 ifade ettigi takdirde gecerli bir iddia olur. Bu da ancak sonug
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totoloji olursa gergeklesir. ¢ deki herbir p i¢in, y de p yerine D (dogru) ve p '
yerine Y (yanlig) yazilirsa, asagida goriilen tablo olusur.

xyzt x'y'z' xz't' x'z't y'z't'

Xyzt Y Y Y Y

x'y'z' Y Y Y t'
xZ't' Y Y Y y'
X'z't Y y' Y Y

y'z't Y X' X X'

¢ temel birlestiricisine karsilik gelen satirda ¢ = D oldugu zaman, diger
ayiricilarin ne olacagi hesaplanir. Daha sonra bu satirdaki sonuglarin ayiri-
minin totoloji olup olmadig1 kontrol edilir. Bu durum yukaridaki tabloda
sadece son satirda goriilmektedir. Boylece sadece y'z't'" fazlalik " ayiricidir.
Diger ayiricilar her bir minimal ayirici normal formda bulunmalidirlar. De-
mek ki bu inceleme ve uygulamadan ¢ikan sonuca gore, @ formu bu kez

xyzt+x'y'z'+xz't'"+x'z"'t
ifadesine indirgenmis olacaktir.

ORNEK.2. @ : y'z+yz'+yt+zt+xt olarak verilmektedir. Con-
sensus yontemi toplamsal ayiricilart icermediginden, yukaridaki ifade (form)
® nin tiim asal bilesenlerinin ayiricisidir. Fazlalik Aywricilar ' 1 bulmak icin
onceki ornekte yapildig: gibi, bir tablo diizenlenmesi gerekecektir.

O TR (S S ( EN YRR &
y'z yz' yt zt xt
|
|
o y'z Y Y t xt
b yz'' Y t Y «xt
:yt Y z' z x  fazlahk *
ozt y' Y y X fazlalik *

o xt y'z yz' 'y z

Burada * ile isaretlenmis 3. ve 4. satirlarda totoloji vardir. 3. satirda z ve z ' ;
4. satirda da y ve y ' birlikte yer almiglardir. Bir ayirici olarak biliyoruz ki
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yv~y=D —» y+y'=1l
bir totolojidir ve bu z i¢in de aymidir. Bu nedenle bu iki satir alinmayacaktir.

Buna karsin 1. ve 5. satirlardaki terimlerin ayricilari totoloji olmadigi i¢in, y'z
, yZ' ve xt fazlalik olmayip, @ i¢in tim minimal ayiric1 normal formlarda
buluna- caklardir. &, bu 6rnekte 1 = 1,2,3,4,5 olmak iizere ¢i nin @ formu
icin, verilen ayirict normal formun bir ayiricist oldugunu ifade etmek icin
kullanilmis olsun. Buna gore, 3. satirdan 6tiirii eger (&3)' ise bu durumda & .&x
olur. Bunun anlamu ; eger ¢ , ® de yer almazsa, ¢» ve ¢+ de olusmayacak
demektir. Buna gore & + (& &: ) dogrudur. Tamamen benzer bir yorumla,
dordiincii satirdan dolayr & + (& &) de dogrudur. Boylece,

§ &G (6T &8)(& T 8.8)

oldugu yazilabilecektir. Bu ifadeyse,

SE&STa oo &
ile denktir. Bu bulgular bize, su agiklamay1 yapmamizi olanakh kilar :

yzt+tyz+zt+xt ve yyz+yz +yt+xt eksikli ayirici normal form'
lardir. Bunlar ayn1 zamanda egdeger de olduklari i¢in, her ikisi de minimal
ayirict normal form olarak alinabilecektir.

8. 7. QUINE - Mc CLUSKEY YONTEMININ UYGULAMASINDA
FARKLI BiR YAKLASIM

Minimizasyon konusu, lojik devre sentezi kavrami iginde Onemli bir yer tut-
maktadir. Bu nedenle konu degisik yonleriyle incelendigi gibi, cesitli
yontemler Ulretmek suretiyle, herhangi bir boslugun kalmasina da izin
verilmemektedir. Daha sonra ayrintilariyla inceleyecegimiz ve etkin bir
yontem olarak kullanilan Karnaugh Diyagramlari'ma gegmeden once, yuka-
rida asal bilesenler bulunarak bir uygulama alani olusturan Quine-Mc
Cluskey Yonteminin bir farkli yorumu ve buna bagli olarak uygulamaya
yansiyis bi¢imi asagida agiklanmakta- dir. Bu yoldan yapilan agiklamalar
daha pragmatik goriilmekte ve pratik acidan yaklasildiginda, oncekilerden
daha kolay uygulanabilirlilik gostermektedir. Ancak her iki yontem karsilas-
tirilldiginda, birinin daha kuramsal digerinin daha pratik bir yaklasimla olus-
turuldugu hemen kavranabilmektedir.
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Hatta okuyucu, zaman zaman ya da bazi problemlerde, her iki yolu iistiiste
cakistirarak bir calisma diizeni kurabilirse, sanirim bazi seyler ¢ok daha
aciklik kazanacak ya da berraklagsmis olacaktir. Quine - Mc Cluskey Y ontemi,
minimizasyon problemlerinde sik¢a kullanildigi i¢in, her yoniiyle incelen-
meye degerdedir.

Bu yontem uygulanirken kullanilacak bagmnt, x y +xy'=x(y+y ) =x
olup, bu siirekli uygulanarak, gerekli ve uygun olan bilesimlerde
minimumlastirma islemini saglayacaktir. Burada biraraya getirilerek
minimumlastirma islemine sokulan bilesenlere kombine edilmesi olanakli
terimler, bu isleme uygun olmayanlaraysa kombine edilemeyen terimler
denilecektir.

Yontemin uygulamaya doniik yonii dikkate alinarak, bazi agiklamalarin
orneklerden hareket ederek yapilmasi, burada kuskusuz daha akilci bir
yaklasim olacaktir. Bu diislinceyle, Once asagidaki Ornegi inceleyelim.
Islemler siirdiiriiliirken bir yandan da gerekli agiklamalar yapilmis olacaktir.
Bu islemler sirasinda Komitasyon Cebiri konusu i¢inde olusan bilgiler ve bazi
simgesel ifadeler burada kullanilmis olacaktir. Bir ilkeyi de bir kez daha
belirtmekte yarar vardir. Bu tiir islemler genellikle minterimler kullanilarak
yapilmaktadir.

ORNEK. x,y,z € B olmak iizere, f (x,y,z) = xyz + xyz' + xy'z' + x'yz + x'yz' +
x'y'z' lojik fonksiyonu veriliyor. Bu fonksiyonun minterimler cinsinden, tam-
aywict normal form'da ifade edilmis oldugu dikkatimizden kagmamaktadir.
Fonksiyonun minimizasyonu islemi i¢in uygulanacak olan Quine-Mc Cluskey
Yontemi' ne gegmeden once bu fonksiyon, yukarida agiklandigi gibi

f(x,y,z)=%7,6,4,3,2,0

seklinde, tablodaki sira numaralarindan yararlanarak, ya da asagida goriildigii
gibi iki tabanli say: sistemi’ ne gore

f(x,y,z)=> 111,110,100, 011,010, 000

seklinde yazilarak ifade edilmis olacaktir. Bu ikinci sekil yazilirken, minterim
icinde degiskenlerin degilsiz olmalar1 1 ile degilli olmalar1 0 ile temsil
edilmektedir. Burada daha c¢ok ikinci sekil uygulamaya yatkin olup, bu
ifadedeki sayilar iglerindeki 1 sayisinin ¢okluguna gore gruplara ayrilir.
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1. erup (icinde 3 tane 1 bulunanlar) 111

2. grup (icinde 2 tane 1 bulunanlar) 110
011

3. grup (icinde 1 tane 1 bulunanlar) 010
100

4. grup (icinde 1 bulunmayan) 000

olur.

Bu islemin bir diizenleme bi¢imi de, yine gruplarin arasina ¢izgi ¢ekerek
ancak bu kez yukaridaki gosterim bigimlerinin her ikisini birden kullanarak
bir diizen kurmaktir. Bunu da ayni problem i¢in asagida goériiyoruz. Burada
ilk siitunda, bilesenlerin ait olduklar1 satir numarasi belirtilmektedir. Bu satir
numaralari ay-n1 zamanda onlarin decimal sistemdeki karsiliklaridir.

111
110
011
100
010
000

S (W N
ANA N NA N N AN

Tablo 1

Bu gruplagmalar1 gozoniinde bulundurarak ve x y + x y' = x olmasi ilkesini
de kullanarak, asagidaki analizler yapilabilecektir :

Ornegin: 10+11=1-; 11+10=1-; 01+00=0- ; 00+ 01=0-
demektir ki burada esitten sonraki sayida - ile elemine edilen y bileseni (0 ya
da 1 dir) temsil edilmektedir. Bu islemler bir kural haline getirilerek ifade
edilirse, gruplar arasinda, yer siras1 gozetilerek, ayni yerde bulunan elemanlar
farkli degerliyse bunlar elemine edilecek, aym1 degerliyse, 1 oldugu takdirde,
o siranin degiskeni degilsiz, 0 oldugu takdirde o siranin degiskeni degilli
yazilmis olacaktir. Bu agiklama 1s1ginda stteki ara Ornegi soyle
gelistirebiliriz :

xy'txy 2 10+ 11=1- = x (yelenmistir ; - ile bu anlasiliyor)

Bunlardan sonra kendi 6rnegimize donebiliriz. Simdi diizenlenmis olan grup-
larla yola ¢ikarak, asagidaki islemleri yapalim :



243

1. grup i¢inde bir bilesen bulundugundan bu grupta islem yapilamaz.

2. grupta, 110 ve 011 vardir. Eleminasyon kurali geregince : -1- yazilir.
Degisken cinsinden karsilig: : y dir. Ilk sira ile tiglincii sirada farkl deger-
ler bulunmaktadir.

3. grupta, 010 ve 100 vardir. Eleminasyon kurali geregince : - - 0 yazilir.
Degisken cinsinden karsilig1 z' diir. i1k iki sirada farkli degerler bulunmak-
tadir.
4. grupta bir bilesen bulundugundan bu grupta islem yapilamaz.

Bu islemler, ardisik tablolar diizenlenerek yapilmaktadir. Tablolarda kulla-
nilan sayilarin yanina okey (v') sembolii konularak, onun isleme sokuldugu
anlatilmis olmaktadir. Ayrica sira numaralar1 belirtilmek suretiyle, hangi
satirlarin isleme sokuldugu aciklanmaktadir.

Ikinci bir tablo diizenlenirken, ilk tabloda olusan komsu gruplar (aralar: ¢izgi
ile ayrilan gruplar) arasindaki iligkiler diizene sokulur. Bu tablo diizenle-
nirken hem alinan satirlar v ile saptanir hem de onluk diizendeki karsiliklar
olan satir numaralar birlestirilerek yazilir. Bu agiklamalara uygun olarak
diizenlenmis ikinci ve hemen yaninda tigiincii tablo, asagida goriilmektedir.

7 1le 6 dan 11-
71le 3 den -11
61le 4 den 1-0
61le 2 den -10
3ile 2 den 01 -
41le 0 dan -00
2 1le 0 dan 0-0

7,6,3,2 den -1 -
7.6.3.2 den -1 -
6,4,2,0 dan --0
6,42,0 dan --0

Tablo 3

AN NANA YN

Tablo 2

Boylece tablolar tamamlanmistir. Tablo 3 de artik daha fazla elemine
edilmesi olanakli olmayan bilesenlere ulasildigi i¢in islem bu asamada
durdurulmustur. Ayrica bu tabloda, Tablo 2 den kaynaklanan islem
cesitlemesi karsilig1 her iki grup ig¢inde ayni sonuglarla karsilagildigr kolayca
gozlemlenebilmektedir. Dogal olarak bunlardan sadece biri alinacagindan
digerinin tizeri ¢izilerek iptal edilmis oldugu apagik gosterilmis olmaktadir.
Tablo 2 de kullanilan her satir isleme so- kuldugundan v ile isaretlenmis ;
oysa sonuncu tabloda artik boyle bir islem ya- pilmasi sdzkonusu degildir.
Demek ki basite indirgenirse son tablodan ¢ikacak sonug asagida oldugu gibi
yorumlanabilecektir :
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7,632 den -1- 2> vy
6,42,0 dan --0 > z'

demektir. Artik indirgenmis bi¢imdeki temel bilegsen yazilabilecektir ki bu da
f(xyz)=y+z'
den ibarettir. Bu sonu¢ yukarida, daha kisa yoldan da elde edilmisti.

Yukaridaki son ifadede arttk kombine edilmesi olanaksiz bilesenler
bulunmak-tadir ki bundan sonra yeni bir tablo diizenlenmesi hem olanaksiz
hem de gereksizdir. Ayrica goriiliiyor ki ilk tabloda sira numaralar1 olarak yer
alan 7,6,4,3,2,0 burada da tam olarak vardir. Yani bu sonucta, biitiin bu
satirlar temsil edilmis olmaktadirlar.

Bu yontemin uygulanmasinda kullanilan bir ¢calisma sekli de asagida gosteril-
mistir. Bu da gergekte, yapilan tablolarin karsiti islemleri igermis olsa da
teknik olarak daha kolay bir ¢alismadir. Once yapilacak isi diizenleyip sonra
da gerekli aciklamalar1 yapalim. Ayni1 6rnek lizerinde ¢alisildig: diisiintilerek,

| S |

f(x,y,z) = xyz +xyz'+xy7z +x'yz +x'yz' + x'y'z
fonksiyonu alinmaistir.

xyz xyz' xyZzZ' Xyz Xx'yzZ' xYy'7
111 110 100 011 010 000

olarak degerlendirilir. Degiskenin kendisi i¢in 1, biitiinleyeni i¢in O yazilarak
olusturulan gruplarda 1 sayisinin ¢cokluguna gore, altalta gelecek sekilde yeni
bir diizen kurulur :

3 tane 1 2 tane 1 I tane 1 0 tane 1
bulunan grup bulunan grup bulunan grup bulunan grup
111 110 100 000

011 010

N% N%
1 0

N7 N7

y z'

bulunur. Buna gore,
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f(xyz)=y+z'
yazilabilecektir.

Bu hesaplama tekniginde 111 ile 000 dan olusan gruplar tek olduklar1 i¢in
bagdasmaz'dirlar. Yukarida kullanilan deyimle kombine edilemez terimlerdir.
Bir baska yaklasimla bunlar birarada diisiindiiglimiiz takdirde, ikisi tam bir
eleminasyon ile ortadan kalkan terimler olurlar. Goriiliiyor ki yukarida
tablolar yapilarak ulasilan sonuca, bu sekilde, daha toplu bir ¢alismayla
ulasilmis olabilecektir.

ORNEK. Tam-Ayirict Normal Form'da diizenlenmis bir Boole Fonksiyonu,

xyzt + xy'zt + x'yzt' + xy'z't' + x'yz't' + xyzt' + xy'zt' + xy'z't + x'yzt + x'yz't +
X!y'Z't'

olarak verilmistir. Bu fonksiyonun bilesenleri i¢in asagidaki diizenegi kuralim

xyzt 2> 1111 1111 v 1-11 v 1-1-
xy'zt = 1011 1011 v 111- v ~-11-
x'yzt' = 0110 1110 v -111 v
xy'z't = 1000 0111 v 101- v 10--
x'yz't = 0100 0110 v 10-1 v 01--
xyzt' =2 1110 1010 v -110 v

xy'zt' = 1010 1001 v 1-10 v
xy'z't =2 1001 0101 v 011- v
x'yzt =2 0111 1000 v 01-1 v
x'yz't = 0101 0100 v 01-0 v
x'y'z't = 0000 0000 v 10-0 v
100- v
010-v
-000
0-00

Burada - ile elemine edilmis degiskenin yeri temsil edilmekte, v ile isleme
sokulan bilesen isaretlenmis olmaktadir. Sonugta buradan (asal bilesenler
olan)

Xy + X'y +y'z't' + xz
xy' +x'y+y'z't' +yz
xy' +x'y +x'z't' + xz
xy' +x'y+x'zt' +yz
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gibi birbiriyle farkli dort indirgenmis (minimumlastirilmig) lojik toplama
ulasilmis olmaktadir ki bunlardan herhangi biri verilen fonksiyona denk olan
yeni yap1 olmaktadir. Yukaridaki ¢alismada bilesenlerden 1 ile O degerlen-
dirmesine gecisi, onlarin en ¢ok 1 bulunanlara gére gruplandirilisini, bunlarin
aralarinda ve komsu grupla elemine edilmesindeki secimleri ve bdylece
olusan yeni gruplari, bunlarin yeniden isleme sokulurken v* isareti ile
belirlenmis olmasinit ve diger ayrintilar1 okuyucum artik yorumlayabilmeli ve
aciklayabilmelidir.
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Yapt olmaktadir. Yukaridaki g¢alismada bilesenler ile 0 degerlendirmesine
gecisi, onlarin en ¢ok 1 bulunanlara gére gruplandirilisini, bunlarin aralarinda
ve komsu grupla elemine edilmesindeki secimleri ve bdylece olusan yeni grup-
lar1, bunlarin yeniden isleme sokulurken v~ isareti ile belirlenmis olmasini ve
diger ayrintilar1 okuyucum artik yorumlayabilmeli ve agiklayabilmelidir.

8. KAFES SISTEMIi VE PETRICK YONTEMI

8. 8. 1. Kafes Sistemi

Minimumlastirilmak amaciyla verilmis ve ¢cogu kez min-terimler cinsinden
ifade edilmis bir Boole fonksiyonunun son olarak Quine-Mc Cluskey Yontemi
yardimiyla incelenmesinden sonra, bu kez bazi ayrintilar1 da igerecek sekilde,
daha ¢ok bagdagmaz nitelikte, yani kombine edilemeyen terimler Slgeginde
konuyu derinlestirmek i¢in, Kafes Sistemi denilen bir g¢esit yontemden s6z
edilecektir. Burada arastirilacak olan, kombine edilemeyen terimler arasinda
gereksiz (liizumsuz) olanlarin bulunup cikarilmasi isidir. Eger bunlar belirle-
nebilirse, bunlar1 islem disina atarak, bdoylece minimumlastirma isleminin
calisma alani, o oranda daraltilmis olacaktir. Bu ise islerimizde biraz olsun
rahatlik yaratacaktir.

Kombine edilemeyen terimlerin hizalarinda, desimal say1 sistemindeki karsi-
ligiyla gosterilen kotu vardir. Bu kot hangi kombine edilebilir terimlerin bir
araya gelmesiyle olustugunu da gostermektedir. Bir dnceki alt-boliimdeki 6r-
nekler, bu konuda olduk¢a agiklayicidir. Burada hemen su ilkeden hareket
edilebilecektir : Eger kombine edilemeyen bir terimin kotunda yer alan
desimal sayilar, diger bir kombine edilemeyen terimde de yer aliyorsa, bu
kombine edilemeyen terim gereksiz terim olur. Ciinkii biliyoruz ki bu
kombine edilemeyen gereksiz terimdeki minimum terimler diger bir kombine
edilebilir terim i¢inde yer almis olacaklardir.

Simdi, bu kavram ve tanimdan hareket ederek, sistemli bir sekilde, bu tiir te-
rimlerin nasil belirlenebilecegi arastirilmalidir. Bu amagcla, ayrintilar1 asagida
aciklanmis olan ve Kafes Sistemi olarak adlandirilan bir diizenek iizerinde
calisilacaktir.
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Bu sistemde ¢alisilirken, minimum terimleri temsil eden desimal sayilar, bii-
yiikliik sirasina gore yanyana yazilarak, altlarina gelecek sekilde dikey cizgiler
cizilir. Tablonun sol tarafina ise, onceden kombine edilemeyecegi saptanan
terimler yazilir. Bunlarin herbirinin hizasina gelecek sekilde yatay cizgiler
cizilir. Boylece Kafes ortaya ¢ikmis olacaktir. Bundan sonra ise, isaretleme
isine gegilecektir. Bu, her kombine edilemeyen terim i¢in tekrarlanacak bir
islem olup, bu terim hangi minimum terimlerin kombine edilmesinden olus-
mussa, o minimum terimleri temsil eden desimal say1 karsiliklarinin bulun-
dugu kesisme (diigiim) noktasina birer ¥ (bir ¢esit capraz) isareti konacaktir.
Bu islem de tamamlandiktan sonra, isaretlenmis diigiim noktalarina bakarak,
en kii¢iik minimum terimler grubu secilir. Bunun i¢in ise sdyle hareket etmek
gerekecektir :

Oncelikle kombine edilemeyen terimlerden hangisinin mutlaka alinmasi ge-
rektigi belirlenmelidir. Eger minimum terimlerden biri, kombine edilemeyen
terimlerde temsil edilmisse bu terim Oncelikle alinacaklar arasinda olacaktir.
Bunu belirtmek i¢inse, kafeste bu kombine edilemeyen terim ilizerine * isareti
(sembolii) konur. Bu tiir kombine edilemeyen terimler, kafeste (tabloda) tize-
rinde bir tek % isareti bulunan diisey ¢izgiler taranarak bulunacaktir.

Kombine edilemeyen terimlerden iizerinde * isareti bulunanlar, incelenen
fonksiyonun biitiin minimum terimlerini temsil ediyorlarsa, digerleri gereksiz
olanlardir. Mutlaka alinmasi zorunlu hale gelen kombine edilemeyen terim-
lerin toplamindan olusan fonksiyon, minimumlastiriimis fonksiyon olacaktir.

Bu se¢imin bir ayrintis1 vardir ki o da asagida agiklanmistir. Soyle ki, eger *
ile gosterilen kombine edilemeyen terimler, incelenen fonksiyonun biitiin mi-
nimum terimlerini temsil etmiyorsa, temsil edilmeyen minimum terimleri
temsil eden ve kendi sayilari ile i¢indeki degisken sayilar1 toplami en kiiciik
olan kombine edilemeyen terimlerin, iizerinde * isareti bulunan terimlere
eklenmesi gerekmektedir. Ancak bunlar i¢cinde, degisken sayis1 bir tane olan
terimler varsa, bunlar1 terim sayisina katmamak gerekmektedir.

Asagida bu yontem ve sistemin nasil uygulanabilecegi, érnekleme yoluyla,
daha anlasilabilir bir bigimde agiklanmis olacaktir.

ORNEK. Incelenmek iizere gozoniine alman fonksiyon

f(x,y,z,t) =x'y'z't + x'yz't' + X'yz't + xy'z't + Xyz't + xyzt' + xyzt
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olsun. Bu min-terimler cinsinden verilmis bir fonksiyondur. Bu fonksiyonun
asagida ifade edildigi bicimde, iki farkli sekilde gosterilebildigi bilinmektedir

f (x,y,z,t) =% 0001,0100,0101,1001,1101,1110,1111

f(xy,z)=21,4,5,9,13, 14, 15.

Bununla ilgili olarak, dnceki bilgilerimizi de kullanmak suretiyle asagidaki
tablolar olusturulacaktir :

1 0001 v 1,5 0-01 v 1,5,9,13 --01
4 0100 v 1,9 -001 v 1,5,9,13 --01
5 0101 v 4.5 010-

9 1001 v 5,13 -101 v Tablo 3
13 1101 v 9.13 1-01 v

14 1110 v 13,15 11-1

15 1111 v 14,15 111-

Tablo 1 Tablo 2

Bu tablolarda v isareti konmamuis olanlar1 alarak siralarsak :

Tablo2 den 4,5 x'yz'
13,15 Xyt
14,15 Xyz

Tablo3den 1,5,9,13 z't

bilesenleri elde edilir. Bunlar yardimiyla, asagida goriilen, kombine edileme-
yen terimler tablosu olusturulabilecektir :

4,5 x'yz' *
13,15 xyt

14,15 xyz *
1,59,13 z't * |

I 4 5 9 13 14 15
I I N A B
A A N A B
I N S ) A B

I N I N

Boylece kafes olusturulmustur. Burada, sol tarafta * ile isaretlenen asal bile-
senler kombine edilemeyen, dolayisiyle mutlaka alinmas1 gereken terimler ol-
maktadirlar. Kafes olusturulurken siitunlardaki numaralar ile kombine edilen
terimlerin numaralarina bakarak, ilgili satirlarda olusan diiglim noktalarinin %
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ile 1saretlenmis oldugu gézden kagmamalidir.Bu sisteme gore incelenen fonk-
siyonun indirgenmis bi¢imi,

f(x,y,z,t) =x'yz' + xyz + 7't
seklinde ifade edilmis olacaktir.

Burada Kafes Sisteminden yararlanilmigsa da bunun bazi uygulamalari, yeteri
kadar acik olmadigindan, asagidaki yontemin incelenmesinde yarar vardir.

8. 8. 2. Petrick Yontemi

Bu yontemin amaci, kombine edilemeyen terimlerden hi¢birinin mutlaka alin-
mas1 gereken terim olmamast halinde, indirgenmis bigimdeki fonksiyonu ifa-
de edebilmek i¢in, hangi asal bilesenleri' in secilmesi gerektigine karar verme
asamasinda, bir secenek olusturmasidir. Buna gore, yontem, asagida agiklan-
dig1 ve uygulamayla pekistirildigi anlamda, secicilik i¢in bir diizenleme yap-
mis olmaktadir.

Bu yontem uygulanirken, her kombine edilemeyen terime iki degerli bir
degisken karsilik getirilir. Bu degiskenlerin 1 degerini almasi, karsilik geldik-
ler1 kombine edilemeyen terimin alinacagint ; 0 degerini almasi ise, karsilik
geldigi kombine edilemeyen terimin alinmayacagini ifade etmis olacaktir. Bu
degiskenlerle kurulacak olan F fonksiyonunun 1 degerini almasi, kombine
edilemeyen terimler tablosundaki (kafesteki) biitlin minimum terimlerin tem-
sil edildikleri anlamina gelecektir. 0 degerini almasi da, dogal olarak, bu
terimlerin temsil edilmedikleri anlaminda degerlendirilecektir. Temel ilkeleri
bu sekilde olusturulan Petrick Yontemi' nin uygulamada nasil kullamildigi,
asagidaki ornek yardimiyla agiklanmaya calisilmistir.

ORNEK . Incelenmek i¢in gézdniine alinan fonksiyon,
f(x,y,z) = X'y'z+x'yz' + xX'yz + xy'z' + xy'z + xyz'
olarak verilmektedir. Bu fonksiyon diger sekilleriyle ;

f(x,y,z)=>001,010,011,100, 101,110
f(x,y,z)=>1,2,3,4,5,6
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olarak da gosterilebilecektir. Buna ait tablolar asagida goriildigii gibi diizen-
lenecektir :

1 001 v 1,3 0-1
2 010 v 1,5 -01
4 100 v 2,3 0l-
3 011 Vv 2,6 -10
5 101 v 4,5 10-
6 110 v 4,6 1-0
Tablo 1 Tablo 2

Burada Tablo 2 de olusan bilesenlerin tiimii kombine edilemeyen terimler ola-
rak goriilmektedirler ki bunlar :

1,3 x'z
1,5 y'z
2,3 X'y
2,6 yz
4,5 Xy
4,6 Xz

olarak siralanacaklardir. Bunlar i¢in olusacak kafes sistemi asagida goriilmek-
tedir :
1 2 3 4 5 6 Karsilik Getirilen Degisken

X'z

y'z
X'y
yz'
Xy

xz'

-

A A DND D = =
AN U0 O W D W

!
5

e O o0 O

5

Bu tabloda, kombine edilemeyen terimlerden hi¢ birinin alinmasi gereken
terim olmadig1 goriilmektedir. Nitekim bilesenlerin hi¢ birinde * isareti bu-
lunmamaktadir. Iste Petrick Yontemi bu asamada is gdrmeye baslamaktadir.

Yukaridaki Kafes Tablo'nun saginda, her bileseni sirasiyla temsil etmek iizere
ve 1 ve 0 degerlerini alabilecek olan, yani iki degerlikli birer degisken karsilik
getirilmistir. Bunlarin sirasiyla a,b,c,d,e,g (f, fonksiyon icin kullanildigindan
alinmamuistir) olmalar1 ongoriilmustiir. Yukarida agiklandig: gibi, bunlarla, bir
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F fonksiyonu olusturulacaktir ki bu f(x,y,z) fonksiyonunu temsil edecektir.
Burada F fonksiyonu ;

F=(a+b)(c+td)(atc)(e+g)(b+e)(d+g)

seklinde gergeklesecektir. Zira, 1.minimum terimin (x'y'z) temsil edilebilmesi
icin a veya b alinmalidir. 2.minimum terimin (x'yz') temsil edilebilmesi i¢in ¢
veya d nin alinmas1 gerekmektedir. Boylece her minimum terim i¢in alinmasi
gerekenler yazildiginda F fonksiyonu olusacaktir. Burada bazi diizenlemelerin
yapilabilmesi, onceki bilgilerimiz yardimiyla, olanaklidir. Bunlari ise asagida
goriildiigii gibi siralayabiliriz :

(atb)(atc)=a+b.c
(etg)(et+tb)=e+b.g
(d+c)(d+g)=d+c.g

Bunlar yardimiyla F fonksiyonu yeniden diizenlenir ve minterimler cinsinden
ifade edilmek tlizere ara islemler de yapilirsa ;

F=(a+b.c)(e+b.g)(d+c.g)
=(a.e tab.g+b.cetb.cg)(d+c.g
=a.d.e+ab.dg+b.cde+bcdgtacegt+ab.cg+b.eegt+b.cg

bulunur. Iste bu fonksiyon, biitiin minimum terimlerin temsil edilebilmesine
olanak saglayacak ; kombine edilemeyen terimlerden hangilerinin alinmasi
gerektigini agiklamaya yardimci olacaktir. Bu 6rnekte kombine edilemeyen
terimlerin i¢indeki degisken sayilari aynmidir. Ancak burada kombine edile-
meyen terimlerden a.d.e ile b.c.g, lic kombine edilemeyen terimle biitiin
terimlerin temsil edilebildigini gostermektedirler. Zira digerleri dort degisken
icermekte, bu iki bilesen ise degiskenlerin hepsini icermektedirler. Bunlarla
minimumlastirilmis iki fonksiyon kurulabilecegi ; diger bir sdylemle bunlar-
dan hareket ederek esdeger olan ayni 6zellikte ve fakat farkli terimlerle iki
fonksiyon kurulabilecegi sdylenebilecektir. Bunlar ise :

(1) fxyz)=xz+xy +yz' (a.d.ekarsiligl)
2) fxyz)=yz+x'y+xz (b.c.gkarsiligr)

olarak gercekleseceklerdir.
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8.9. QUINE - Mc CLUSKEY YONTEMININ UYGULAMASINDA
UYULMASI GEREKEN TEMEL iLKELER

Bir Boole Fonksiyonunun indirgenmesi (minimumlastiriimasi) islemleri ara-
sinda etkin bir yontem olarak kullanilabilen Quine - Mc Cluskey Yéntemi
hakkinda, yukaridaki calismalar yardimiyla hayli bilgi edinildigi kuskusuz
dogru bir savdir. Ayrica yerine gore, baz1 agilimlar1 saglamasi bakimindan,
ornegin Petrick Yontemi gibi, konuya destek veren 6zel bir - iki yontemin de
katkisiyla, bu c¢alisma alaninda, orneklerden de acgiklayici destek almak
suretiyle, konuya bir biitiinliik kazandirilmis olmaktadir. Biitiin bu birikim
sonunda, uygulamayla iliskili olarak bazi ilkelerin olustugu goriilmektedir.
Her ne kadar bu ilkelerin belirtilmesi isi buraya birakilmissa da, asagida sozii
edilecek bu ilkeleri ¢ok iyi kavrayabilmek ve yorumlayabilmek icin bu
birikime gereksinme oldugu da kuskusuz dogru bir savdir. iste bu yaklasimla,
simdi bu ilkeleri, 6z bir bicimde ve uygulamaya getirecegi giivenceler
acisindan agiklayarak, konu toparlanirken bazi hususlarda, artik daha kesin
yargilara varmak olanagi bulunacaktir :

1) Indirgenmek istenilen fonksiyonun minimum terimlerini temsil eden on'luk
(desimal) sayilar iki tabanh sisteme gore yazildiginda, buradaki sayilarda 1 le-
rin sayisina gore gruplar olusturuldugu bilinmektedir. Bu bir tablo seklinde
diizenlenir ki genellikle Tablo 1 in olustugu bu asamadir. Bu sematik olarak
asagida aciklandig1 sekilde gergeklesir. Burada sembolik bir tablo diizen-
lenmistir :

Iki'lik diizendeki sayilarin

On’luk diizendeki sayilar icindeki 1 lerin sayis1

0 v 0 tane
2 / 1 "

8 Vv

3 v

6 Vv

9 / 2 "

10 v

7 / 3 "

13 v

Tablo 1
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2) Bu sekilde gruplandirilan On'luk sayilar arasinda, terimlerin kombine edi-
lebilmesi bakimindan bir karsilastirma, ancak 1 lerin sayist bir farkli olan
gruplar arasinda yapilabilir. Bu gruplarin elemanlarinin kombine edilebilmesi
icin su iki kosulun gerceklesmesi gerekmektedir :

a) Alt gruptaki On'luk sayi, iist gruptaki On'luk sayidan biiyiik olmalidir ;

b) On'luk sayilar arasindaki fark, 2 nin bir kuvveti olmalidir.

Gergekte bu kosullar, elemanlarin kombine edilebilmesi i¢in bir tek degisken
degeri bakimindan farkli olmalar1 gerektirmesinin bir sonucudur. Kombine
edilen iki elemandan alttaki grup elemanlarinda 1 lerin sayis1 bir fazla olaca-
gindan, buna karsilik gelen On'luk say1 kuskusuz daha biiyiik olacaktir.

Yukarida diizenlenen Tablo 1 de gozoniinde bulundurularak, kombinasyon
olanaklar1 arastirilirken, On'luk sayi, alt grupta bulunan kendisinden biiytik
On'luk sayilarla karsilastirilmali ve bu iki On'luk say1 arasindaki fark 2 nin bir
kuvveti kadar olmalidir. Iste bu durumda, bu iki saymin temsil ettikleri
terimler kombine edilebilecek demektir. Bu ise yanlarina v~ seklinde bir
kontrol isareti konularak belirtilir. Bu sekilde biiyiikliiklerine gore siralanmis
bu sayilar diizenlenecek yeni bir tabloda yer almalidirlar ki bu Tablo 2
olmaktadir. Boyle bir tablo, yine sembolik anlamda ve Tablo 1 in bir devami
olarak, asagida oldugu gibi gerceklesecektir :

0,2 2=2Hv
0,8 8=23)v
2,3 (1=20)v
2,6 4=22)v
2,10 8=23)v
8,9 (1=20v
8,10 2=2hH)v
3,7 4=22)v
6,7 (1=20)v
9,13 4=2)v
Tablo 2

Bu tabloda ikinci siitunda 2 nin kuvvetleri seklinde goriilen sayilar, Iki tabanl
say1 sistemine gore belirtilmis olan terimlerin, kombine edilmesi sirasinda,
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hangi degiskenin ortadan kalktigini agiklamaya yaramaktadir. Buna gore 2 nin
tissii olarak goriilen kuvvet sayilari, o kombinasyonda, sagdan itibaren kaginci
basamakta bu islemin gerceklesecegini gdstermektedir. Ornegin burada her-
hangi bir siradaki bilesimi gozoniine alarak bir agiklama getirilmek istenirse,
ilk sirada goriilen O , 2 bilesiminde, On'luk sayilarin temsil ettigi, minimum
terimlerin kombine edilmesi halinde 2 - 0 =2 = 2! oldugunu gorerek, ortadan
kalkan degiskenin sagdan ikinci degisken olacag: anlasilir. (Burada sagdan ilk
degiskenin 20 11 basamakta olduguna dikkat edilmelidir.)* Keza bir ikinci
ornek verilmek istenirse, Tablo 2 de sonuncu satirda yer alan 9 , 13 bilesimde
karsilik olarak 4 goriilmektedir ki bu apagik 13 - 9 = 4 olarak elde edilmistir.
Burada 4 {in, 2 nin 2.kuvveti olarak elde edilmis olmasiyla, bu bilesim i¢in
ortadan kalkacak degiskenin, sagdan iiciincii degisken olacagi anlasilmak-
tadir. Bu asagidaki orneklemeyle daha iyi agiklanmis olmaktadir. 9 un ikilik
sistemde karsilig1 1001 ; 13 {in ikilik sistemdeki karsilig1 1101 dir. Buna gore

13-9=1101 - 1001 = 1-01

olur ki kombine edilebilen bu iki sayida farkli eleman, ikilik sayilarda
goriildiigii gibi, her iki sayidaki sagdan {iciincii sayilardir. Iste buna karsilik
gelen degisken elemine edilmistir ve bu husus, dnceki uygulamalardaki yon-
temle, degiskenin bosalan yerine - (¢izgi) konmak suretiyle temsil edilmis
olmaktadir.

Tablo 2 olusturulduktan sonra, burada islemlerin devamliligi bakimindan bazi
ilkelerin olusmasi siirecinde, asagidaki acgiklamalar1 da izlemek gerekmek-
tedir. Clinkii Tablo 2 den hareketle, Tablo 3 iin olusturulmasi asamasinda,
yine bazi teknik diizenlemelere gereksinme oldugu apagiktir.

Tablo 2 de goriilen ve birbirini izleyen gruplarin kombine edilebilmesi i¢in
oncelikle bunlarda bulunan degiskenlerin ayni1 olmasi gerekmektedir. Bu
ozellikle ortadan kalkan degiskenin belirlenebilmesi icin bir zorunluluktur.
Bunun - konarak belirttigimizde, bu ¢izgilerin ayn1 basamakta olmasi gerek-
mektedir. Bunu ise Tablo 2 de parantez igine alarak gdsterdigimiz basamak-
lara iliskin siitunda, ayn1 kuvvet sayisina bakarak secebiliriz. Bu karsilastirma
sonucu kombine edilmesi olanakli terimler secilirken bir bagka kosul gozden
kagmamalidir. O da, alt grupta bulunan sayiyla, iist grupta bulunan say1 ara-
sindaki farkin 2 nin tam kuvveti olmasidir. Bir 6rnek vermek gerekirse, Tablo

(*) Bu konudaki ayrmtili agiklamalar icin, BOLUM 3 deki bilgilerden yararlanilmalidir.
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2 de 0,2 bilesimiyle, 8 , 10 bilesimi bu 6zellige uygun bilesimlerdir. Zira her
ikiside 2-0=2=2lve 10 - 8§ =2 = 2! seklinde ayn1 basamag isaret
etmektedirler : Sagdan ikinci basamak. Boylece bunlarin kombine edilebile-
cegi anlasilmaktadir. Ciinkii bunlarin kii¢iik sayilarinin farki : 8 -0 =8 =23
olarak 2 nin bir tam kuvveti olarak goriilmektedir. Buna gore, bu kombi-
nasyon,

0,2 (2) : 00-0

8,10(2) : 10-0

seklinde gergeklesir. Her ikisinde de, ortadan kalkan degiskeni temsil eden - ,
sagdan ikinci basamakta goriilmektedir. Bunlar kombine edildiginde -0-0 elde
edilir. Ciinkii her ikisinde de farkli ortak deger, sagdan dordiincii basamakta
goriilmektedir. Bunlarin kombinasyonundan da,

0,2,8,10 (2,8)

elde edilecektir. Bu olanakli oldugu icin Tablo 3 diizenlenir. Bu ise asagida
gorilmektedir.

0,2,8,10 (2.,8)
0,2.8.10 (2.8)
2,3,6,7 (1,4
2,3,6,7 (1,4
Tablo 3

Burada birbirinin ayn1 olan kombinasyonlardan birer tanesi elemine edil-
mistir. Ayr1 iki grupta bulunan, parantez i¢indeki sayilardan ortak olanlar bu-
lunmadigr i¢in artik islem durdurulmus olacaktir. Biitiin tablolar incelenerek,
v igaretli bilesenlerin kombine edildikleri, bu isaretin bulunmadig1 bilesen-
lerin ise asal bilesenler olarak alinacag: anlagilir. Ornegimizde, kombine
edilemeyen terimler, on'luk sistemdeki karsiliklariyla,

8,9 ()
9,13 (4)
0,2,8,10 (2,8)
2,3,6,7 (1,4

olarak siralanacaklardir. Bundan sonra kombine edilemeyen terimler tablosu
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(kafes) kurularak, minimumlastirilmis fonksiyonun hangi kombine edile-
meyen terimlerden olusacagi belirlenir. Ornegimize gore bu tablo asagida
oldugu gibi gerceklesecektir :

O 2 3 6 7 8 9 10 13

8,9 (1)
9,13 (4) *
0,2,8,10(2,8)*
2,3,6,7 (1,4)*

Bu tablodan goriildiigi gibi, biitiin minimum terimler, tizerinde * isareti bulu-
nan kombine edilemeyen terimlerle olusacagindan, minimumlastirilmis fonk-
siyon bu terimleri i¢cermis olacaktir. Simdi biitlin problem, kombine edileme-
yen terimlere uygun olan asal bilesenlerin, hangi degiskenlerle nasil belirlene-
cegini bir kural haline getirmektir. Bunun i¢inse, asagida agiklandigi sekilde
hareket etmek yeterli olacaktir.

Bunun i¢in, kombine edilemeyen terimdeki On'luk sayilardan herhangi biri
Iki' lik tabanda bir sayr olarak yazilir. Parantez igindeki sayilar, kalkan
degiskenin sagdan itibaren basamagini gosterdiginden, bu basamaga rastlayan
yerdeki 1 ya da 0 m {lizeri ¢izilerek, bu basamaga rastlayan degiskenin
alinmayacag isaret edilmis olur. Geride kalan 1 ve 0 lar igin, sirasiyla,
degiskenin kendisi ya da biitiinleyeni (degillisi) alinacaktir. Bu aciklamaya
gore, ornegimize donersek.

9,13 (4 - 1-01 - xz't
0,2,8,10 2,8 - -0-0 - yTt
2,3,6,7 (1,4 > 0-1- - X'z

terimleri bulunur. Oyleyse, artik minimumlastirilmis fonksiyon yazilabilir. Bu
da, asagidaki sekilde ifade edilir :

f(x,y,z,t) =xz't+y't' +x'z.
8.10. KARNAUGH DiYAGRAMI
8.10.1. Diyagramin Fonksiyonu Betimlemesi
Bir Boole fonksiyonunun basitlestirilmesi veya zaman zaman kullandigimiz

bir deyimle minimumlastirilmasi isinde etkin olarak kullanilan yontemlerden
biri de Karnaugh Diyagram: olarak adlandirilan bir ¢caligmadir.
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Bunu bir yontem olarak degerlendirmek de olanaklidir. Bu caligmalar sirasin-
da, aksi sdylenmedikce fonksiyonlar yine min-terimler cinsinden verilecektir.

Calisma sisteminin adindan da anlasilacagi gibi burada daha agirlikli olarak,
bir tiir ¢izelgeyle (diyagramla) ilgili diizenlerden s6z edilecektir. Bu diyag-
ramlarin olusmasinda, fonksiyondaki degisken sayist1 onemli bir etkendir.
Ornegin tek degiskenli bir Boole fonksiyonu igin diizenlenecek diyagram
asagida goriildiigl gibi olacaktir.

Sekil 52

Burada, sadece x gibi tek bir degiskene bagh bir fonksiyon i¢in diizenlenmis
olan diyagramda, degiskenin alabilecegi degerlere ki bunlar ancak ve ancak 0
ile 1 dir ve boylece birer dikdortgen bolge tahsis edilmis olmaktadir. Simdi bu
diyagram yorumlanirsa, ger¢ekte anlatilmak istenilen, asagidaki sekilde gorii-
len yerlesme bigimidir.

1 0
X x'
Sekil 53

Bunlarin kullanilis1 amaciyla, fonksiyonu bu diyagramda temsil etmek ya da
betimlemek sekli, asagida goriildiigii bigimde bir isaretleme sistemi uygulana-
rak gerceklestirilmektedir.

. 0 . .1 0.
f(x)=x"' i¢in v ; f(x)=x ic¢in v
(a) (b)
Sekil 54

Burada yanyana goriilen dikdortgenler, bitisiklik 6zelligi olan alanlardir ki
bunlar i¢in Hamming uzakligi, d =1 dir.

Fonksiyonun f(x,y) gibi iki degiskenli olmas1 halinde diizenlenecek diyagram
biraz daha gelismis olacaktir. Bunun ilk algilanacak sekli ve ona ait yorum
asagidaki iki sekilde goriilmektedir.
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X
y\ 1 0 . 1 0 .
1 1 | X X' |
0 0 | xy | xY |
(a) (b)
Sekil 55

ORNEK. f(x,y)=xy +x'y fonksiyonuna ait Karnaugh diyagramim ¢izelim

X
y \ 1 0 . . x x'
1 v y v
ol v y' v
(a) (b)
Sekil 56

Karnaugh diyagramlarinin bir 6zelligi, fonksiyondaki degisken sayis1 arttikga,
dikdortgen alani, yatayda (horizontal) ve diiseyde (vertical) olmak iizere
uygun bolmelere (bolgelere) ayirmak suretiyle, neN olmak iizere 20 tane
bagimsiz bolgeyi olusturmak olanaginin bulunmasidir.

Bazi yorumculara goreyse, bu diyagramda olugan bolgeleri, bir matrise benze-
terek, bunlar i¢in, yanyana olanlara satir (row), lstiiste olanlara siitun (co-
lumn) denildigi olabilmektedir. Eger @ ile tam ayirici normal formda bir
fonksiyon (dnf) temsil edilmisse, bu fonksiyonun terimlerinin karsiliklari, di-
yagramda o bilesenle ilgili (ona tahsis edilmis) bolgeye v isareti konulmak
suretiyle belirtilecektir. Biz de calismalarimiz sirasinda bu isaretleme bigimini
yegleyecegiz. Buna alternatif olan diger ifade bigimlerine yukarida deginil-
mistir.

ORNEK 1. @ ile x y + x 'y fonksiyonu temsil edilmis olsun. Bunun
Karnaugh diyagrami Sekil 57 de goriilmektedir.

X X
\ 1 0 . y 1 .
v |v| 1

0 0

Sekil 57 Sekil 58

y

e

:
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ORNEK 2. @ ile xy'+x'y+x'y"' fonksiyonu temsil edilmis olsun.
Bunun Karnaugh diyagrami (onceki sayfa) Sekil 58 de goriilmektedir.

Onceden agiklandig1 ve bu 6rneklerde de goriildiigii gibi, @ nin her bir bilese-
nine karsilik gelen dikdortgencik bolge belirlenerek, buraya v isareti konarak
® fonksiyonu bu sembol yardimiyla, adeta bir ¢esit betimlenmis olmaktadir.
Bu asamada yapilmak istenilen bu betimleme isinin anlasilmaya calisil-
masidir. Boylece, min-terimleriyle verilmis bir Boole fonksiyonunun bir
anlattim bi¢imi olusmus olmaktadir. Simdi karsit bir yaklasimla, yukarida
oldugu gibi diizenlenmis bir Karnaugh diyagrami verilmis olsa, isaretleme de
yapilmis olmak kosuluyla biz buradan @ fonksiyonunu yazmay1 basarabiliriz.
Asagidaki 6rnek bu savi dogrulamaya yetecektir.

ORNEK . Karnaugh diyagrami Sekil 59 da gériilen @ fonksiyonu nedir ?

X
y \1 0 .
1 Sekilden ; ®: xy'+x'y'
00 v | v_ oldugu yazilabilecektir.
Sekil 59

Bir bolgeyi ¢ek etmek (v' semboliinii kullanarak gostermek) ne demektir ?
Gergekte yapilan, @ fonksiyonundaki 1 degerini alan bilesenlere ait bolgeleri
isaretlemekten ibarettir. Simdi bu agiklamaya gore, isaretli bolgeler test edi-
lirse,

x=1,y=11¢in : xy'+x'y'=1.0+0.0=0+ 0=0 (isaretsiz),
x=1,y=01¢in : xy'+x'y'=1.1+0.1=1+0=1 (isaretli),
x=0,y=11¢n : xy'+x'y'=0.0+1.0=0+ 0 =0 (isaretsiz),
x=0,y=01¢in : xy'+x'y'=0.1+1.1=0+1=1 (isaretli)

olduklar1 saptanacaktir. Simdi bir soru daha yoneltilebilecektir : Nigin 1 ?

Boliim 4 deki calismalar animsanirsa, dnf olarak ifade edilen bir Boole fonk-
siyonu i¢in birim eleman 1 'dir. Ciinkii bu bilesim seklinde, bilesenler ¢carpim-
lardan olusmaktadir. Aksiyom 2 geregince ¢arpma islemi icin birim eleman 1
dir.

Ug degiskenli bir fonksiyon i¢in Karnaugh diyagrami asagida oldugu gibi dii-
zenlenir. Bunun diizenlenmesinde esas alinan Sekil 60 da goriilen silindirik
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yapidir. Silindirin ylizeyi simetrik sekilde 4 bolgeye ayrilirsa ve yatayda da
ikiye boliniirse, sekilden izlendigi gibi sekiz bolgeli bir sekil olusacaktir.
Onemli olan bu diizenin, Sekil 61 de goriilen agilmis bigimine yansiyis
seklidir.

Sekil 60 Sekil 61

Silindirik yiizeyin lizerinde olusan bolgelerde x.y ye ait karsilikli simetrileri
denk getirebilmek i¢in, 11 in karsisina 00 ; 10 1 karsisina da 01 konulmustur.
Bunun ag¢ilimi1 halinde, diizlem sekilde iist siradaki ikili degerlerin siralanigina
dikkat edilmelidir. Bu diyagram yardimiyla f(x,y,z) gibi bir Boole fonksiyonu
betimleniyor ya da temsil ediliyorsa, iki degiskenli fonksiyon 6rneklerinde ol-
dugu gibi, fonksiyonun temel bilesenlerine kars1 gelen bolgeler (dikdortgen-
cikler)* belirlenerek, yine alisilmis sekliyle ¢cek edilmek suretiyle isaretlenir.

ORNEK 1. f(x,y,z) = xyz + X'yz + X'yz' + x'y'z" fonksiyonuna ait Karnaugh
diyagrami Sekil 62 de goriilmektedir.

ORNEK 2. Sekil 63 de bir Boole fonksiyonu Karnaugh diyagrami diizenlene-
rek tanimlanmistir. Bu fonksiyon nedir ?

Xy Xy
z \_11 10 00 01 . z \11 10 00 O1.
1| v v 1 v v
0 v |V 0 v v
Sekil 62 Sekil 63

Sekil 63 de ¢ek edilmis bolgeler degiskenler i¢in degerlendirilirse, fonksiyon

f(x,y,z) =xy'z + xy'z' + xX'yz + x'yZ'
olur.

(*) Bu dikdortgenciklere bazen lup (loop) denildigi de olmaktadir.
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ORNEK 3. Bir Boole fonksiyonu dogruluk tablosu yardimiyla tanimlanmistir.
Fonksiyonu yazmadan dogrudan Karnaugh diyagramini diizenleyerek, fonksi-
yonu tanimis olabiliriz.

Xy
xy z f(xyz) z\ 11 10 00 01 .
| i | | | _—

0 000 0 1] v v Y] |
1 001 1 | |
2 010 1 0 v v
3 011 0
4 00 0 1 Sekil 64
5 101 1
6 110 0 Bu dogruluk tablosuyla tanimlanmis fonksiyonun
7 111 1 Karnaugh diyagrami Sekil 64 de goriilmektedir.

Eger fonksiyonun min.terimler cinsinden yazilmasi istenilmis olsaydi, bu da
f(x,y,z) =x'y'z +x'yz' + xy'z' + xXy'z + Xyz

seklinde ifade edilecektir. Bir de animsanacagi gibi boyle bir fonksiyon, satir
numaralar1 kullanilarak, On'luk sisteme gore ifade edilebilmektedir. Bu goste-
rilis bigimine gore fonksiyon, f = Y. 12,457 seklinde de ifade edilebile-
cektir.

Simdi bu yaklasimlar1 birarada degerlendirirsek, bir Boole fonksiyonuna ait
Karnaugh diyagraminin diizenlenmesinde yeni bir tarz yeni bir bi¢cimsellik ya-
ratmak olanagi bulunacaktir. Bu da satir numaralarini, diyagramda olusan dik-
dortgenlere vermek suretiyle saglanabilecektir. Bu ise dogal olarak, her sira
numarasinin temsil ettigi bilesenin diyagramdaki karsilig1 olan dikdortgencik
ile karsilagtirilmali olarak numaralanmasiyla, birebir bir esleme yapilmis ola-
caktir. Bu agiklamanin 1s18inda, 6rnegin f(x,y) gibi iki ve f(x,y,z) gibi ii¢
degiskenli bir Boole Fonksiyonunu temsil etmek {izere diizenlenmis diyag-
ramlar Sekil 65 ve Sekil 66 da goriilmektedir.

X Xy
f(x,y)igin: y\ 1 0. f(x,y,z)icin: z\11 10 00 01 .
1o o] 1o [0 |o |6

0lo |0 0le @ @ |@ |

Sekil 65 Sekil 66
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Ancak goriilityor ki bdylesine diizenlenmis bir diyagramda dikdortgen bolge-
lere diisen numaralar oldukca karisiktir. Iste bunu 6nlemek ve daha diizenli
bir numaralama sistemi elde etmek icin diyagramin asagida Sekil 67 de
gorildigl gibi diizenlenmesi daha yerinde olacaktir. Ayrica bu numaralama
151, numaranin kondugu dikddrtgen icinde bir kosecige (genellikle sag {ist
kosecige), bolgenin igini fazlaca 6rtmeyecek sekilde, uygun olan kiictlikliikte
yazilarak yapilir. Bu numara yazilsa dahi, yine dikdortgen icine, tanima uygun
olanlarima ¢ek isareti konulabilecegi gibi, daha ileride agiklanacak olan
bagkaca islem isaretleri de konulabilecektir. Ancak simdilik, bu uyariya
uygun diyagram, asagida goriildiigli gibi numaralanacaktir.

Xy
z \00 01 11 10 .
0] © @] ®|®

1] 1@ &

Sekil 67
Bu diyagramin, numaralama sistemine gore, daha tutarli oldugu sdylenebile-
cektir. Bu nedenle biz de bundan sonra, diyagramin diizenlenmesinde bu nu-
maralama sistemine uygun diyagramlarla ¢alismay1 yegleyecegiz. Degisken
sayis1 artsa da, artik temel ilke olusmus bulunmaktadir.

Ornegin, f(x,y,z) = xyz' + xy'z' + x'yz + x'yz' + x'y'z' fonksiyonu verildigine
gore, son belirledigimiz diyagram ifadesi esas alinarak, bu fonksiyonun
betimlemesi asagida goriildiigi sekilde yapilmis olacaktir :
Xy
z\_ 00 01 11 10

|

ol v | v v

|

1 v |V |
Sekil 68

Gergekte bu sekilde betimleme, yani temel bilesenleri numaralarina gore,
ayrilan dikdortgenciklerin i¢ine yerlestirme islemi, fonksiyonun,

f(x,y,z) =X 6,4,3,2,0

seklinde ifade edilmesiyle esanlamlidir.
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Degisken sayisi arttikca diyagramin diizenlenmesinde de giigliikler artar. Bu
tiir diyagramlarin, dort degiskenlisinden sonrasi i¢in yapay bazi diizenleme-
lerle elde edildigi bilinmektedir. Bunlara elbette deginilecektir. Ancak dnce
dort degiskenli bir Boole Fonksiyonu ig¢in diizenlenecek Karnaugh diyag-
ramini inceleyelim. Buradaki yaklagim olduk¢a makul ve islem agisindan da
pratik bir ¢oziimlemeye elverisli bir ortam olusturabilmektedir. Diyelim ki
degiskenler x,y,z,t ise ilk ikisi i¢in Ust kisimda olusan ikililerin benzerlerini
solda siitun olarak diizenlemek bu is yeterli olabilmektedir. Bu diizenin bir
aciklamasi Sekil 69 da ve buna ait yorum ise hemen yaninda, Sekil 70 de
goriilmektedir.

Xy Xy
zt \\00 Ol 11 10. =zt \ 00 Ol 1110
00 00 | xyz't' x'yz't xyz't xy'z't'|
01 01 | x'y'z't x'yz't xyz't xy'z't |
11 11 | x'y'zt x'yzt xyzt xy'zt |
10 10]x'y'zt' x'yzt' xyzt'  xy'zt' |
Sekil 69 Sekil 70

Burada da goriilmektedir ki 4 degisken ic¢in olusabilecek maksimum terim
sayisina gore ki burada 2n = 24 = 16 dir ; her temel bilesen i¢in bir yer vardir.

ORNEK . f(x,y,z,t) = xyzt' + xy'zt + Xy'z't + xy'z't' + x'yzt + X'yz't + x'y'z't
fonksiyonu veriliyor. Karnaugh diyagrami Sekil 71 de goriildiigii gibi diizen-
lenmis olacaktir.

Xy
2800 01 11 10
00| v v
01 v v
11 v v
10] | v ] |

Sekil 71

n = 4 i¢in yukarida agiklandig1 sekilde ¢oziimlenen Karnaugh diyagrami uy-
gulamasin1 ve yorumlamasini, degisken sayisi arttikca ifade etmek giderek
giiclesmektedir. Degisken sayisinin artmasi kavrami da yine siirlt tutulmak-
tadir. Ornegin bu nihayet n = 5 ve n = 6 icin gergeklestirilebilmektedir. Kaldi
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ki asagida aciklanan ifade bigcimleri incenirse, bunlarin biraz zorlama bir ifade
bi¢imi oldugu anlasilacaktir. Ayrica pratik yaklasimda da o kadar kullanisl
olduklar1 iddia edilemez. Bunlara karsin yine de bir ifade bigimi olusturmalari
nedeniyle bilgi olarak sunulmasi yararli olacaktir. Iki ayr1 yaklasimla ifade
edilen bu diyagramlarin 6nce n = 5 i¢in olan gosteriligleri verilmektedir.

0 1 .
| vz | yz |
st \00 01 11 10 . | st \00 01 11 10 . |
| 00 00 |
| 01 |01 |
| 11 11 |
i ol || | | |‘ ol || .

_|

Sekil 72

Bu sekilde goriilen diyagram ile f(x,y,z,s,t) gibi bes degiskenli bir fonksiyon
betimlenebilecektir. x degiskeninin 0 degerleri i¢in soldaki blok ; x degiskeni-
nin 1 degerleri iginse sagdaki blok i¢inde diizenlenmis olan tablo kullanilabi-
lecektir. Boylece x in disinda kalan diger dort degisken i¢in ikili ikili olmak
lizere, onceki uygulamanin bir benzerini burada tekrarlamak suretiyle bu gos-
terim saglanmis olabilecektir. Buna dair bir uygulama asagidaki ornekte go-
rilmekte olup, bes degiskenli bir fonksiyon Sekil 73 de betimlenmistir.

ORNEK . f(X,y,z,s,t) = Xyzst + Xyz's't + xyz'st' + X'yzst + X'yz'st' + x'y'zs't' +
x'yz's't + x'y'z'st + x'y'z's't'

fonksiyonu i¢in diizenlenmis ve fonksiyonu betimleyen Karnaugh diyagrami
Sekil 73 de goriilmektedir.

0 1
| yz | w2 |
st V00 01 11 10.|st \00 Ol 11 10 | |
ool v v | [ 4] ool [ [ | |

| o1 v oot | v |
| 11l v v I 1o | v ||
I 10 vl 10| v |

| |
Sekil 73
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n = 5 olmas1 halinde bir gosterilis bicimi de asagida verilmistir. Yukaridaki
diyagram diizlemde ¢6zlimlenmisken, bu kez ¢6ziimleme hacimde saglanmis
olacaktir. Bu da Sekil 74 de goriilmektedir.

yz ya
00,20 1110 T
st O]Z 3 %( St/ : 7 ,//," // 7 4}0
1/ 7 ¥ 7il 7
10/ / [ |
X
e ) BB 7177
77 / A, W/
W7 7 7L/ W ETEAYAV/,
W7 717 LY
Sekil 74 Sekil 75

Bu gosterilis bigiminde de, bloklar iistiiste gelecek sekilde yerlestirilmislerdir.
Boylece olusan hacimsel gosterilis yorum olarak hi¢ de dncekinden farkli bo-
yutlar tagimamaktadir.Degiskenlerden birinin alacagi 0 ve 1 degerleri diizlem-
lere verildikten sonra, bu diizlemler i¢inde ki bunlar birer kare gibi diisiiniil-
mis olup, kenarlar1 yine ikili ikili degiskenlere paylastirildiginda, fonksiyonu
betimleme is1 burada da bir bi¢imde ¢6zliimlenmis olmaktadir. Bunu, Sekil 74
incelendiginde, daha ayrintili olarak anlamak olanaklhidir.

ORNEK . f(X,y,z,s,t) = Xyzst + xy'zst + xyzs't + x'y'z's't + X'yz'st + xy'zs't' +
X'y'zlsltl + X!y'ZlSt'

fonksiyonu i¢in Karnaugh diyagrami hacimsel bicimde diizenlenirse, Sekil 75

de goriilen betimleme sekli elde edilmis olacaktir.

Burada st diizlem x degiskeninin O degerlerini, alt diizlem ise 1 degerlerini
aldig1 kisimlar olarak paylastirilirsa, geriye kalan yz ve st degiskenleri bu se-
kilde ikililer olusturarak, kare diizlemlerin birer kenarinda, 6nceki n = 4 i¢in
olan uygulamaya benzer sekilde degerlendirildiginde, hacimde biitiin degis-
kenler toplam 32 dikdortgencikten olusan bolgeler yardimiyla, eksiksiz olarak
yerlestirilmis olacaktir. Bu yerlesim sekline uygun bolgecikler, dnf yapisinda
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1s bir fonksiyonun her terimine karsilik bir yer gosterebilmis olmaktadirlar.
Bu da yine n = 5 halinde de birebir bir eslesmenin yapilabildigini gos-
termektedir.

n = 6 olmas1 halinde yani fonksiyondaki degisken sayisinin alti1 tane olmasi
halinde uygulamaya konulabilecek bir Karnaugh diyagrami tasarimi asagida
Sekil 76 da goriilmektedir.

3 * 0 1
a\St 00 01 1110 oSt 00 o1 11 10
00 00
01 01
0f 1 1
10 10
a3t 00 01 11 10 a5t 00 01 11 10
00 00
1 01 01
11 11
10 10
Sekil 76

Yukaridaki agiklamalardan ve ortaya konan tasarimlardan yola ¢ikarak denile-
bilir ki Karnaugh diyagraminin bir Boole fonksiyonunu betimlemesinde ve
daha sonra goriilecegi gibi minimumlastirilmasi siirecinde bir yontem olarak
kullanilmas1 asamasinda galiba lojik olan yaklasim, en fazla n = 4 i¢in, yani
en fazla dort degiskenli bir fonksiyon i¢in olanidir. n nin daha biiyiik degerleri
icin kullanilmasi diisiiniilse bile, bunun dahi n = 5 ve n = 6 ile siirh oldugu
zaten goriilmektedir. Bu uygulama yetenegi, Karnaugh diyagraminin ancak
sinirli sayida degiskeni olan fonksiyon i¢in kullanilmasina olanak saglaya-
caktir. Bu ilkeye dayanarak, bundan sonraki calisma ve ornekleme siirecinde
biz de en fazla dort degiskenli fonksiyonlar1 se¢gmis ve incelemis olacagiz.

8.10.2. Karnaugh Diyagraminda Bitisiklik Ilkesi
Karnaugh diyagraminin, bir fonksiyonun indirgenmesi ya da diger bir deyimle

minimumlastirilmasi siirecinde bir ara¢ olarak kullanilmasi sirasinda ortaya
cikacak en onemli deyim bitisiklik olarak goriilmektedir. Bu deyim ile kast
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edilen kavram, ¢izilmis olan bir diyagramda olusan dikdodrtgenciklerin ya da
looplarin birbirlerine goére olan durumlaridir. Eger iki dikddrtgencik'in ortak
sinirt varsa bunlar bitisik iki dikdortgencik'tir. Bu durumda, bu iki dikdort-
gencik i¢cin Hamming Uzakligi yani d , d = 1 olarak ifade edilecektir. Demek
ki karsit bir ifadeyle, Hamming uzaklig1 1 e esit olan dikdortgencikler bitisik
(komsu) dikdortgencikler'dir. Bu dikdortgenciklerin komsulugu, hem diisey
anlamda hem de dikey anlamda gerceklesmektedir. Bu tiir bir komsulugun
ayrica belirtilmis olmasi da gerekmemektedir. Sekil 77 ve Sekil 78 incelendi-
ginde, baz1 komsu bolgelerin, 6zel olarak isaretlenmis olduklar1 goriilmekte-
dir. Bunlar, ilkinin {i¢, ikincisinin ise dort degiskenli fonksiyon i¢in diizenlen-
digi diisiiniilerek, modellendirilmis bulunmaktadir. Ozellikle Sekil 77 de gé-
rilen komsuluklarin 6zel bir agiklamasi vardir ve bunun i¢in Sekil 60 bir kez
daha gozden gecirilmelidir. Burada 000 ile 100 1n ve keza ikinci sirada 001
ile 101 in komsu bolgeler oldugu, Sekil 60 yardimiyla aciklanabilmektedir.
Burada s6zii edilen degerler,

Xy 00 01 11 10 00 Eto ]t

0/) v o1

1l v Y 11
ol v 1|V

z

2 % i

Sekil 77 Sekil 78

tanim ve olusturulan algoritma geregince test edildiginde, her ikisinde de
Hamming uzakliginin d = 1 oldugu goriilmektedir. Bu yaklasimla da esasen,
bunlarin bitisiklik 6zelligi oldugu sdylenebilecektir.

Sekil 78 deki komsuluklar, yani bitisiklik 6zelligi olan dikdortgencikler (kare-
cikler ki bu sekillerimizde boyle ¢izilmis oldu) dikkatlice incelenir ve belirle-
nirse, v ile isaretlenmis olanlar olarak goriilmektedir ki :

a) 0000 ve 0100 ve 1100 isaretli olarak, ikili bir blok olusturmaktadirlar. Ya-
tayda olusan bu blok ; 0000 - 0100 ile 0100 - 1100 seklinde iki ayr1 biti-
siklik olarak degerlendirilebilecektir. Bunun nasil segilecegi ve yararlilik il-
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kesi bakimindan nasil kullanilacagi ve yorumlanacagi daha sonra agiklana-
caktir. Buradaki ikililer i¢in :

d=(0100;0000)=1 ; d=(1100;0100)=1
olduklar1 gorilmektedir.*
b) 0010 ve 0110 1n bitisiklik 6zelligi bulunmaktadir. Bunlar i¢in de Hamming
uzaklig1 hesaplanirsa,

d=(0110;0010) =1 **

oldugu goriiliir. Oyleyse gercekten bitisiktirler. Yatayda olusan bu bitisikli-
g1, ister gdzlem ister hesap yoluyla olsun belirlemis bulunuyoruz.

c) 1011 ve 1010 1n bitisiklik 6zelligi vardir. Diiseyde gergeklesen bu bitisiklik
icin Hamming uzaklig1 hesaplanirsa,

d=(1010; 1011)=1
oldugu bulunur. Bu sonug bize bitisikligin varligini ifade eder.

¢) 1100 ve 1011 bitisiklik 6zelligi olmayan iki bolgedir. Bunlar sekilde bulu-
nuz ve gozlem yoluyla bitisik olmadiklarin1 goriiniiz. Ancak hesap yoluyla

d=(1011;1100)=3 =1
oldugu goriilerek, bitisiklik 6zelligi olmadig1 kesin olarak sdylenebilecektir.
d) Ornegin 0110 ve 1010 icin de bitisiklik 6zelligi olmadig1 hem gdzlem yar-
dimiyla hem de,
d=(1010;0110)=2=1

olarak hesap yoluyla belirlenmis olacaktir.

Kuskusuz bu 6rnekleri ¢ogaltmak olanaklidir. Bunun i¢in sadece yukaridaki

(*) Hamming Uzaklig1 i¢in : Bkz. Sayfa 195
(**) Ikilik diizendeki sayilardan, ayn1 basamakta, ancak farkli olanlarin altlar1 ¢izilmistir.
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orneklerimizle siirli kalmak da gerekmez. Ancak bundan sonraki alt-bolim-
de ele alinacak olan konu esasen bu yorumu da icermis oldugundan, yer yer
bu bilgilerden yararlanilabilecegi gibi, bunlara da yeni bilgiler eklenmesi her
an i¢in olanakli bulunmaktadir.

8.10.3. Minimumlagmanin Karnaugh Diyagrami Yardimiyla Ger¢eklesmesi

Bu boliimiin ana temasi, bir Boole fonksiyonunun minimumlastirilmasi ya da
diger bir deyisle indirgenmis bigimde ifade edilebilmesidir. Bunu, bir bakima
ekonomiklestirme olarak da agiklayabiliriz. Bu kavramla ilgili olarak, dnceki
boliimlerimizde yeteri kadar bilgi sunulmustur. Bunu bir miithendislik uygula-
masi olarak degerlendirdigimizde, bu kavram gereginde maliyet faktorii gibi
bir baska deyimle yer degistirebilmektedir.

Yukaridan beri yapilmis olan ¢alismalarda, bu konuda degisik yaklagsimlar ve
algoritmalar yardimiyla bunun nasil saglanabilecegi ; onerilmis olan ve kulla-
nilan yontemler agisindan bunlarin olumlu ya da olumsuz yonleri, hem ku-
ramsal olarak hem de uygulama ve Orneklerle, yeterince agiklanmis bulun-
maktadir. Hatta bunlar arasinda, hayli ayrint1 igeren ve zaman zaman oldukga
karmasik bir doku olusturan, 6rnegin bir Quine-Mc Cluskey Yontemi gibi, bir
yontemi de incelemis bulunuyoruz.

Iste, Karnaugh Diyagrami ile yapilacak minimumlastirma ya da sadelestirme
islemini, bir yontem olarak benimsemek ve sunmak, calismamiza 6nemli ve
oldukca da pratik bir boyut kazandirmis olacaktir. Yukaridaki tanim ve
aciklamalar 1s181inda olusacak algoritma, aym1 zamanda gozlem giiciimiizii de
1sin i¢ine kattifindan, sonuca varmada, sadece hesap ya da hesaplar yapma
disinda bu ¢alisma bi¢imi de uygulamada kullanilmis olmaktadir ki bu ¢esit
bir calisma Oncekiler