YILDIZ TEKNIK UNIVERSITESI
FEN-EDEBIYAT FAKULTESI

MATEMATIK BOLUMU

DIFERANSIYEL
DENKLEMLER

CILT 2

Prof. Yavuz AKSOY  Yrd. Dog. Dr. E .Mehmet OZKAN

DIFERANSIYEL DENKLEM SISTEMLERI - LINEER
SISTEMLER - HOMOGEN SiSTEMLER — MATRISLER -
LAPLACE DONUSUMU - KUVVET SERILERI -
SAYISAL YONTEMLER - OPERATORLER - GRAFiK
YONTEM - CESITLI ALANLARDA UYGULAMALAR

UNIVERSITE YAYIN NO:YTU.FE.DK-2017.0905
YILDIZ TEKNIK UNIVERSITESi BASIM-YAYIN MERKEZi / iISTANBUL-2011



T.C.
YILDIZ TEKNIK UNIVERSITESI
FEN-EDEBIYAT FAKULTESI

Butin Haklar Sakhdir. © 20173_Y|Id|z Teknik Universitesi
Bu eserin bir kismi veya tamami, Y.T.U. Rekt6rlGgd’ndn izni olmadan,
higbir sekilde ¢ogaltilamaz, kopya edilemez.

DIFERANSIYEL DENKLEMLER

(Cilt 2)

Prof. Yavuz AKSOY
Yrd. Dog. Dr. E .Mehmet OZKAN

ISBN: 978-975-461-541-8

Y.T.U. Kittiphane ve Dokiimantasyon Merkezi Sayi
YTU.FE.DK-2017.0905

Bas!gl
Yildiz Teknik Universitesi

Basim-Yayim Merkezi-istanbul
Tel: (0212) 383 34 43

Yildiz Teknik Universitesi Yénetim Kurulu’nun
12.10.2017 tarih ve 2017/23 sayili Toplantisinda Alinan karara gére
Universitemiz Matbaasinda 550 (Besyizelli) adet bastirilan,
“Diferansiyel Denklemler” adli telif eserin her turlu
bilimsel ve etik sorumlulugu yayina hazirlayanlara aittir.



Prof. Yasar OZDEMIR’in
ANISINA

DIFERANSIYEL DENKLEMLER ~ CILT 2
2017



Prof. Yasar OZDEMIR
KiMDIR ?

Yasar OZDEMIR 1932 yilinda, Agr ilinin Dogu Beyazit ilgesinde diinyaya gelmistir. Heniiz
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ONSOZ
NIHAYET

Bu kitabimin 1.cildi 1990 yilinda yazildi ve ilk baskis1 o yil yapildi. Ayn1 zamanda bir ders
kitab1 olmasi1 nedeniyle kisa siirede tiikkendi. Ancak uzun yillar yeni bir baskis1 yapilamadi. Bu,
o zamanki teknik olanaksizliklardan kaynaklanan bir sonugtu. Universitemiz Basim ve Yayin
Merkezi kurulduktan bir siire sonra, 2001 yilinda kitabin 2.Baskisi yapilabildi. Bunu 2004
yilindaki 3. Baskisi, 2006 yilindaki 4.Baskis1 ve nihayet 2011 yilindaki 5.Baskisi izledi. Bu 5
baskinin toplam tiraji 4750 adet oldu. Kitap halen satilmaktadir.

Bu baskilarin hepsinde kitabin 2.cildinden sz edildi ve konular1 bile belirlenmisti. Oysa ders
notlar1 olarak yazilim hazirdi. Yillarca derslerde anlattigim konulardi. Ancak isin kitap olarak
diizenlenmesi o zamanlar bizim i¢in bir sorun oldu. O kadar yogun matematik ifadeleri ve
bunlar1 yazabilmek i¢in kullanilacak olan o kadar c¢ok sembol diizenlemesi yapilmasi
gerekiyordu ki isimizi engelleyen isin bu kismiydi.

Cok sabir ve dikkat gerektiren bu yazilim isi, sevgili 68rencim ve mesai arkadagim Yrd. Dog.
Dr. E. Mehmet OZKAN tarafindan yerine getirilmistir. Kitaptaki iki konu onun tarafindan
diizenlenmistir. Kitabin olusumunda boyle bir is paylagimi vardir. Kitabin olusumuna katkilari
nedeniyle Yrd. Dog. Dr. E. Mehmet OZKAN’a ¢ok tesekkiir ediyorum.

Inaniyorum ki aranan-sorulan bu kitap, kisa siirede taninacak ve kullanilacaktir. 1.cildin
onsoziinde bir de Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklemler’ den s6z edilmisti. Bu da belki, ileriye
dontik ayr bir calisma olabilir.

Biitiin ¢alismalarimizda oldugu gibi, bu kitabin yazilimi sirasinda da bir¢ok kaynak eserden
yararlanilmistir. Bilimsel etik geregince kaynak olarak kullanilan bu eserler ya dip not olarak
sayfa altlarinda ya da kitabin sonunda listelenerek gosterilmislerdir. Yararlandigimiz bu eserler
icin yazarlarina ve yayincilarina tesekkiir borcumuz vardir.

NIHAYET! Diferansiyel Denklemler Cilt 2 adli kitabimiz1 gergeklestirmis olduk. Boylece
okuyucularimiza yillar Oncesinden verilmis bir soziimilizii de yerine getirmis olmanin
mutlulugunu yasiyorum. Bu benim 34. kitabim olacak. Boylece yazarlik kariyerime ¢ok énemli
bir kitapla son vermis olacagim. Saygiyla, sevgiyle...

Besiktas, 14 Subat 2017 Prof. Yavuz AKSOY



Cok degerli doktora danismanim Prof. Yavuz Aksoy hocam,

Benden bir ikinci 6ns6z yazmamui rica ettiginizde duydugum seving ve sizin gibi kiymetli
hocama ve bir o derece, matematige adim atmis ve ilerleyen herkese rehber olabilecegine
inancimin tam oldugu bir kitabin muhtesem yazim giiciine golge diisiirmeme telasi esliginde,
onsozlerin okuyucuya yazilmasi adetinden ayrilarak, ben size ithafen tiim okuyuculariniza
seslenmek isterim.

Insanin 6zel bir minnettarlig1 ifade etmek icin kullandig1 en harika ifadelerden biridir
“Tesekkiirler...”. Ancak cogu kez, bunun icinde, bu tek kelimenin sdyleyebileceginden daha
fazlas1 vardir. Kalpten geldiginde, “tesekkiirler” ¢ok sey ifade eder: Hayatimi degistirdiniz,
yoluma 151k kattiniz, bana verdiginiz katkinin degerinin Ol¢iisiinii sonsuz kildiniz, yapmak
zorunda olmadiginiz ama yaptiginiz her sey i¢in beni miitesekkir yaptiniz ve tiim bunlari hem
sahsima hem de 6grencilerime asilayacak giicii ve buna ait hayat felsefesini 6grettiniz...
Ulkemizin, yasami boyunca 33 tane kitap yazarlig1 yapmis yegane matematikcisi ile hem mesai
paylasimi hem de akademik anlamda aligveriste bulunmus olmaktan sonsuz mutluluk
duydugumu hem size hem de bu satirlar1 okuyan sevgili okuyucuya en kalbi dileklerimle
belirtmek isterim.

Ogrencilerimizin her daim sorduklar1 “Diferansiyel Denklemler Cilt 2” bashkli kitap ne
zaman ¢ikacak sorusuna artik rahatlikla sizin de belirttiginiz gibi “Nihayet” cevabini
veriyorum. Yalniz bu “nihayet” kelimesi sadece bu soruya yanit olacaktir. Sizin “Elveda”
yanitiniz1 bu kitabimizla taglandirmanizi simdilik kisa bir mola olarak kabul ettigimi de buraya
not diismek isterim. Bizleri matematik anlattiginiz kitaplardan tarih anlattiginiz kitaplara,
siirlerinizi paylagtigimiz kitaptan cevirilerini yaptiginiz matematik kitabina uzanan genis
spektrumdan mahrum birakmayacaginiz temennisiyle, boliimiimiize, liniversitemize, iilkemize
kattiginiz degerden ve yetistirdiginiz binlerce 6grenci ve her birinin sizden almig oldugu bilgi
ve gorgl ile dolayl olarak dokundugunuz aile iiyeleri adina bu kitab1 bizlerle paylastiginiz i¢in
siikranlarim1 sunarim.

Sevgi, saygi ve hiirmetlerimle “Tesekkiirler”...

12 Mayis 2017, Besiktas Yrd. Dog. Dr. E. Mehmet OZKAN
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1. BOLUM

GENEL BILGILER VE TEOREMLER
[BASLANGIC BILGILERI - HATIRLATMALAR]

01.01. Giris

Bu boliimde diferansiyel denklemler hakkinda bilinmesi gereken temel tanimlar ve
teoremlerden soz edilecektir. Bunlar 1.Cild’in konular1 olmakla birlikte, burada da
kullanilacagindan hatirlanmasinda mutlaka fayda vardir. Bu nedenle bilgilerimizin
tazelenmesi gerekmektedir. Sistemlerin yani sira, ayrica birinci ya da ikinci mertebeden
denklemlerle ilgili yapilacak caligmalarda, islemler sirasinda bir¢ok yerde ilk ciltteki konu-
larla karsilagilacag goriilecektir. Bu demektir ki bu iki kitap gercekte bir biitiindiir; birbirinin
tamamlayicisidir.

Temel bilgiler denilince: tanimdan baslayarak, ifade edilisi, var olusu, siniflara nasil ayril-
dig1, varlik ve teklik teoremleri, ¢6zliim kavrami ve c¢esitleri ve ozellikleri gibi alt yapiya ait
bilgiler 6ngdriilmektedir.

01.02. Tanim

Bir y = f(x) fonksiyonunun, x serbest degiskeni, y bagli degiskeni ve onun sinirli sayida
herhangi mertebeye kadar tiirevleri arasinda kurulmus olan bir bagintiya Diferansiyel
Denklem denir. Bu tanima gore bir diferansiyel denklemin genel ifadesi su sekildedir:

2 n
F[x @ dy dy}o

’y’a’ de EARAS] dxn

Buradaki tanim, genel anlamda tiim diferansiyel denklemleri kapsamis olsa da uygulamada
¢ok farkli durumlarla karsilasilir. Ozellikle ¢dziime ydnelik formlari olustururken, daha farkl
ve 0zel diizenlerin tanimlandigina tanik olacagiz. Buna bagh olarak ¢oziim kavrami da ayrica
konu edilmeyi gerektirecektir.

Yukaridaki tanimda so6zii edilen denklemlere, tek bir serbest degisken ile kurulduklar i¢in Adi
Diferansiyel Denklem ya da sadece Diferansiyel Denklem denir. Diferansiyel denklem
denilince, kendiliginden, Adi Diferansiyel Denklemler anlasilacaktir.

z = f(x,y) gibi iki serbest degiskeni olan bir fonksiyon s6z konusu ise bunun tiirevleri 0z / 0x ;
0z / 0y seklinde ifade edileceginden, bunlarla elde edilecek diferansiyel denklemler de bu tiir
tirevleri igerecektir. Bunlara Kismi Tiirev denildigi i¢in, bunlarla olusacak diferansiyel
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denklemlere de Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklemler ya da sadece Kismi Diferansiyel
Denklemler denir. Asagida bu tiir denklemler i¢in iki 6rnek gosterilmistir.
0’z 0z B 0’z 0’z _ 0z

z —_

[ + _— = —
ox* oy’ ox’ ox0y Oy

Bu konunun diferansiyel denklemler teorisi i¢inde ayr1 bir yeri vardir. Bu nedenle kitabimizin
konular1 arasinda yer almayacaktir.

01.03. Simiflandirilma

Adi Diferansiyel Denklemler (Diferansiyel Denklemler), farkli sekillerde siniflara ayrilarak
incelenirler. Bunlardan biri mertebelerine gore bir digeri de katsayilarinin sabit ya da degisken
oluslaria gore yapilir.

Bir diferansiyel denklemdeki en yiliksek tiirev mertebesi, ayni zamanda diferansiyel
denklemin mertebesi olur. Bir diferansiyel denklemde tiirev mertebesi bir ise, bunlar Birinci
Mertebeden Diferansiyel Denklemler olarak anilirlar. Eger mertebe iki ya da daha biiyiik ise
bu tiir denklemler Yiiksek Mertebeden Diferansiyel Denklemler olarak adlandirilacaklardir.
Ornegin, x dx +,y dy = 0 birinci mertebeden bir diferansiyel denklem, y” + 3y’ — 2y = x
ikinci mertebeden bir diferansiyel denklem olur. Denklemlerin bir bagka siniflandirilmasi da
katsayilarin sabit ya da degisken olusuna gore yapilir. Bir diferansiyel denklemin bazi
kosullara bagli ¢6ziimii s6z konusu ise bu tiir problemlere Sinir Deger Problemi ya da
Baslangi¢c Deger Problemi denir.

01.04. Bir Diferansiyel Denklemin Olusumu

Diferansiyel denklemlerin ¢ok yaygin uygulama alanlari vardir. Dogrudan matematigin bir
konusu olmakla birlikte, uygulama alanlarinda teknolojiden, ekonomiye; fizikten,
miithendisligin ¢esitli alanlarina kadar pek ¢ok yerde onunla karsilasmak olanaklidir. Bu
konuda, ¢ok ayrintili bilgiler igeren bir son boliim yaptik. Orada bu denklemlerin nasil
kuruldugunu ve ¢oziimleriyle nasil yorumlandigin1 gérmek olanakhidir. Biz simdilik burada
sadece ilk bilgileri vermekle yetinecegiz. Bu konuda ¢ok daha ayrintili bilgilere ulagmak i¢in
1.Cildin 3. sayfasinda, alt boliim 1.3. deki 6rnekleri incelemek faydali olacaktir.

[k ve en basit diferansiyel denklem y’ =y dir. y = y(x) dir. Bu bagint1 ile “tiirevi kendisine
esit bir fonksiyon var midir 7 sorusuna yanit aranmaktadir. Bunun ¢6ziimii sonucunda e*
fonksiyonuna ulasilir. Burada e, matematik analizin temel sayisi olup degeri e =
2.7182818284590459... seklinde uzayip giden ve sonuncu ondaligi halen bilinmeyen bir
askin (transandant) sayr’dir.

Bir y = f(x) fonksiyonu tiiretilirse y’ = f ’(x) olur. f ‘(x), x in yeni bir fonksiyonu olup bunu
g(x) ile gosterelim: y> = g(x) olur. Iste bu bir diferansiyel denklemdir. Bir 6rnek olarak
gosterelim:

y=f(x)=2x>-7x — y =g(x)=4x-7 — dy=(4x-7)dx

y’ = g(x) yeniden tiiretilirse y” = g’(x) = h(x) olur. Bu ise ikinci metrebeden bir diferansiyel
denklem demektir.
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Bir diferansiyel denklemin derecesi, denklemdeki en yiiksek mertebeden tiirevin derecesidir.
01.05. Lipschitz Kosulu

Bir diizgiin bolgede, apsisleri x, ordinatlar1 y1 ve y2 olan iki keyfi nokta secilmis olsun. Ayni
D bolgesinde siirekli bir f(x,y) = 0 fonksiyonunun var oldugunu kabul edelim. Keyfi secilen
her nokta ¢ifti i¢in

[f(x,y2) = f(x,y1)| < L ]y2 — 1]

iligkisi gerceklesecek sekilde bir € pozitif sayisi bulunabiliyorsa, f(x,y) fonksiyonu, D
bolgesinde y ye gore Lipschitz Kosulu nu saglamis olur.

0 <© <1 olmak iizere, Ortalama Deger Teoremi

f(ath , b+k) - f(a,b) = h.fy(a+ ©h , b+Ok) + k.fy(a+Oh , b+Ok) (1.1)
seklinde ifade edilir. Buradan (1.1) ifadesini elde etmek i¢in uygun olan se¢im :
a=x ;b=y1 ; h=0 ; k=y>—y1 dir. Bu kabullere gore

f(x,y2) — f(x,y1) = (y2— y1) fy(X, y1 + O (y2-y1)) (1.2)

olur. Bunun sol yami (1.1) ile aymdir. Demek ki Lipschitz Kosulu, Ortalama Deger
Teoremi’nin bir sonucudur. Bu iki bagint1 karsilastirildiginda f(x,y) fonksiyonunun kismi
tiirevleri de siirekli oldugundan asagidaki ifade yazilabilir.

fx,y1+0 (y2—y)) <t
olacagindan ¢ sabiti fy nin iist sinir1 olarak belirlenir. Bu ise |0f / 0y| < £ demektir. Buna gore :

y2 y2
[f(x,y2) — f(x,yn)| = [[[(6f/ Oy) dy| < []of/ Dyl dy < € ]y2—yi|
yi yi

olur.

01.06. Coziim Kavram

Bir diferansiyel denklemin ¢6ziimii denilince, onu 6zdes olarak saglayacak fonksiyonun
bulunmasi anlasilacaktir. Bir diferansiyel denklemin ¢oziimiinii bulmak i¢in, denklemin
tiirline uygun ¢6ziim yontemleri uygulanir. Bunlar ¢ok farkli olabilmektedir. C6ziimiin de
cesitleri vardir. Aksi sdylenmedik¢e ¢oziim, Genel Céziim olarak anlasilacaktir. Ozel Céziim
baslangi¢c kosullarma bagli ¢oziim olup, baslangi¢c kosullar1 denklemle birlikte verilmis
olmalidir. Ayrica Tekil (Singiiler) Coziim ve Yalniz (Izole) Céziim de diger ¢oziim cesitleridir.

Genel ¢oziime Genel Integral de denilmektedir. Genel ¢oziimiin temel 6zelligi, ¢oziim olan
fonksiyonda denklemin mertebesine esit sayida keyfl sabitin bulunmasi zorunlulugudur. En
basit anlatimla f(x,y,y’) = 0 diferansiyel denkleminin genel ¢6ziimii, F(x,y,C) = 0 seklinde,
bir keyfi sabit iceren bir fonksiyon olacaktir. F(x,y,C) = 0 ¢oziimii, diferansiyel denklemi
0zdes olarak saglayacaktir. Bu konunun diger ayrintilar1 hakkinda bilgi edinmek i¢in 1. Cilt’te
20.sayfadan itibaren yapilan agiklamalar gézden gecirilmelidir. Ayrica, “ n.mertebeden bir
diferansiyel denklemin genel ¢6ziimiinde n tane keyfi sabit bulunur ! “ teoremini, adi gegen
kitabin 34.sayfasinda bulmaniz olanaklidir.



01.07. Varhk Ve Teklik Teoremleri

Bir diferansiyel denklemin ¢oziimiiniin varhigi ve tekligi, diferansiyel denklemler teorisinin en
onemli konularindan ikisidir. Bu konuda yapilmis cesitli ispatlar bulunmaktadir. Biz
kitabimiza Picard — Lindelof tarafindan yapilmis teoremi koyduk [Bkz : 1 Cilt , sayfa 29].
Burada bu teoremin ayrintilarmma girmeyecegiz. Sadece teoremin ifadesini vermekle
yetinecegiz :

flx,y) fonksiyonu, diizgiin kapali bir D bdlgesinde siirekli ve tanimli bir fonksiyon ise,)’” =
flx,y) diferansiyel denkleminin yo = y(Xo) kosulunu saglayan bir ve yalniz bir ¢oziimii vardir
ve bu ¢Oziim tektir.



2. BOLUM

DIFERANSIYEL DENKLEM SiSTEMLERI

02.01. Giris

Bu boliimde Diferansiyel Denklem Sistemleri konu edilecektir. Sistem kavrami birden ¢ok
bagintiy1 bir arada goz oniline almay1 gerektirir. Bu da kendine 6zgii bir inceleme alani yaratir.
Ayrica gesitli 6zellikler dikkate alinarak, genel bir tanimdan daha 6zel yapidaki sistemlere
dogru analizler yapilabilmektedir. Buna gore ¢oziim calismalar1 da g¢esitlenmis olmaktadir.
Konu ile ilgili alanlarda bu tiir denklemlere ¢ok¢a rastlanabilmektedir. Bunlarla ilgili 6rnekler
verilecektir.

02.02. Tanim

Tek bir serbest degiskenin birden ¢ok fonksiyonunu birlikte ele alalim. Bu degisken ve buna
bagli degisken ve onun belirli bir mertebeye kadar tiirevleri arasinda kurulmusg bu bagintilar n
tane olsun. Bu bagmtilar toplulugunu Adi Diferansiyel Denklem Sistemi denir. Ancak
diferansiyel denklemlerde oldugu gibi, pratikte bu Diferansiyel Denklem Sistemi olarak anilir.
Denklem sistemindeki bagintilar birlikte ele alinacagi ig¢in bu tiir sistemlere Simultane
Diferansiyel Denklem Sistemi de denilmektedir. Sonug olarak, Diferansiyel Denklem Sistemi
denilince bu kavramlar bir biitiin halinde boyle anlasilacaktir.

t serbest degiskeninin n tane farkli fonksiyonu xi = xi(t), X2 = X2(t), ..., Xn = Xa(t) dir. Serbest
degisken, bu fonksiyonlar ve bunlarin belirli bir mertebeye kadar tiirevlerini i¢eren n tane
bagint1 asagidaki gibi olsun :

! —
fi(tx,x1",%1" oy XXXy "5 .. )=0

1A —
fo(tx1,x1 %1 o XX, X0 )= 0

.......................................... 2.1)

Bu sistemde fonksiyonlar ve biitiin tiirevleri 1.dereceden oldugu i¢in ayrica bu tiir sistemlere
Lineer Diferansiyel Denklem Sistemi ya da sadece Lineer Sistem denir.



6

Burada dikkat edilmesi gereken diger husus, bilinmeyen ve denklem sayisinin (n tane) esit
olmasidir. Bunlarin farkli olmasi hallerinde olusacak sistemler, bu c¢alismada konu
edilmeyecektir. Ayrica bu tiir simultane sistemlerin bazi yapisal 6zelliklerine gore ortaya
cikacak ayricaliklt durumlari, 6rnegin lineer olup olmadigi, homojen olup olmadigi, sabit ya
da degisken katsayili olup olmadigina bakilarak, kendi i¢inde bir siniflandirma yapilmaktadir.
Bu smiflandirma ¢6ziim yontemlerin g¢esitlenmesine ve 6zel bazi yontemlerin olusmasina
neden olmaktadir. Bunlar1 konu ilerledik¢e gorecegiz. Ayrica, matematik analizin diger ve
farkli konularindan yararlanarak ilging ¢oziim yontemleri gelistirilecektir. Ornegin bu tiir
sistemlerin ¢oziimiinde Matris Analizini kullanmak ya da Laplace Déoniisiimlerinden
yararlanmak, sanirim ¢alismamiza ilging bir boyut katacaktir. Bir matematikg¢i olarak, bu gibi
konular1 gelistirirken, hayli bilgi birikimine gereksinim oldugu anlasilmaktadir. Matematik¢i
icin bu gibi ¢alismalar bir amag iken, uygulayicilar i¢in bu bilgileri kullanmak, bir arag
olmaktadir.

Ornek.!
Ayni mamuliin satisin1 yapan A ve B firmalari, toplam satiglar1 x ve yoranlarinda

paylagsmaktadirlar. Yani A nin piyasadaki hissesinin orani x iken B ninki » olmak iizere,
x+y=1 dir. Her iki firma da piyasadaki hissesini reklam yoluyla arttirmaya ¢alismaktadir. A

ve B nin yillik reklam harcamalar sirasiyla s; ve s liradir. A firmasinin piyasa hisse-sinin
degisme hizinin (4¥, ) izafi reklam harcamasi ile B nin piyasa hissesinin ¢arpimindan B nin

izafi reklam harcamasi ile kendi piyasa hissesi carpiminin farki ile orantili degistigi kabul
edilmektedir.

Bu aciklamalara ve kabule gore, ki ve ko sabit katsayilar olmak tizere, A ve B firmalari i¢in
asagidaki iligkiler olusturulabilecektir:

dx ks k,-s, ;
dt s, +s, s, +5,

d_y_kz'sz Y — ky - s,

dt s, +s, s+,

Bu bagintilar, goriilen ortak gosterimler yardimiyla, agsagida goriilen bir diferansiyel denklem
sistemi seklinde ifade edilmis olacaktir.

ﬁ—Oty—ﬂx
o = kl'Sl , ::2'S2 N <Z:l‘
S1+S2 2+S2 34
—=fx-a
| dt pr-ay

! Biilent KOBU, Isletme Matematigi, Cilt 2, {U Yayinlar1 No.1699, 3.Baski, 1981, s.164



Ornek.?

Sekil 2.1. de goriilen elektrik devresinde A anahtari uzun siire agik birakildiktan sonra t=0
aninda kapatilmaktadir. Endiiktanslarda herhangi bir enerjinin depo edilmedigini, yani i1(0)=0
ve i2(0)=0 kabul ederek, anahtar kapatildiktan sonra endiiktanslardan gececek olan ii(t) ve
i>(t) akimlarinin, zamanin fonksiyonu olarak degisim ifadelerini bulunuz.

A
BI
1ov ’.[
-

Sekil 2.1. Elektrik devresi

Kirchhoff kanunu sirasi ile ABCD ve ABEF gozlerine uygulanirsa:

10=20(i, +1,)+30;, +05%
at olup, yeniden diizenleyelim:

10=20(, +1,)+10i, +l-%

di,
dt

9 201 +30i, =10
dt

0.5—+50:, +20i, =10

olur.

Burada verilmis olan iki 6rnek, degisik uygulama alanlarinda nasil kullanildigini géstermek
icindi. Burada sadece denklemlerin kurulusu ile ilgili bir ¢alisma yapilmis olup, bunlarin nasil
¢oOziilecegine dair uygulamalar son boliimde yer alacaktir.

02.03. Coziim Kavram ve Cesitleri

(2.1) sistemini saglayan n tane fonksiyon
X1=¢ (1), x2=¢, (1), ... . Xxn=9, (1)

olsun. Bu fonksiyonlar, (2.1) sistemindeki her bagintiy1 6zdes olarak saglayacaktir. Bunlar
topluca, sistemin bir ¢éziim takimi olurlar. Coziim olan bu fonksiyonlar ayrica lineer bagimsiz
olmalidirlar.

2 Rasit MOCAN, Diferansiyel Denklemler ve Diferansiyel Denklem Sistemleri, Y1ldiz Universitesi Yayini
No.137 1977,5.236
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Diferansiyel denklemlerin ¢dziimiinde, keyfi sabitlerin bulunmasi kurali sistemler i¢in de
gecerlidir. Keyfi sabitleri igeren bir ¢oziim Genel Coziim olarak adlandirilir. Eger sistemle
birlikte yeterince baslangi¢c kosulu verilmis ise bunlar yardimiyla keyfi sabitler belirlenir. Bu
sekilde olusacak ¢oziime ise Ozel Coziim denir.

Diferansiyel denklem sisteminin bir ¢oziimii de, Tekil (Singiiler) Coziim® diir. Genel
¢Ozlimden elde edilemeyen ve keyfi sabit bulundurmayan ¢6ziim takimi, tekil ¢oziim olarak
adlandirilir.

02.04. Mertebe

Bir diferansiyel denklem sistemindeki her bilinmeyen fonksiyonun en yiiksek tiirev
mertebelerinin toplami, sistemin mertebesi olur. Ornegin,

dx d’y
—+—=-+x+2y=t
dt dr’ 4
2
df+£+2x+y=t2
dt dt

diferansiyel denklem sisteminde x(t) fonksiyonunun mertebesi 2 (ikinci denklemde) ve y(t)
fonksiyonunun metresi de 2 (birinci denklemde) oldugundan sistemin mertebesi 2 + 2 = 4
olur.

Genel olarak, (2.1) sistemini meydana getiren xi(t), x2(t), ..., Xa(t) bilinmeyen
fonksiyonlarinin, sistem i¢inde hangi bagintida olursa olsun, en yiiksek mertebeleri sirasiyla
mi, my, ..., my ise (2.1) sisteminin metre-besi m; + mz + ... + m, toplami olacaktir.

02.05. Tiireterek Yok Etme Yontemi

Bu yontemin esas amaci, sistemdeki bagintilar1 tiiretmek suretiyle bagint1 sayisini artirarak,
bunlar arasinda uygun segilmis denklemlerle yapilacak islemler yardimiyla bilinmeyen
fonksiyonlardan birini yok etmektir. Bu sekilde tek bir bilinmeyen fonksiyona bagl bir
bagint1 elde edilir ki artik bu bir diferansiyel denklemdir. Bu denklem c¢oziiliirse
(coziilebilirse) bu yolla bilinmeyenlerden biri belirlenmis olur.

Diger bilinmeyenin belirlenmesi i¢in iki se¢cenek vardir:
1) Ik uygulamada oldugu gibi hareket etmek;

2) Bulunan ilk sonucun uygun oldugu diisiiniilen denklemde yerine konularak, o bagintiy
yeni degiskene gore diizenlemek...

Ancak bu uygulamalarda, keyfi sabitlerle ilgili baz1 6zel islemlere gereksinme vardir. Farkli
uygulamalar goriiliir. Burada anlatilmak istenilen ¢6ziim kavramini asagida verilen sistem ile
aciklayalim:



e

G(t X, y’dx,dyj 0
dt dt

(2.2)

diferansiyel denklem sisteminde iki bagint1 bulunmaktadir. Bunlari tiiretelim:
OF [ OF dx OF dy OF d2x+8F d’y
ot oOx dt 0Oy dt 8x ar* oy dr
8_G+8_G.ﬁ+8G dy 8G dx 8G dy
ot oOx dt oy dt 6x dt’ 8y dt’

(23)

olur. (2.2) ve (2.3) denklemlerinden herhangi islemlerle y, y', y" ¢oziilerek uygun goriilen bir
bagintida yerlerine konursa, bu bagint1 diizenlendiginde
H(t,x,x',x")=0 (2.4)

elde edilir. Bu baginti x bilinmeyenine gore diizenlenmis 2.mertebeden bir diferansiyel
denklemdir. Coziimii iki keyfi sabit igerecektir. Cozlim:

x=f(C,C)

olur. Bundan sonra y bilinmeyeni belirleme i¢in, yukarida agiklanan yollardan biri segilir.
Ancak segilen yolda islemler agisindan zorlukla karsililirsa, diger yol kullanilmalidir. x
belirlendigine gore y i¢in islemlere yeniden baglanmalidir. (2.2) ve (2.3) denklemlerinde bu
kere x,x',x" bulunarak, uygun bir bagintida yerlerine yazilirsa

G@t,y,y,y")=0

diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklem ¢oziliir. Coziimiinde iki keyfi sabit
bulunacaktir. Oyle ¢dziim

y=F(@C,C,)

olur. Bunlar sistemin ¢dziim takimi olacaktir. Ancak sistemin mertebesi 2 oldugu i¢in ¢éziim
takiminda ancak iki keyfi sabit bulunmalidir. Simdi yapilmasi gereken keyfi sabitler
arasindaki iliskileri diizene sokmaktir. Bu dort keyfi sabit birbirlerinden lineer bagimsiz
olamazlar. Bu amagla bulunan x ve y ¢oziimleri secilen bir bagintida yerlerine konarak,
gerekli diizenlemeler yapilirsa

C3=u(C,C) ; Ca=v(Cy, ()
bulunur. Boylece y ¢oziimii
y=F[t,u(Ci, C2), v(Ci, C2)]

olup, Ci ve Cy keyfi sabitlerini igerecek sekilde bulunmus olur. Sonugta sistemin genel
¢Ozimii:

x=1(t,Ci,C)
y = F[t, u(C1,C2) , v(C1,C2)]
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olur. Ileride bu tiir sistemlerin ¢oziimiine dair 6rnekler verilecektir
02.06. Kanonik Sistem

Asagidaki 6zelliklere sahip bir sisteme Kanonik Sistem denir.

1) Bilinmeyen fonksiyon sayisi ile denklem sayis1 esit olacak,

2) Sistemdeki her denklem, bilinmeyen fonksiyonlardan birinin en yiiksek tiirev mertebesine
gore ¢oOziilmiis olacak.

Bu 6zellikte bir sistem 6rnegin
" ’ 14 !
X =Fx, X ,x0,x,,%,x5)
’ ’ 14 !
x, = F (X%, ,%,,%;,X;)
" / 14 !
x3 = E(taxlaxl 7x1 :x27x37x3 )
gorliniisiindedir. Bu sistem One siiriilen iki kosula da uymaktadir. Asagidaki 6rnek konuya
aciklik getirmektedir:
x” — x' + zyﬂ _ y!
Yi=x—y'+t

Dinamikte bir noktanin hareket denklemleri bir diferansiyel denklem sistemi olusturur. Bu
denklem sistemi sudur:

dx dy dz)
dt’ dt’ dt

d2
m__F s Ny Vgl T
ar ( Y-z

2
d yze(t,x,y, ,dx dy dzj

m.
dt* dt’ dt’ dt
- d_zz F( dx dy dzj
ar VI dr

Bu sistem, kanonik sistemin biitiin 6zelliklerine sahiptir.

02.07. Normal Sistem
Asagida belirtilmis 6zelliklere sahip bir sisteme Normal Sistem denir.
1) Bilinmeyen fonksiyon sayisi ile denklem sayis1 esit olacak,

2) Sistemde her bilinmeyen fonksiyonunun ancak ve ancak birinci metre- beden tiirevleri
bulunabilecek,

3) Sistemin her bir denklemi, bilinmeyen fonksiyonlardan birinin, birinci mertebeden tiirevine
gore ¢Oziilmiis olacak...

Asagidaki 6rnek bu kosullara uyan bir sistemi temsil etmektedir:
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d.
%zFl(t,x,y,z)
d
d—);ze(t,x,y,z)
d
d_j:F;(t’x,y’Z)

Normal sistem, kanonik sistemin 6zel bir durumunu temsil etmektedir. Dikkat edilirse,
sistemdeki denklemlerden her biri bilinmeyen fonksiyonlardan birine gore c¢oziilerek
verildiginden, ikinci yanlarda tiirevli terim bulunmamaktadir.

Asagidaki denklem sistemi, goriintii olarak boyle bir sistemi temsil etmektedir.

dx
—=x-2y+¢
dr Y

dy _
—=2x—y+e’
dr g

diferansiyel denklem sistemi, Normal Sisteme ait bir 6rnektir.

02.08. Teorem
Her kanonik sistem, bir normal sisteme doniistiiriilebilir.

Daha 6nce tanim i¢in kullandigimiz diferansiyel denklem sistemini yeni-den ele alalim. Bu
sistemde biitiin tlirevleri birinci mertebeye indirgeyecek sekilde yeni bilinmeyen fonksiyonlar
kullanarak sistemi yeniden diizenleyelim. Sunlar1 varsayalim:
XI"=X4 ; X3’=X5 ; X1"=X4 =X6 ; X3 '=X5" ; X1 =X¢ .

xlm = E(t,xl,xll,xl",xz,x3,x3')

le = Fz(t,xl,xl',xlﬂ,xz,x3,x3')

x3" = F3(t,xl,xlr,xl",xz,xpx;)

Bu sistem yukarida 6ngoriilen varsayim yardimiyla yeniden diizenlenirse,
xsl = F(1,X,,X,, Xg, X, X3, X5)

xz' = F,(8,X,,X,, X, X5, X5, X5)

’
x5 = F3(8, X, Xy, X, Xy, Xy, X5)
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olur. Bu sistem bir normal sistemin biitlin 06zelliklerini gostermektedir. Burada yeni
bilinmeyenler katilmis olmasi nedeniyle denklem sayisi artmistir. Ancak her iki sistemin
mertebeleri esittir. Ik sistemde mertebe 3 + 1 + 2 = 6 dir. Yeni sistemde ise hepsi birinci
mertebeden olan alti denklem vardir ki bu sistemin mertebe sayisi da 6 dir. Demek ki bir ka-
nonik sistem, bir normal sisteme, mertebeleri esit olacak sekilde doniistiiriilmektedir. Bu
yargiya gore, bir kanonik sistem bir normal sisteme doniistiiriilmek istendiginde, mertebe
sayisina bakarak, onceden kac yeni degisken katilacagi kestirilmis olur. Bu teoremin bir
sonucu olarak son elde edilen diferansiyel denklem sisteminin ¢oziimiinden kolayca goriile-
bilecegi gibi, sistemin genel c¢oziimiinde bulunacak keyfi sabitlerin sayisi, sistemin
mertebesine esit olacaktir. Dolayisiyla genel ¢oziimde mertebe sayisina esit keyfi sabit
bulunacaktir. Bu keyfi sabitler birbirinden bagimsizdirlar. Oyleyse varsayilan genel ¢oziim

x, = fi(t,¢,,¢,,65,¢4,C5,C)
x, = f,(t,¢,,¢,,¢5,¢4,C5,C)
x; = f3(t,¢,¢,,65,64,C5,¢4)
x, = f1(t,¢,¢,,045,¢4,C5,C)
x5 = f5(t,¢,¢5,65,¢4,C5,¢4)

Xo = Jo(£,€,,¢,,¢5,¢4,¢5,¢4)

seklinde (yapisinda) olacaktir. Bu ¢6ziim takimi her iki sistemime de aittir.
Ornek .
dx d
=)y Yo
dt dt
sistemi bir normal sistem olup, ¢6ziim i¢in tiiretme-yok etme yontemini uygulayalim. Her iki
baginti tiiretilirse :

dx d*x dy d*x
_— y —> 3 =——=Xx —> 3
dt dt dt dt

seklinde sabit katsayil1 bir diferansiyel denklem elde edilir.

—x=0

Bu ¢oziiliirse genel ¢oziim x=¢qe'+c,-e olur. Bu sistemden segilen bagintilardan
birine gotiiriiliirse
dx - ;
=—=—|(ce +ce |=—ce t+c,e
y= g = glae el )=—ae e,
elde edilir. Bu sekilde sistemin ¢6ziim takimi bulunmus olur ki bu ¢6ziim asagidadir:
x=ce ' +c,e
y=—ce ' +c,e
Bu sistemin bir 6zelligi daha var. Bunu tartisalim. Kolayca goriiliiyor ki sistem x =0 ve y =0
icin de saglanmaktadir. Oyleyse {x = 0; y = 0} da bu sistemin bir ¢oziimiidiir. Ancak bu

sonu¢ genel ¢oziimden elde edilemez. Ayrica higbir keyfi sabit icermemektedir. Coziim
takiminda ancak c¢i = 0 ve co = 0 olmasi halinde yukaridaki sonug elde edilebilir ki bu da
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keyfi sabitlerin lineer bagimli olmasi1 demektir. Oysa daha dnceden gordiigimiiz gibi bunlar
lineer bagimhi olamazlar. x = 0 ; y = 0 ¢6ziimii genel ¢éziimden elde edilemez. Bu tiir
coziimlere Asikar Coziim ya da Trivial Coziim de denilmektedir.

Ornek .
%:5x+2y—e’ (1)
%:—x+3y+et (2)

Diferansiyel denklem sistemi bir normal sistem olup, ¢6ziimiinii arastiralim : tiretme — yok
etme yontemini uygulamak tizere her iki denklemi de tiiretelim :

2
de:S-ﬁ+2-@+e” (3)
dt dt dt

2
dr_ & 3 v ()
dt dt dt

olur. (2) bagmtisinin her terimini 5 ile ¢arpar (1) bagintisinin terimleri ile toplarsak,

ﬁ+5d—y=17y+56’ —e’
dt dt

ax__ d—y+17y+Se’ e
dt dt

bulunur. Bu sonug (4) de yerine konursa

2
Q:—(—5%+17y+56t —e’}+3d—y+et

dr’ dt
2

d—f—8Q+l7y =e ' —4¢

dt dt

elde edilir. Bu ise ikinci mertebeden sabit katsayili, ikinci yanlt bir diferansiyel denklem olup
¢Oziiliirse,
y(t)=e" (¢ sint+c, cost) 2y
26 5
bulunur. Simdi de x(t) fonksiyonunu bulmak iizere (2) bagintisin1 kulla-

nalim. Bunun i¢in (2) bagintisini

d
x=-Li3p4¢

dt

seklinde diizenleyelim ve y(t) ¢dzlimiinii buraya uygulayalim :

x(?) =—;i{e4t (g sint+c, cost) +%et —%e’}+3{e‘” (¢ sint+c, cost) +2i6eﬁf —%e’}+ef
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olup, bu ifade iizerinde gerekli hesaplamalar ve diizenlemeler yapilirsa,
2 1

x(t)=e*"{(c, — ¢ )sint —(c, +c, )cost| +—-e” +—-¢
(=" {(s = )sine—( e, )eost} += e+

bulunacaktir. Boylece arastirma konusu olan normal sistemin ¢éziimii
4t : 2 —t 1 t
x(t)=e"{(c,—¢/)sint—(c, +¢ )cost} T3¢ rge
1
t)=e"{c sint+c,costl+—-e ' —=¢

seklinde elde edilir. Bu bir genel ¢oziimdiir. Ornek secilen sistemin mertebesi 2 dir. Dikkat
edilirse ¢ozlim takimindaki keyfi sabitlerin sayis1 da 2 dir.

Ornek .

d’y d’z dy .
STttt otytz=e (1)
(2)

2 2
d )2} + d—f + _ e’
dx” dx~ dx

diferansiyel denklem sistemini inceleyelim. Bu sistemin bazi 6zellikleri bulunmaktadir.

Ornegin (2) bagintis1 (1) bagintisina uygulanirsa

e +y+z=¢" - ytz=¢" —e " (3)

olur. Bu ifade turetilirse :

dy dz . d’y d*z .
dx dx dx” dx
olur. Bununla (2) bagintisina gidilirse
e —e” +ﬂ =e" - @ =2e " —¢"
dx dx

diferansiyel denklemine varilir ki bu degiskenlerine ayrilabilen bir diferansiyel denklemdir ve
¢Ozimu

y(x)=-2-e"-e"+¢

dir. Bunu kullanarak (3) bagintisindan z(x) de bulunabilecektir

X X

y+z=e —e - z=-y+e —e' -

z=2-e"4+e —c +e —e"=e"+2-e" —¢
Artik sistemin ¢oziim takimi asagida goriildiigii sekilde ifade edilebilecektir:
y(x) =-2-¢"—¢e +c

Z(x):e”‘+2-e"—c
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Bu ¢6ziim iginde ilging bir sonug¢ vardir. Coziimde sadece 1 adet keyfi sabit goriilmektedir.
Oysa sistemin mertebesi 4 olarak goriilmektedir. Bu noktada dikkat edilmesi gereken sudur :
(2) bagintisinin birinci yan ile (1) bagintisinin birinci yanindaki tiirev ifadeleri birbirinden
bagimsiz

degillerdir. Bu ozelligiyle sistem, ayricalikli bir durum gostermektedir. Bunun bir sonucu
olarak sistemin genel ¢oziimiinde, 4 degil sadece 1 keyfi sabit bulunmaktadir. Gergekte
incelenmis olan sistem

y+z=e" —e"

d
Y ner_e
sistemiyle es anlamli olup, goriildiigii gibi bu sistemin mertebesi 1 dir. Ornek olarak

sectigimiz bu diferansiyel denklem sistemi, bir kanonik sistem olmadigi gibi, normal sistem
haline de getirilemez.

Ornek.
%:4y+2z+x (1)
dz
“__ 2
=y o

normal sistemini inceleyelim. Sistemin mertebesi 2 dir. Tilretme-yok etme yontemini
kullanalim. Bu amagla sistemdeki her iki bagintiy1 da tiiretelim:

2

d2y=4~ﬂ+2~@+1 (3)
dx dx dx

2

e (4
dx dx dx

olup (2) den, y=z—2z" olup (4) de yerine konur ve diizenlenirse,

z"=-4y-2z-x—-y+z=-5y—-z—x
Z"=-5(z-z2")—z—x

z" 52"+ 6z=—x

elde edilir. Bu sabit katsayili , ikinci tarafli bir denklemdir. Denklem ¢oziiliirse:
3x X 5

2
z=¢ e +c,€ ————

olarak z bilinmeyeni belirlenmis olur. y bilinmeyen fonksiyonunu bulmak i¢in, yeniden yok
etme yontemini uygulayalim :
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V' =4y+2z+x - Z:%(y'—4y—x)

seklinde alip (2) de yerine yazalim :

1 1 X
/:_ !_4 _ _ —— ’_3 _
z 2(y y—x)—y SV =33

olur ki bu iligkiyi (3) bagintisina uygularsak,

V'=4y' +2z" +1 -  y'=4y'+y' —6y—x+1
olup, bu da diizenlenirse,

y'=5y"+6y=1-x

diferansiyel denklemi elde edilir. Bu da ikinci mertebeden, sabit katsayili, ikinci yanli bir
diferansiyel denklem olarak ¢oziiliirse

.ox 1
__+_

36

bulunur. Boylece y bilinmeyen fonksiyonu da belirlenmis olur. Ancak bu ¢oziim de iki farkl
keyfi sabit icermektedir. Boylece x ve y ¢ozlimleri birlikte gz Oniine alininca ci,c2,c3,c4 gibi
dort keyfi sabit bulundugu goriilmektedir. Oysa sistemin mertebesi 2 olduguna gore, sistemin
¢Ozlim takiminda ancak 2 keyfi sabit bulunmalidir. Demek ki yukarida siraladigimiz keyfi
sabitler birbirinden bagimsiz olamazlar. Simdi bize diisen i, bunlar arasindaki iligkiyi
belirlemektir. Bu amagla (2) bagintisin1  kullanalim. Yukaridaki ¢oziimleri buraya
uygulayalim:

_ 2x 3
y=c-e +C4‘€

Z'=—y+z

2 w1 2 w, X 1 2 X5
2cie” +3ce’t ——=—ce” —c,e +———+ce " +ce ————

6 36 6 36
2¢,e” +3c,e™ =(c,—¢;)e” +(c, —¢, )™
Benzer terimlerin katsayilar esitlenirse:
2¢,=c¢, —c¢ c, =—C
1 1 3 N 3 1
3¢, =c, —c, c, =—2c,

bulunur. Boylece keyfi sabitler arasindaki iligkilerin ne oldugu ortaya ¢ikmis olur. Bu
sonuglar kullanilarak artik sistemin ¢6ziim takim yazilabilecektir.

2x

y=-c e’ —2c,-e —%+—

2 )
z=c¢-e" =2c,-e" ————
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Ornek .

d’y ly

W—x— x+2Z (1)
= A, (2)
dx dx

diferansiyel denklem sistemi bir kanonik sistemin biitlin 6zelliklerini gdstermektedir. Bunu
normal sisteme doniistiirelim. Bu amagcla yeni bilinmeyen fonksiyonlar katmamiz gerekiyor.

Burada u = u(x) olmak iizere, dy/dx = u diyelim. y” = u’ olur. Sistem bunlara gore
diizenlenirse,

ﬂ:)c—u+2z (3)

dx

dz

—=2u-z 4

o (4)

dy

& 5

0 (5)

olur ki bu bir normal sistemdir. Dikkat edilirse sistemdeki her baginti, bilinmeyen bir
fonksiyonun birinci tiirevine gore diizenlenmistir. Kolayca goriiliiyor ki sistemin mertebesi 3
tiir. Bununla ilgili teoremi bu vesileyle hatirlamig olalim. (3),(4),(5) bagintilarini tiiretelim:

2
du_y du d (6)
dx dx  dx
2
d_zz _du_dz (7)
dx dx dx
d’y du
=— 8
dx*  dx ( )
(4) bagintisindan
E, B
dz dx
yazilarak, dz/ dx , dy/dx , ve z yi u fonksiyonu cinsinden ifade edelim :

2
(6) dan %:l{du_H_duj

dx 2\ dx? dx
dy

5 d —_ =

(5) de el

olur. Bunlar yukaridaki ilk baginti i¢in diizenlenirse:
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d2 du (du j
— ——1 x+u|=2u
dx? dx 2 dx

2
dz 2d—u—3u—x+l
dx dx
olur ki bu ¢oziiliirse:
3y ¥ X 5
u=c-e +c,-e ————
39

bulunur. Bu yardimci fonksiyonu kullanarak esas bilinmeyen fonksiyonlarimiz y ve z yi
belirlemeye ¢alisalim. Uygun bagintilar segelim. (5) den,

dy
dx

ve devam ederek

Y= J(c +ce—£—§jdx lc " +cet x 5x+c
€ 2 =—5¢Ge 26 T T 3
3 3 6

=u - y=judx

9 9

bulunur.

bagintisini kullanarak,

1 —3x X 1 X 5
=5 =3ce +c,e —E—x+c1 Y tee’ 39

-1 —2¢,e +2c,e" —ix—§ =—ce " +c,e —zx—i
2 39 39

olur. Boylece normal sistemin ¢6ziimii

2x 4
=—ce "+t —————
3 9
olacaktir. u fonksiyonu yardimiyla bilinmeyen fonksiyonlarimiz belirlenirse yani kanonik

sistemin ¢6ziim takimi yazilmak istenirse
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1 . x* 5x
yz—gcle +ce oy ————

6 9
2x 4

-3
z=—ce  +ce ————

3 9

bulunur. Dikkat edilirse ¢oziimde 3 tane keyfi sabit bulunmaktadir.

02.09.Wronskien ve Coziimlerin Lineer Bagimhihg:

Bu konudaki tanimi1 6rnek secilmis bir model {izerinde yapalim ve tartisalim. Bunun igin,
asagida goriilen li¢ degiskenli ii¢ denklemli homojen diferansiyel denklem sistemini goz
Oniine alalim. Burada olusturacagimiz ilke ve Ozellikleri n bilinmeyenli, n denklemli bir
denklem sistemi i¢in de ifade edebiliriz. Se¢tigimiz sistem su olsun:

d.

?); =a, (t))c+a12 (t)y+a13 (t)z

d

?);:azl (£)x+ay, (1) y+ay ()2 (2.5)
d.

i =day, (t)x+a32 (t)y+a33 (t)z

Bu sistemin x(t) = 0, y(t) = 0, z(t) = 0 olan bir ¢6ziimii vardir ki bu asikar ya da trivial
¢Oziimdiir. Asil amacimiz bundan baska ¢6ziimlerinin bulunup bulunmadigini arastirmaktir.
Varsayalim ki sistemin ¢6ziim takimi asagidaki gibi bulundu:

x,(2), vi(t), 2, (2)
% (1), y,(t). z, (1) (2.6)
x (1), y5(1), z:()

Bunlarla olusturulan determinanta Wronskien denir ve W ile gosterilir. Bununla anlatilmak
istenilen asagida gosterilmistir:

x (1) vi(t) z(7)
W=W(x,y,z)=|x,(t) y,(t) z,(1) (2.7)
x () y;(t) z(1)

Wronskien, yukarida 6rnek olarak sectigimiz ¢6ziim takiminin lineer bagimli olup olmadigini
test etmek i¢in kullanilir. Bunun i¢in asagidaki teorem dikkate alinmalidir.

Teorem. Sectigimiz homojen sistemin ¢oziim takimini yukarida sembolik olarak ifade
etmistik. Bu ¢oziim takiminda yer alan ¢oziimler ayri ayri a <t<baraliginda siirekli
fonksiyonlar olsunlar. Bu ¢oziimlere ait Wronskien t=t, icin sifira esit ise W=0dir ve

cozlimler lineer bagimhidir demektir. $imdi ¢, c,,c; keyfi sabitlerini g6z 6niine alalim; ancak

hepsi birden sifir olmasin. Bunlarin i¢inde oldugu asagidaki sistemi inceleyelim:
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¢ -x (1) +e, x,(1)+e,-x, (1) =0
q -yl(t)-l-c2 ‘Y, (t)-i-c3 -y3(t) =0 (2.8)
¢,z (t)+e, -z, (1) +ey -2, (1) =0

Bunu cebirsel anlamda diizenlenmis bir sistem olarak gorebiliriz.

t =t, igin,

X, (tO )x2 (to)x3 (to)
w=ly, (to) Y2(to)Y3 (to) =0
z, (1) z,(,) 2, (2,)

olmast gerektigini yazacagiz. Bu, sistemin katsayilar determinantidir. Sistemin agikar
¢oziimden baska ¢oziimleri olmasmin gerek sartidir.c,,c,,c; lin bu determinant yardimiyla

belirlenmesi halinde,

x(t) C X, (t)+ C, " X, (t)+c3 Xy (t)
y(0)=cyi(1)re, -y, (1) +e, (1)
z(t)=¢ -z, (t)+c, -z, (1) +e, - 2, (1)

fonksiyonlarin1 olusturursak, basta g6z Oniine alinan homojen sisteminin, a <t<bh
araligindaki bir ¢=¢, degeri i¢in sifira esit olan ¢ozlimleri bulunur. Bu ¢oziimler, hepsi

birden ayn1 zamanda sifir olmayan ¢ keyfi sabitleri i¢in gerceklesiyorsa, ¢ ne olursa olsun, bu
ancak ve ancak W =0 olmasi ile olanaklidir. Bu kosul varsa,

x (1), v, (1), z (1)
x, (1), v, (1), 2, ()
X (t), y5 (1), 2 (2)

¢oziim takimlarinin lineer bagimli olmasii gerekir. Bu lineer bagimlilik bir onceki sistemde
goriilmektedir.

¢ % (1)t ¢y x,(1)+e, - x, (1) =0
¢ -y (1)+e, -y, (1) +e, -y, (1) =0 (29)
RV A (t)-l-c2 -z, (t)+c3 ‘Z, (t) =0

Buradaki bagintilar, hepsi birden sifir olmayan ci, c2, c¢3 keyfi sabitleri igin
gercekleseceginden, her t degeri i¢in bu goriilmektedir. Bunlar arasinda ci, c2, ¢3 yok edilirse
W = 0 olur. Bu tiir sistemlerin bir ¢oziimii daima vardir. Bu ¢oziimiin genel ¢oziimii
tanimlayabilmesi i¢in, bilinmeyen fonksiyon sayisina esit sayida ¢Oziimiin lineer bagimsiz
olmas: gerekir.
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02.10 Teklik Teoremi
%: ay, (£)x+ay (£)y+a, (1)z
%zaﬂ(t)x+a22(t) yta,(1)z (2.10)
%_ iy, (1) x +ayy (1) y +ay (1)2

sisteminin ¢ozimiinii

x(f)=c -x (t)+ ¢, x, (1)+c; - x, (¢)
y(t)=c -y () te, -y, (1) +es -y (1)
z(t)=c¢ -z, (t)+c, -z, (1) ey - 2, (¢)

seklinde g6z Oniline almistik. Buna Genel Céziim denir. Bu ¢6ziim tektir. Bu teoremin amaci bu iddiay1
kanitlamaktir.

a <t<baraliginda, t =ty i¢in x = 1, y = 0, z = 0 olsun. Bu kosullar1 birlikte saglayan bir ve yalniz bir
¢Ozlim vardir ki o da: xi(t), yi(t), zi(t) dir. Bu ¢6ziim (a,b) kapal1 araliginda gegerlidir. Benzer sekilde
diisiinerek, bu kez x =0, y = 1, z = 0 alinirsa buna kars1 gelen ¢6ziim x»(t), y2(t), z2(t) ve benzer sekilde
x =0,y =0, z=1 alinirsa bu kez ¢6ziim xs(t), ys(t), z3(t) olur. Bunlar tek tiirlii belirlenebilirler ve
lineer bagimsizdirlar.

Gergekten de,
X (t) Yi (t) Z (t) 1 0 O
w(t)=|x(t) y(r) z(¢) - W(t,)=10 1 0/=1+0
0 0 1

x(0) () z(1)

oldugu goriiliir. Bu sonug, lineer bagimsiz en az bir ¢o6ziim takiminin var oldugunu ve bunun
tek tiirlii belirecegini ifade eder.

¢oziim takiminin lineer bagimli olmasi gerekir. Bu lineer bagimlilik bir dnceki diizenlemedeki
fonksiyonlar ile belirlenmektedir. Burada hepsi birden sifir olmayan ci,c2,c3 sabitleri igin
gerceklesmektedir. Her t degeri i¢in bunun varligt goriilmektedir. Bunlar arasinda ci, c2, c3
yok edilirse, W = 0 olur. Sistemin temel ¢oziim takimi (esash ¢oziim takimi) her zaman
mevcuttur. Bunlarin genel ¢éziime ait olabilmesi i¢in, bilinmeyen fonksiyon sayisina esit
sayida ¢éziimiin lineer bagimsiz olmasi gerekir ki bu da W # 0 olmasini gerektirir.
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02.11. Asal Integraller

a

e = f1(X, V5 1))

.................................... (2.11)

seklindeki bir normal sistemin ¢oziimiiniin arastirilmasinda kullanilan yontemlerden biri de
Asal Integraller’ den yararlanmaktir. n. mertebeden bu normal sistemin genel ¢oziimii

................................... (2.12)

olsun. Bu ¢6zlim takiminda ¢,,c,,.....,c, gibi n tane keyfi sabit bulunmaktadir. Eger bu ¢6ziim

takimi ¢,,c,,....... ,c, sabitlerine gore ¢oziiliirse,

..................................... (2.13)

seklindeki bagintilar elde edilir. Bu sekilde bulunan

G (X, Y0 2,) 5 G (XY 1,) 5003 G (X, V5000 1,) 5

ifadelerinden her birine (2.11) sisteminin bir Asal Integrali denir. (2.12) ile (2.13) bagimtilar
yazilis bakimindan farkli olmakla birlikte gercekte aymi bagintilardir. Oyleyse (2.13)
bagmtilar1 da (2.11) sisteminin ¢o6zii-miidiir. Bunlar lineer bagimli olamazlar. Ancak
bunlardan herhangi bir sayida alinmak suretiyle meydana getirilecek bir fonksiyon da yine bir

Asal Integraldir. Omegin c¢,,c,,c, asal integrallerinin bir lineer kombinezonudur. A,u,v
sabitler olmak iizere,

D(c,c,,¢c;,) = Ac, + e, +ve, =c, ise
¢, =9(c,6,6)=AG(X, V- Y, )T UG (X, V50 ¥, ) FVG(X, Ve 1) =G (X, V15ees V)

gibi yine X, ¥, ¥, e v, nin yeni bir fonksiyonunu verir. Bu ise
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(2.13) deki asal integrallerle ayn1 anlamda bir fonksiyondur.

Bir normal sistemin, birbirinden bagimsiz asal integrallerinin sayisi, bagli fonksiyon sayisina
esittir. Boyle bir sistemin ¢ozlimiinde, (2.12) de goriildiigii gibi n tane keyfi sabit vardir.
Bunlar i¢in ifade edilen (2.13) deki asal integraller de dogal olarak n tane olacaktir.

Asal integrallerin bulunmasi bazen kolay bazen giictiir. Bunlarin hesabi i¢in genel bir kural
yoktur. Ancak uygulamada en ¢ok kullanilan sekli asagida aciklanmistir.

(2.11) sistemi, her bagint1 dx i¢in ¢oziilerek yeniden diizenlenirse,

dx = dy, _ dy, _ _ dy,
Sy ) LGV ,) S (Y5 ¥,)

yazilabilir. Bu da yeni bir diizenlemeyle,
dx dy, dy

ey, By, y,)

n

LAC PR

seklinde ifade edilebilir ki buna Yardimci Sistem veya Sistemin Simetrik Sekli denir. Oranti
Ozellikleri de kullanilarak, yardimci sistemden,

Fdx=Fdy;...... s Fodx=Fdy,;
Fdy, = Fdy;.....; Fdy, = Fdy,;
......... s Fdy =F _dy,
gibi bagintilarin yazilmasi suretiyle elde edilecek bu diferansiyel denklemlerin higbiri ¢oziime
elverisli degilse, asagidaki yontemin denenmesi bazen olumlu sonuglar vermektedir.

Xy Vis Voo ¥, ler 1¢in k Fy + kK F + K, F, +....... +k F =0 baglantis1 saglanacak sekilde
ko, kpyeennen.. ,k, gibi (n+1) adet sabit ya da fonksiyon mevcut olsun. Bunlar i¢in,
kodx +kidyr +kady2 + ... + kndy, = dF

olacak sekilde bir F(x,y,y,,........ ,»,) fonksiyonu bulunabiliyorsa, yardimci sistemden,
orant1 6zelligi kullanilarak,

kydx + kdy, + kydy, +........ +k,dy, _dF
kyFy+kF +kF,+.... +k F 0

yazilabilir. Bu oranin, kaldirilabilir bir belirsizlik gostermesi halinde, yani ancak dF =0 ise
bir anlam1 olabilir. dF # 0 olmasi halinde bu oran tanimli olamaz. Demek ki incelenmeye
deger durum dF =0 olmasi halidir. Bu ise,

dF =0 = F(X, ), Vyseeeeeenennn ,y,)=c

gibi bir baginti1 verir ki, yardimci sistemle belirtilen sistemin asal integralidir.
Ornek.

dx2 Y 1& sisteminin asal integrallerini bulalim. Bu en basit durumdur. Ciinkii burada
x— y l-z

oranlar her degisken i¢in ayr1 ayr1 diizenlenmistir. En kolay uygulama sudur:
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dx _dy Idx :J-Q — hy=In(x-2)+In¢
x—-2 dy x-2 y
—>y=¢(x-2);
dx dz dx dz
= - =—|— - -In(z-1)=In(x-2)+In
x—2 1-z Ix—2 z—1 1) (¥=2) “
z—1 c,(x—2)

Boylece y vez fonksiyonlari, serbest degisken secilen x ic¢in ¢oziimlenmis olmaktadir.
Ancak sistemin ¢oziimiinii ifade i¢in sonugta

y=¢(x-2)
L l+c,(x=2)
6 (x—2)

yazilmalidir.

Ornek.
dx  _dy dz

xX+y—-z z 1

sistemini, asal integrallerini belirleyerek ¢6zelim.
dx _ﬂ_}dx+dy_d_y_%

xX+y—-z z xX+y z 1

olur. Buradan asagidaki diizenlemelere gecilebilir:

dx+dy d(x+y) _%_)

x+y xX+y 1

jdz=jm—>1nz=1n(x+y)+1nq 5 z=C(x+Y)
xX+y
2
ﬂ=%—>dy:zdz—>J.dy:JAzdz—>y:Z—+C2;
z 1 2

Bu iki asal integral birlikte ifade edilerek genel ¢6ziim bulunmus olur:
z=C/(x+y)

{2 y=2"+2C,

Ornek.

v _dy_

x+1 h% B —(x+y+2)

veriliyor. Simetrik sekliyle verilen bu diferansiyel denklem sistemini, asal integrallerini
bularak ¢ozelim.
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Oncelikle, dx = & se¢imi yapilirsa:
x+1 y
dx Iﬂ N
x+1 y
In(x+D)+InC, =lny—> y=C/(x+1)

bulunur. Ancak diger asal integrali bulmak bu kadar kolay olmayacaktir. Bu kez asagida
aciklandigr gibi hareket edilir:

k,,k,,k, sabitleri ya da degiskenleri i¢in,
kydx  kdy k,dz kydx + k,dy + k,dz dF

ko(x+y)_ ky —kz(x+y+z):ko(x+1)+k1y—k2(x+y+z): 0

olmalidir. Burada paydanin sifir olabilmesi kosulunu

ko(x+1) + kiy — ko(x+y+z) = 0 i¢in degerlendirelim. Keyfi secilen
ke=ki=k=ligin:x+l+y—-x—-y—-z=1-2

olup, bu degerler i¢in

dx+dy+dz d(x+y+z) dz
-z 1-z —(x+y+2)

Mliskisine ulasilir. Buradan:

(x+y+2)d(x+y+z)=(z-1)dz

1 2 1 1 2

—(x+y+z)y+=C,=—(z-1

2 (x+y+z) 5 ¢ =3 (z=1

(z=1Y —(x+y+z) =C,

Qz+x+y)(x+y+1)=-C,
bulunur. Bu da sistemin ikinci asal integrali olur. Bdylece sistemin ¢oziimii

y=Cx+1)
2z+x+y)(x+y+1)=-C,

seklinde ifade edilmis olur.

Ornek.

dx  dy  dz
4y—-3z 4x-2z 2y-3x

denklem sistemini asal integrallerini bularak integre edelim:
k,,k ,k, keyfise¢ilmis herhangi sabitler ya da degiskenler olmak tizere:

kydx + k,dy + k,dz _dF 0
ky(4y—-32)+k (4x-22)+k,(2y-3x) 0 0
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seklinde ifade edelim.

Buradan (4k, —3k,)x+(4k, +2k,)y —(3k, + 2k )z = 0 bulunur. Boylece
4k, -3k,=0 |0 4 -3
4k, +2k,=0—>|4 0 2|=0
3k, +2k=0 |3 2 0

olup sistemdeki ilk iki bagint1 alinarak

k—°2 = ?' = % iliskisine varilir. Bu sistemdeki ii¢lincii bagintiy1 da saglar.

Uygulamada pratik bir yaklasimla &, k,, k, ile orantili sayilar se¢ilir.
Buna gére k, =-2,k, =3,k, =4 igin payda sifir olacaktir. Oyleyse pay dF =-2x+3y +4zC,
seklinde ¢ozlimlenerek 1.asal integral bulunmus olur.

Ikinci asal integrali bulmak {izere bu kez paydayi, katsayilari esas alarak, yeniden
diizenleyelim :

A(kyy +kx)—3(kyz+ k,x)—-2(kiz—k,y) =0 bulunur. Buradan
kyy+kx=0 |y x 0
kyz+kx=0—>]z 0 x|=0
kz—k,y=0 (0 z -y
olup, ilk isleme benzer sekilde, ilk iki bagint1 alinirsa bunlardan
A _k _k
X -y -z
iligkisine varilir. En basit uygulama sekli, orantili olarak segilen k lar i¢in
ky=x,k,==y,k,=—z
olarak payda sifir olacaktir. Oyleyse
dF = xdx — ydy — zdz =0

2 2 2 2
olup, buise x*-y’—z*=C, seklinde diizenlenerek 2.asal integral de bulunmus olur. Ancak
sistemin genel ¢oziimil, bu iki asal integral bir araya getirilerek ifade edilir. Genel ¢6ziim :

{—2x+3y+4z:C1

2 2 2
x -y -z-=C,

olarak bulunmustur.
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Ornek.
pdx qdy rdz

= = denklem sistemini ¢ozelim:
(g=r)yz (r=p)xz (p—q)xy

Cozimi asal integralleri bulmak suretiyle gergeklestirelim. Bu amagla k,,k ,k, keyfi sabit
ya da degiskenleri 6nerilmis olsun.

kypdx + k,qdy + k,zdz _dF _ 0
ko(q=r)yz+k(r—p)xz+k,(p—q)xy 0 0

formundan hareketle, paydanin hangi keyfi k,,k,k, icin sifir olabilecegi kosullarini
arastiralim.

[lk olarak payday1 p,q,r igin yeniden diizenleyelim:
plk,y—kz)x+q(k,z—k,x)y +r(=k,y+kx)z=0
olur. Buradan

k,y—kz=0 0 -z y

kyz—k,x=0—>|-z 0 -—x|=0

kx—kyy=0 |-y x 0
olup, bu lineer-homojen sistemin ilk iki bagintis1 alinirsa buradan
K K _ky

X y z
iliskisine ulasilr. Béylece k, = x,k, = y,k =z olarak se¢mek en uygun olanidir. Bu segime
gore artik
dF = pxdx+qydy +rzdz=0

2 2 2

R S A O

2 2 2 2

yazilarak, buradan 1.asal integral px* +¢y* +rz’ = C, olarak bulunur.

2.asal integrali bulmak i¢in bu kez daha farkli bir diizen olusturalim. Bu kez x,y,z
degiskenine gore

(k,qy —k,px)z + (k, px —k,rz)y + (kjrz —k,qy)z yazilabilir. Buradan

kyqy—kipx=0 gy -px 0
k,px—kjyz=0—>|rz 0 —px|=0
kirz—k,qy=0 0 rz —qy

olup ilk iki bagintidan hareketle
& & _k

px_qy_rz
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iliskisi bulunur. Buradan en basit sekliyle k, = px,k, = qy,k, = rz secilir. Buna gore yapilacak
diizenlemeyle
dF = p*xdx+q*ydy +r’zdz =0
F = %pzx2 —|—%qzy2 +%r222 = %CZ
X +q’y +r’z =G,
seklinde 2.asal integral de bulunmus olur. Boylece sistemin genel ¢oziimii

px+qyt+rz =C,
{pzxz +q’y +r’2" =G,
seklinde ifade edilmis olur.

02.12. Mertebe Diisiirmeye Dair Teorem.

n. mertebeden bir normal sistemin bir asal integrali belirlenebilmis ise, sistemin mertebesi bir
mertebe diisiiriilebilecektir. Bunun i¢in (2.11) sistemini géz 6niine alalim. Sistemin bir asal
integrali

G(x, 252554 1,)=C,
olur. Bunu degiskenlerden biri i¢in, 6rnegin y, igin ¢ozelim :

v, =H(x,y,,y;,....,y,,C;) olur. Bu sistemdeki denklemlerde y, yerine konarak sistem

yeniden diizenlenirse, sistemin mertebesi (n-1) olacaktir. Ciinkii sistemdeki iki baginti lineer
bagmtili hale gelecektir. Oyleyse bunlardan biri atilarak sistem yeniden diizenlenirse, sistemin
(n-1). mertebeden oldugu goriiliir.

Ornek.
Z =2 - "= sistemini bu teoremden yararlanarak ¢ézelim. Once asal integrallerden birini
X X+ z —Z
.. odx dz . . o
bulalim. Bunun i¢in — = — == segilerek, integre edilirse
X z
Cl

Inx=-Inx+InC, > z=—
x

olur ki, bu sistemin 1.asal integralidir. Simdi ikinci bir bagint1 olarak

ax _ A
X X+z

secilmis olsun. 1.asal integral burada yerlestirilerek

@ __ 4 oo dr=(a +%‘)dx olur. Integre edilirse
x

x
x+—1t

X
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y=x- G +C, bulunur. G z oldugundan, boylece z+y-x=C, ¢oziimiine ulasilir ki
X X

bu da sistemin 2.asal integralidir. Demek ki sistemin ¢oziimii

xz=C, .
seklinde bulunmus olacaktir.
z+y—-z=C,

02.13 Sabit Katsayih Homojen Denklem Sistemleri

Homojen denklem sisteminin tanimi 02.09.alt-baslig1 ile verilen birimde yapilmistir. Orada
model olarak 6nerilen sistem yeniden g6z oniine alinacaktir :

x
=ax+by+c:z

dr
%=a2x+b2y+czz (2.14)

dz
E=a3x+b3y+c3z

Bu tiir sistemlerin x(z) =0, y(¢) =0,z(¢)=0 dan olusan bir ¢éziim takimi vardir ve buna

Asikar Coziim (Trivial Cozlim) denir. Ancak bu ¢oziim takimi keyfi sabitleri icermediginden
‘sistemin genel ¢6ziimii’ anlamina gelmemektedir.

Bu agiklama 15181nda, dyleyse yapilmasi gereken caligsma, sistemin genel ¢oziimii olan asikar
¢Ozlimden baskaca ¢oziimlerinin varliginin arastirilmasi olacaktir.

Burada incelenecek sistem, 0zel olarak, ‘sabit katsayili’ olarak secilmistir. Amag bu tiir bir
sistemi incelemektir.

Burada ay,a,,a;;b,,b,,b;;¢,,c,,c; sabit katsayilardir.

Bu tiir sistemler, ilk olarak Onerilen, ‘tliretme-yok etme yoOntemi’ uygulanarak da
¢Ozlimlenebilir. Ancak bu yontem yerine burada daha farkli bir yontem 6nerilecektir.

k., k,,k, sabit katsayilar olmak {izere , (2.14) de goriilen homojen sistemin ¢6ziim takimi
x=ke",y=ke",z=ke" seklinde se¢ilmis olsun. Bunlar sistemdeki her denklemi 6zdes
olarak saglamalidir.

ax _ klxle}"’,d—y = klee“,% = ke
dt dt dt

olup, bunlar i¢in sistem
kAe* = ak e +bk,Ae" +c ke’
k,Ae™ = a,kAe™ +b,k,Ae™ +c ke
ke = ak e +bk,Ae™ +ckAe”

seklini alir.
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(a, =k, +bk, +ck, =0

ak, +(b, =)k, +c,k; =0 (2.15)

a,k, + bk, +(c; — )k, =0
sistemine ulasilir. Buna ‘karakteristik sistem’ denir. Bu, cebirsel anlamda bir lineer-homojen
denklem sistemidir. Agik olarak goriiliir ki bu sistemin k, =k, =k, =0 olan bir ¢dzlimii vardir
ve buna ‘Asikar Coziim’ denir. Sistem £k ,k,,k; i¢in diizenlendiginden bu degerler i¢in
¢Oziim takimindan x(¢)= y(¢)=2z(t) =0 sonucuna ulasilir. Bu, denklem sisteminin asikar
¢Oziimiinden baskaca ¢éziimlerinin olabilmesi kosulunun, sistemin katsayilar determinantinin
sifira esit olmas1 demektir. Buna gore, A(A) ile gosterecegimiz bu determinant asagida
goriildiigi gibi olusacaktir:

a—-A b [
AA)=| a, b,-1 ¢, |=0 (2.16)
a, b, c¢,—-4

Bu ise A4 ya gore 3.dereceden bir cebirsel denklem olup, A4,B,C bu denklemdeki sabit
katsayilar1 gostermek iizere;

AA) =22+ 422 +BA+C =0 (2.17)

olur. Buna ‘Karakteristik Denklem’ denir. Bu cebirsel denklem olup A4,,4,,4; gibi ii¢ adet
kokii bulunacagini varsayiyoruz. Bunlarin her biri i¢in A(4) =A(4,)=A(4,) =0 olup, her
kok i¢in karakteristik sistem yeniden diizenlenmelidir.

A(4)=0 dan bulunacak A,,4,,4, kokleri cesitli sekillerde olusabilir. Bunlar basit kokler

olabilecegi gibi, cakisik kokler ya da kompleks kokler de olabilecektir. Bu gibi durumlarin
her birinde, ilk Onerilen ¢oziim takimi, uygun sekilde yeniden diizenlenmelidir. Bu
diizenlemeler yapilirken, 6nceden edindigimiz diferansiyel denklemlere ait bilgiler bize
rehber olacaktir.

Bundan sonraki calisma bu koklerin yapisiyla dogrudan ilgili oldugu i¢in onlar1 ayri alt-
basliklar halinde inceleyecegiz.

02.13.01 Karakteristik Denklemin Basit Kokleri Olmasi1 Hali:

A(A)=0 karakteristik denkleminin A4,,4,,4;, olarak belirledigimiz kokleri, basit kokler
olsunlar. Onceden belirtildigi gibi bunlarin her biri igin

A(4) =A(4) =A%) =0
olacaktir. Bu li¢ durum ayr1 ayr1 incelenmelidir.

A=4 i¢in:
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A(A)=A(4,) =0 olup, (2.15) sistemi bunun i¢in yeniden diizenlenirse, sistemin ¢dziimiinden

bulunacak k,,k,,k, degerleri, sirasiyla &, ,k, ,k,, olsunlar. 4 nin bu deger i¢in ¢Oziim

takimi

x=k,eM,y=k,e",z=k,e™ olarak bulunur.

A=A, i¢in :

A(A4)=A(4,) =0 olup, (2.15) sistemi bunun i¢in yeniden diizenlenirse, sistemin ¢dziimiinden

bulunacak k,,k,,k, degerleri, sirastyla k,,,k,,,k;, olsunlar. A nin bu deger igin ¢éziim

takimi

x=k,e",y=k,e™, z = k,e™ olarak bulunur.

A=4, igin :

A(A4) =A(4) =0 olup, (2.15) sistemi bunun i¢in yeniden diizenlenirse, sistemin ¢6ziimiinden

bulunacak k,k,,k, degerleri, sirastyla k,,,k,;,k,, olsunlar. A nin bu degeri i¢in ¢éziim
takimi

_ At _ gt _ At
x=k, e, y=k,e”,z=k;e

olarak bulunur. (2.6) da belirtilen ¢6ziim takimi bu sekilde belirlenmis olup, bunlar i¢in
olusturulacak w = w(x, y,z) Wronskieni #0 olacaktir. Oyleyse bunlar, bu sistemin genel

¢ozliimiinii olusturmak icin yeterlidir. C,,C,,C, keyfi sabitler olmak tlizere sistemin genel

¢Ozlim ;
x(t) = ¢k, @™ +c ke +ck e
y(t) = ¢y e +c ke + ek e (2.18)
y(t) = chy ™ +c ke +cke™
seklinde ifade edilir.
Ornek.
Konuyu 6nce basit bir 6rnek iizerinde inceleyelim. Segtigimiz sistem
dx dx
! -
dy y

d
—=-3x+2 —+3x-2y=0
d 7 4

olsun. Burada iki bilinmeyenle iki denklemli bir sistem vardir. Bu sistemin ¢oziim takimi
x=ke",y=k,e" seklinde dnerilmis olsun. Bunlar sistemi 6zdes olarak saglamalidir.

ax _ klxle}"’,d—y = k,Ae
dt dt

olup, sistem bunlar i¢in diizenlenir ve de sadelestirse, karakteristik sistem,
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olur.

kA+k,=0

3k, +(1-2)k, =0
k, =k, =0 sistemin asikar ¢6ziimii olup bunlar i¢in ¢6ziim takimindan
x(t) = y(t) = 0 bulunur ki, bu da diferansiyel denklem sisteminin asikar ¢6ziimii olur.

Sistemin diger ¢oziimlerini aragtiralim. Bu amagcla, dncelikle karakteristik denklemi yazalim :

l 2
A(2) = — 11 -20-3=0

3 A-2

Cozim A, =-1,4, =3 verir.
A, ==11¢in: A(4)=A(4,)=A(-1)=0 olur.
Sistem bu deger i¢in diizenlenirse

—k, +k,=0
3k, -3k, =0

x=e',y=e" olur.

— k, =k, olur. Keyfi olarak k, =k, =1 se¢ilirse 4 =-1 i¢in ilk ¢6ziim takimi

A, =3 i¢in : A(4)=A(4,)=A(3)=0 olur. Sistem bu deger i¢in diizenlenirse :

3k +k,=0 o
3+ =0 — k, =3k, olur Keyfi olarak k =1 almirsa k, =-3 olup A=3 igin ikinci
1 2
¢oziim takimi x = e,y =—e” olur. ¢,,c, keyfi sabitler olmak iizere sistemin genel ¢oziimii
x=Ce ' +Ce”
y=Ce ' -3C,e"

olarak ifade edilecektir.

Ornek.

dx

2 Dy—vp—
d X—y—z
P _
dt
dz
—=3x+y+2

i Xty z

diferansiyel denklemini ¢6zelim. Bu bir lineer-homojen denklem sistemi olup, bunun bir

¢Oziim takiminin

x(t) = ke, y(t) = ke, z(t) = k,e’ seklinde oldugunu varsayalim.

ax _ kAe™ ,d—y =k, A&Q% = k,Ae* olup bunlar birlikte diferansiyel
t

dt dt
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denklem sistemini 6zdes olarak saglarlar.
Boylece
ke =-2ke" —k,e” —k,e™ (A+2)k, +k, +k, =0
kA" =—ke" —k,e™ =k + Ak, +k, =0 olur.
ke =3ke" +ke* +2ke” |~k —k,+(A-2)k;=0
Bu sistem (Karakteristik Sistem) &, =k, =k, =0 i¢in saglanir Bu sistemin asikar ¢oziimudiir.
Buna kars1 gelen x(¢) = y(¢) = z(¢) = 0 ise, diferansiyel denklem sisteminin asikar ¢éztimiidiir.

Simdi bundan baska ¢éziimleri olup olmadig: arastirilmalidir. Oncelikle

A+2 11
A=l 1 1 1 |=4A7=D=0
3 -1 A-2

oldugu hesaplanir. Buna gore karakteristik denklemin kokler1 4 =-1,4,=0,4, =1 olur.
Simdi bu koklerin her biri i¢in temel ¢6ziim takimlari tek tek belirlenmelidir.

A, =-1i¢in: A(4) =A(4,) =A(-1) =0 olup, bu deger i¢in karakteristik sistem

k+k,+k,=0
k,—k,+k;=0 olup,
=3k, —k, =3k, =0

bunu saglayan bir keyfi deger takim1 k, =—1,k, =0,k; =1 olarak bulu-nur. Bunlar i¢in temel
¢Oziim takimi

x()=—e",y,(t)=0%e" =0,z/(t) =" seklinde olusur.
A, =0 icin: A(4) =A(4,) =A(0) =0 olup, bu deger i¢in karakteristik sistem
2k +k,+k, =0
k +k,=0
=3k, —k, -2k, =0
seklinde olusur. Bunlardan k, =—k, =—k; iliskisi bulunur. Keyfi olarak & =1 almirsa
k, =—1,k, =—1olur. Boylece 4, =0 a karsin olusan temel ¢dziim takimi
x,(t)=Ly,(t)=-1z,(¢t)=—1 seklini alir.
A, =11i¢in: A(1) =A(4)=A()=0 olup, bu deger icin karakteristik sistem
3k, +k,+k; =0
k+k,+k;=0
=3k, —k,—k, =0
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seklinde olusur. Bunlar arasinda olusan k =0,k; =—k, seklindeki iliskiden, keyfi olarak

k, =1 alinirsa k, = —1olacagindan, ti¢lincii temel ¢ozlim takimi da
x,(1)=0.e"=0, y,(t)=¢", z,(t)=-¢

olarak bulunmus olur.

Bu ¢alismalardan sonra artik diferansiyel denklem sisteminin genel ¢éziimiiniin yazilmasi
asamasina gelinmistir. C,,C,,C, herhangi ti¢ keyfi sabiti gosterdiklerine gore genel ¢oziim :

x(t) = Cx, (1) + Cyx, (1) + Cyxy (2) x(n)=-Ce ' +C,
(@) =Cy, () +Coy, (1) + Cyy, (1) > y(t) =—C, + Cyé’
x(t) = C121 (t) + szz (Z) + C3Z3 (t) Z(Z) = Cle_’ - Cz - C3€t

olarak bulunur.
02.13.02.Karakteristik Denklemin Cakisik Kokleri Olmasi1 Hali:

(2.14) sistemini incelerken olusan A(A)=0 karakteristik denkleminin A,,4,,4;, koklerinden

ikisi ya da {i¢li birden birbirine esit olmasi durumunda, ¢6ziim takimlar1 belirlenirken
yapilacak se¢im artik basit koklerde oldugu sekilde olamaz. Ciinkii biliyoruz ki bu sekilde
olusacak ¢Ozlim takimlar1 birbirine lineer bagimli olamazlar. Bu nedenle ve bu durumda
¢Oziim takimlar1 olusturulurken asagida aciklandigi sekilde hareket edilmelidir.

A(A) =0 denkleminin kokleri, diyelim ki A, 4, = A, seklinde bulun-mustur. Burada da her 4

degeri i¢in ayr1 ayr1 hesaplamalar yapilacaktir. Sadece farkli olan, esit olan koklerden biri i¢in
uygun bir diizenleme yapmaktan ibarettir. Bunu nasil yapilacagini, adi diferansiyel denklem-
lere ait bilgilerimiz yardimiyla ¢oziimleyecegiz. Bu amagcla, Cilt 1. sayfa 199 daki agiklamalar
bir kez daha gbézden gecirilmelidir.

A =4, ve A= 4,i¢in, basit koklerde oldugu sekilde islemler yiiriitiiliir. Farkli uygulama A4, ile

cakisik olan A =4, yapilacaktir. Bunun icin yapilacak diizenlemede, onerilen ¢oziim takimi ¢

ile ¢arpili olmalidir. Boylece w0 olmasi kosulu en basit sekilde saglanacaktir. Problemin
islenisi Onceki Orneklerde goriildiigii sekilde gerceklesecektir. Asagidaki 6rnek, konunun
pekistirilmesine katki saglayacaktir.

Ornek.
dx
—_— ==X
dt
dy
—=x-3
dt 7

sistemini inceleyelim. Sistemin bir ¢6ziim takimi
x(1) = ke, (1) = ke

olsun.
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ax _ k, ,162”‘;_)} = k,Ae’" olup bunlar birlikte denklem sistemini saglamalidir. Buna gore

dt
ke =—ke" — ke {(/1 +Dk, +k, =0
%
kA" =—ke* -3k |~k +(A+3)k, =0
olur. Boylece karakteristik sistem bulunmustur. k, =k, =0 icin bu sistem kendiliginden

saglanir ki bu asikar ¢oziimdiir. Bunun i¢in ¢oziim takimidan x(¢) = y(¢) =0 olur ki bu da
diferansiyel denklem sisteminin asikar ¢6ziimiidiir.

Simdi diger ¢coziimlerin aragtirilmasina gegilebilir. Bunun i¢in 6ncelikle karakteristik denklem
bulunmalidir.

A+1

A=

1
3‘=(/1+1)(/1+3)+1=/12+44+4=0
+

olup bu ise (1+2)°=0—> A, =—2 koklerini verir. Boylece cakigik koklerle karsilagilmig

olur. Coziim takimlart her iki kok i¢in ayr1 ayr1 hesaplanmalidir. Ancak buradaki ikircikli
durum cakigik kokten kaynaklanir. Bunun icin gerekli agiklama asagida yapilacaktir.

A, ==2 ilk kék i¢in: A(4) =A(4,) = A(=2) =0 olup buna kars1 gelen ¢oziim takimi
x,(t)=ke™,y,(t) = k,e™™ olsun. Karakteristik sistem

k,—k, =0 — k, =k, verir. Keyfi olarak k =1 secilirse k, =1 olur. Boylece ilk ¢dziim takimi
x,(t)=e, y,(¢t) = e olarak belirlenir.

A, = =2 cakisik kok i¢in : A(1) = A(4,) = A(-2) =0 olur. Bu kez ¢6ziim takimi1 dncekinden
farkli olarak diizenlenmelidir. Biliyoruz ki ¢6ziim takimini olusturan fonksiyonlar i¢in w#0
olmalidir. Bunun anlami, x(¢),y(¢) nin lineer bagimli olamayacaklaridir. Bu agiklamalar

dikkate alinarak, ¢akisik kok A =—-2 i¢in ¢6ziim takimi bu kez
x, (1) = (kt+1)e™, y,(t) = (k,t + ,)e ™ seklinde diizenlenmelidir. Bunlar diferansiyel denklem
sistemini saglamalidir.

dx iy d iy iy
=k’ —2(k1t+ll),d—);=k2e Y (hyt+1,)e™

olup, terimler e ile sadelestirilir ve gerekli diizenleme yapilirsa
{(k1 —k)t+1 -1, -k =0
(k,=k)t+1+1, -k, =0
sistemine ulagilir. Buradan
k—k,=0—>k =k,

1 1
A =§(k1 +k,), 1, =E(k2 -k)
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iligkileri bulunur. k, =k, icin /, =k,/, =0 olduklar1 hesaplanir. Keyfi olarak &, =1segilirse
k, =1Lk, =1,l, =1,1, =0 bulunur. Artik bu ikinci koke kars1 gelen ¢oziim takiminin

x, (1) =(t+ l)eizt:yz (1) =te™

oldugu yazilabilecektir. Bu sonuglardan yararlanarak diferansiyel denklem sisteminin genel
¢ozlimiiniin ifade edilebilmesi artik olanakhidir. C, ve C, keyfi sabitler olmak iizere
x(t)=Ce ™ +Cy(t+1)e™

y()=Ce™ +Cyte™

bulunur.

02.13.03 Karakteristik Denklemin Karmasik Kokleri Olmasi Hali:

(2.14) sistemini incelerken karsilasilacak bir durum da A(A4)=0 karakteristik denkleminin

kokleri arasinda karmasik (kompleks) sayilar bulunabilmesidir. Burada hemen
animsatilmalidir ki bu tiir sayilar daima eslenigi ile birlikte var olurlar Ornegin 1+2i kok ise,
mutlaka o problemde 1-2i de koktiir.

Bu dikkate alinarak, bu sistemin genel ¢6ziimiinii yazabilmemiz i¢in bulmamiz gereken
¢Ozlim takimlar1 6nceki ¢calismalarimizdan farkli bir yapisal imaj1 gerektirmektedir.

x(t) = ke, y(t) = ke, z(t) = ke

olarak Onerilen ¢6ziim takimi i¢in belirleyici islemler 6nceki ¢aligmalarimizda oldugu sekilde
yuritilir. Farklilik A(A) = 0karakteristik denkleminin koklerinin karmasik sayilar icermesi

halinde ortaya cikar. Segilen modelde A(A), 3.dereceden bir cebirsel denklem olacag icin,
bunun bir kokii reel, diger iki kokii karmasik sayilar olacaktir. Sunu da biliyoruz ki,
tekrarlarsak, karmagsik sayilar, mutlaka eslenik kokleriyle birlikte bulunurlar Yani i’ = —1
olmak iizere, o+if3 kok ise o —if8 da diger koktiir. Bu ayrinti, problem ¢6zerken bize kolaylik
saglayacaktir. Kokler 1 =4,,4=4,, =a ¥if olsunlar.

xl (t) = kllelll ,yl (t) — kZIeﬂ-lt’Zl (t) — k3lellt
x,(t) =k, e v,(t) =k, P 2, (t) = k3ze(a—i/})t

X, (t) = k13e(a+i/3)l Vs (t) — k23€(a+iﬂ)t, z, (t) — k33e(a+iﬂ)z

ile bunlarin tiirevleri birlikte (2.14) denklem sistemini saglarlar.
Buradan her kok ya da her ¢oziim takimi i¢in karakteristik sistem ayri ayri1 diizenlenerek
arastirmaya devam edilir. Ornegin 4, =a +if i¢in

[a, —(a+ip)]k, + bk, +ck, =0

a,k, +[b, —(a+if))k, +c,k; =0

a;k, + bk, +[c,—(a+if)k, =0
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karakteristik denklem sistemi olusur. Bu denklemlerin ortak 06zelligi, hepsinin
k, =k, =k, =0 i¢in asikar olarak saglanacak olmasidir.

Buna karsin ¢6ziim takimindan x(z) = y(¢) =z(¢)=0 olur ki bu da diferansiyel denklem
sisteminin agikar ¢oziimiidiir.

Problemin ¢oziimiiniin ayrintilarinin diger agiklamalar1 asagida yer verilmis olan 6rnek
tizerinde yapilacaktir.

Ornek.

ax _1 __
a2 7
dy 1
ar 27

lineer-homojen diferansiyel denklem sistemi verilmistir. Inceleyelim:

Temel ¢oziim takimi

x(t) = ke, y(t)=k,e” olsun. Tirevleriyle birlikte sistemde yerlerine konursa,
sadelestirmeler sonunda

=Sy +k, =0
2
1
“h+(A= D)k =0

olur.

A1) = :(/1—%)%1:0

dan 2 , = %-T i bulunur. Goriildiigii gibi kokler bir ¢ift eslenik karmasik sayidir.

A :l_i i¢in : A(A) = A(4) = A(l_i) =0 olup, bunun i¢in sistemden hareket edilerek k, =ik,
2 2
bulunur. Keyfi olarak k, =1alinirsa k, =i olur. Boylece A kokiine kars1 gelen ¢6ziim takimi

| 1.
(E—l)t . (E—l)l
w0 =e" y(0) =ie

olur.
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A, = %H' i¢in: A(1)=A(4,) = A(%+ i) = 0 olup, bunun i¢in sistemden hareketle k, = —ik,

bulunur. Keyfi olarak k, =1 alinirsa k, = —i olur. Boylece A, kokiine kars1 da ¢oziim takimi

1. 1.
(§+1)t . (E-H)t
x,()=e Y, (1) =—ie

seklinde olusur. Artik genel ¢oziimii yazmak olanaklidir. ¢, ve ¢, herhangi iki keyfi sabit
olmak iizere

(l+z’)t

1
(——=i)t
{x(t) =cx, () +c,x, () x(t)=ce? +ce?

V() =y () +c,p,() Gy G
y(t)=cjie? +cje?

bulunur.

Uvan 1.

Karmagsik sayilarla ilgili ¢alismalarda genellikle trigonometrik ifadeler yeglenmektedir. Bu
sekilde daha basit ifadeler elde edilebilmektedir. Bunu yapabilmek i¢in, karmasik sayilara
iliskin ™™ = cosnx Fisinnx bagmtisindan yararlanmak gerekecektir. Bunun yardimiyla,

keyfi sabitler de uygun diizenlenerek i sanal sayisindan bagimsiz bir sonug ifade edile-
bilecektir. Bunu problemimizin sonucuna uygulayalim:

1 1 1
—t . —t . —t . .
x=ce? *e " +c,e? *e" x=e[ce " +ce']
1 1 - 1
—t : —t . —t . .
y=cie? *e ' —c,ie?* *e" y=e?[cie" —c,ie"
L
x =e? [c,(cost —isint)+c,(cost +isint)]
1
—t
y=e?[cji(cost—isint)—c,i(cost+isint)]
L
x=e?[(c,+c,)cost—i(c, —c,)sint]
1
1, _
y=e?[i(c,—c,)cost+(c, +c,)sint]

olur. Burada K, ve K, keyfi sabitleri, ¢, +C, = Kl’(Cl —c,)i =K, olarak segilirse
diferansiyel denklem sisteminin genel ¢oziimii

1
1, .
x(t)=e? [K, cost—K, sint]
1
y(t) = ezt[K2 cost+ K, sint]

olarak, onceki sonuca gore ¢cok daha sade bir sekilde diizenlenmis olur. Coziimde i sanal
sayisinin goriilmedigine dikkat edilmelidir.



39

Uvyan 2.

Yukarida, karmasik koklerin eslenik ciftler halinde bulunacagi animsatilmistir. Bu 6zellikten
yararlanarak, bu tiir bir problem, ¢ok daha kisa yoldan ¢éziimlenebilir.

A = %—i i¢in ¢oziim takimi

1 1
) (i) ) ) )
x(t)=e? t, y(t)=ie? ' seklinde olustugu goriilmistir. 2, = %_ i ile A = %+i kokleri

2

karsilagtirilirsa farkin sadece 4 deki —i yerine 4, de +i oldugu goriiliir. Oyleyse yukaridaki

¢oziim takiminda —i yerine +i

konarak, ikinci ¢6ziim takimi, hi¢bir hesaba gerek kalmaksizin yazilabilecektir:

1. 1.
(=+i)t L (it
x(t)y=e? ,y(t)=—ie?

Uyarn 3.

Lineer-homojen sistemlerin yukaridan beri yapilan incelemesi olduk¢a giicliikler arz eder;
uzun hesaplar1 gerektirir. Oysa bu denklem sistemlerinin operatorler yardimiyla ¢6ziimii bazi
kolayliklar saglamaktadir. Bu konu da kitabimizda yer alacaktir.

02.14. Ahstirma Problemleri ve Yanitlari

Asagidaki denklem sistemlerini tiiretme-yok etme yontemini kullanarak ¢oziiniiz:

x'(t)=y+t x(t)=Ce" +Cye' —1—1
n Yamt: B .
y'(@t)y=x+t y(it)y=-Ce' ' +C,e' —t—1
) x'(t)-y=0 Vamt x(t)=Ce " +Ce' +1
) y'(t)-x=-1 anmit: y(t)=-Ce" +C,e
x"(t)=—x x(¢) = y(t) = 0 Asikar ¢6ziim
3) P = y Yamt:  x(t)=C, cost+C,sint
y(@)=Ce' +C,e”’
" x"(t)=x-2 Vet x(t)=Ce" +Cye' +C,cost+C,sint+2
anit:

y'"(t)=y+2 y()=Ce " +Cye' —C,cost—C,sint—2
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x(t) = y(¢) = z(¢) = 0 Asikar ¢6ziim
' 5 5 x(t) = Ce” +2C,e* —2C,e”
5) y'()=-2x+6y-2z Yant: (1) = 2C,e" +Cpe® —2C, "

20 =-2y+5z 2() = 2Ce* +2C,e" — Cye”

x')=Tx-y

Asagidaki diferansiyel denklem sistemlerinin ¢ozlimlerini, verilen baglangic degerlerine
uyacak sekilde bulunuz:

1) Baslangi¢ kosullar1 : x(0)=1;»(0)=0
x'(t)=x x(¢) = y(¢) = 0 Asikar ¢6ziim

V(@O =x+y Yamt =y =t

2) Baslangig kosullar1 : x(0) =1; y(0) =2
x'(t)=3x—y x(t) = y(t) = 0 Asikar ¢oziim

y'(t) =2x Yamit: x(t)=e"; y(t)=2é

Asagidaki sistemleri, asal integrallerini bularak ¢6ziiniiz:

dx d dz x' -y =C
1) =z 2= Yamt: , 12
yz X Xy x“+y -2z =C,
de d dz +y+z=C
2) - - Yanit: rrrmEm

Xtz y —Xx—-y-—-z x+y-Clny=0C,



3.BOLUM

SISTEMLERIN INCELENMESINDE MATRISLERIN KULLANILMASI

03.01. Giris

Onceki béliimde diferansiyel denklem sistemlerinin elemanter anlamda incelenmesine yer
verdik. Hayli ayrintilardan s6z ettik. Ancak biliyoruz ki bu bilgiler dahi yerine gore yeterli
olmuyor. Bir de ayni problemi ¢ok daha kolay ve hizli ¢ozebilmenin yol ve careleri
aragtiriliyor. Iste bu konu, ayni ya da farkli tiirden diferansiyel denklemlerin ¢dziimiinde
matrislerin kullanilmasi esasina dayanmaktadir. Konu islenirken okuyucunun yeterli diizeyde
matris bilgisi oldugu varsayilmaktadir. Gerek matris cebiri ve gerekse matris analizi konular
kullanilirken, gerek goriildiigii yerlerde ve metnin bas tarafinda matrisler hakkinda
aciklamalar yapilacaktir. Kuskusuz bu konunun da ayrintilar1 olacaktir. Onlar1 da konu isle-
nirken gérecegiz.

03.02. Baz1 Tanimlar
Tamm 1. Birinci mertebeden bir diferansiyel denklem sisteminin normal bigimi
X = f(t,X,.00X,),
Xy = fo(t,%500X,),s (3.1)

X =1 (X X,),

ile tanimlanir. Burada, ¢ bagimsiz degisken, {X,,...,x, } bagimh degiskenler ve f,...,f,
verilmis fonksiyonlardir.
Verilen bir ¢ <¢<b araliginda # nin her degeri i¢in (3.1) sistemini sagla- yan {x,,...,X, }

fonksiyonlarinin tiimiine birden denklem sisteminin ¢oziimii denir. Yani, bu fonksiyonlar
sistemde yerine yazildiginda her ¢ icin 6zdes olarak saglanir.

Sistem i¢in baslangi¢ deger probleminden de s6z edebiliriz. (3.1) sistemi ile birlikte a <t <5
araliginda bir 7, noktasinda

x,(2,) = X, 5%, (t,) = X5 05eees X, (t,) = X, 0 (3.2)
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olarak, n tane verilen baslangi¢ kosullar1 tarafindan saglanan probleme, sistemin baglangig-
deger problemi denir. .

(3.1) sistemini ve (3.2) baslangi¢ kosullarin1 vektorel olarak, kisaca

xX'(t)=f(t,x,...,x,), x(¢,) = X, bigiminde yazabiliriz. Burada

X A x, (%)
x(t) = x:z , f= fz ’ X, = XZ(EtO)
X 1 x, (%)

olarak tamimladik. x,, n-bilesenli reel sayilar kiimesi R" de bir nokta veya vektor, x(7) ise
vektor-degerli bir fonksiyon, yani R" de bir egri gosterir.

Tamm 2. Bir diferansiyel denklem sisteminin boyutu, denklem sayis1 olarak tanimlanir. (3.1)
sistemi f nin yapisina bagl olarak, lineer ya da lineer olmayan diye iki sinifa ayrilir. Burada

esas olarak lineer sistemler incelenecektir. Eger f vektor-degerli fonksiyonu {x,,....,x, }

degiskenlerine gore lineer ise, sisteme birinci mertebeden lineer denklem sistemi denir. Aksi
halde lineer olmayan bir sistemdir denir. Buna gore, birinci mertebeden lineer bir sistem

x()=f,=a,(O)x +...+a,)x, + g ),
x,@0)=f,=a,,O)x, +...+a,, (t)x, +g,(), (3.3)

x:l (t) = fn = anl (t)xl + + ann (t)xn + gn (t)’
seklinde yazilir. Bu sistem kisaca, asagidaki matrisler yardimiyla,
x'(t) = A()x(t) + g(1)

olarak yazilabilir. Burada g(s), nx1siitun-vektor fonksiyonu ve A(r), nxn matris-degerli bir

fonksiyondur.
a,(t) ay(t) - a,() g (1)
sy-| @O a0 a0 | e &0
a,,l.(l‘) a,,z.(f) a,m.(t) g,(t)

Tamm 3. Eger (3.3) sisteminde g, (), (j=1,2,...,n) fonksiyonlar1 6zdes olarak sifir ise
sistem homojen, degilse homojen olmayan sistemdir. Ayrica, aij(z),(i =L2,...,n, j=1,2,..n)

katsayilar1 sabit ise, sisteme sabit katsayili lineer sistem adi verilir. Boyle bir sistem, matris
gosterimi ile x'= Ax+ g olarak yazilir. Yiiksek mertebeden bir denklem her zaman bir

sisteme doniistiiriilebilir.
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Ornek .

2. mertebeden lineer y"(¢)+ p(¢)y'(t) + q(¢)y(¢) = r(¢) diferansiyel denklemini 2-boyutlu bir
sisteme doniistlirerek yaziniz.

x, =y, x, =x olarak tanimlanirsa

X, =X = y"==p(O)x, = q(O)x, +r(1)
yazilabilir. Yani, verilen denklem (3.1) sisteminin n=2 ve
fi=x,, f,==—p)x, —q(t)x,+r(t) i¢in 6zel bi¢imi olur.
Genel olarak 7. mertebeden lineer
PO+ p @YV O+t P, (Y (O + P (OO = (D) (EX)
diferansiyel denklemi, birinci mertebe 7 —boyutlu bir sisteme doniistiiriilebilir.

.« . ! ! :
Bunun i¢in X, = y,X, =X,...,X, =X, , tanimlamalar1 yapilirsa sistem

,_
X=Xy,
, —_—
Xy = X3,
(3.5)
X =xn_2,

'

n—1
! —

‘xn - _pnxl - pn—l‘x2 - .pl‘xn + r(t)’

bicimini alir.

0 1 0 0
0 0 1 -« 0
A= . : S g(n)=
P, P 0 Py D r(t)

olarak tanimlanirsa, (3.5) sistemini x'(¢) = A(¢)x(z) + g(¢) vektor bigiminde yazabiliriz. Yani,
(3.5) sistemi, (3.3) sisteminin 6zel bir bigimi olur. Eger y(¢), (3.4) denkleminin bir ¢6ziimii
ise, 0 zaman

xl(t)’x2(t)""’xn(t)
fonksiyonlar1 (3.5) sistemini saglar. Tersine, (3.5) sistemi (3.4) denklemine indirgenebilir. Bu
gecis yalnizca lineer denklemler i¢in degil lineer olmayan 7. mertebe
S NICHBUREES

denklemi i¢in de uygulanabilir. Bu durumda denk sistem (3.1) sisteminin 6zel bir durumu
olacaktir.
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03.03. Sabit Katsayih Lineer Diferansiyel Denklem Sistemleri

Sabit katsayil1 bir lineer diferansiyel denklem sistemi; i, j =1,2,...,n; x,(¢) ler birinci

mertebeden tlirevi olan fonksiyonlar a; ve u, ler reel sabit biiyiikliikler ve

x,(t) a, a, a, ”1 S
X(t) = xsz) R o e “:z L @)= f2:(1)
0 R PR . 10
olmak tizere
xX'(t)=Ax()+ f(2) (3.6)

veya daha agik bir formda ifade etmek istersek,

x1() = ay, X, (8) + apx, () + -+ a,x, () + (1)
X5 () = ay,x, () + ay,x, (£) + -+ a,,x, () + f5(0)

xrll (l) = anlxl (t) + an2x2 (t) teeet annxn (t) + f;1 (t)
formunda bir sistemdir.
03.04. Sabit Katsayih Lineer Homojen Diferansiyel Denklem Sistemleri

f(¢) =0 ise (3.6) sistemi, lineer homojen diferansiyel denklem sistemi olarak isimlendirilir.

Bu sistemin

x=ue" (3.7)

formunda bir ¢Oziimiinii arastiralim. Bu amacgla (3.7) yi (3.6) de yerine koyalim ve
diizenleyelim.

X'(t) = Ax(t) = ure” = Aue”" =

Z’ll all a12 aln ul

u.Z rert — aZl a.22 a?n 1/l.2 e;t =
un anl anZ arm un

ulr allul +61121/l2 +---+a1nun

u27" _ 6121M1 + a22u2 +--e+ a2nun =

Unl" anlul +an2u2 + +annun
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(a“ —r)u1 +a,u, +--+a,u =0
ayt, +(a22 —r)u2 +eotayu, =0 (3.8)

a,u,+a,u, +---+(a,m —r)u” =0

veya buna denk olmak iizere (A4 —rl)u =0 elde edilir. Burada /, nxn boyutlu bir matristir.

(3.8) in  u, =u,=...=u, =0 "dan farkli bir ¢Oziimiiniin olmasi, katsayilar matrisinin
determinantinin sifir olmasiyla olanaklidir.

a,-r a, a,,
ay Ay =T a,, (3.9
=0
anl an2 ann —-r

Bu determinant acgilirsa, 7 ye gore yazilmis #n. dereceden bir denklem elde edilecektir. Bu
denklemin 7,7,,...,r, ile gosterecegimiz kokleri 4 matrisinin dzdegerleri olarak bilinir.
r =7, degerini (3.8) de yerine koyalim ve burada bulunan u,u,,...,u, degerleri ile olusan

u matrisini #"” ile ve bdylece elde edilen ¢oziimii x'”(¢) ile gdsterelim :
x@ (l‘) =y’
demektir.

xV (@), x?(¢),....,x"(¢) ¢oziimlerinin Wronski determinanti sifirdan farkli oldugu igin
bunlar bir temel ¢dziim takimi olustururlar. (3.9) un katli kokii yoksa x'(#) = Ax(¢) ’nin
genel ¢oziimil,

1 2 ",
x(t)=cue ,cuPe?,...,cue

ile verilir. (3.9)’tin koklerinin bazilar1 kompleks say1 ise bunlarin eslenik-leri de koktiir.
(3.9)’tin kokleri tamaminin reel ve tek katli, tamaminin reel fakat bazilar1 ¢ok katl,

bazilarimin kompleks oldugu durumlarda problemin nasil ¢oziilecegine, asagida verilen
orneklerde agiklik getirilecektir.

03.05. Sabit Katsayih Lineer Homojen Olmayan Diferansiyel Denklem Sistemleri

Once lineer homojen diferansiyel denklem sistemi ¢oziiliir. Sonra sag taraf icin bir dzel
¢6ziim bulunur. Bu iki ¢dziimiin toplam1 genel ¢dziimii verecektir. iki degiskenli hal igin dzel
¢Ozlimiin nasil bulunacag1 asagida ayrintili olarak anlatilmaktadir. Daha fazla degisken i¢in
genellestirme kolayca yapilabilir.

Iki degiskenli sabit katsayil1 lineer bir diferansiyel denklem sistemi
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X (1) = a,x,(t) + a,x, () + £,(1)

X, (1) = ay,x, (1) + ay, X, (1) + £, (1)
formundadir. Sag tarafsizin ¢6ziimii,

x,(1) = ¢,x,, (1) + ¢,x,, ()

X, (1) = €25, (1) + €, ()

ya da matrisyel olarak

x, (¢ X, (Z X, (7
_“ﬂ:( J)J:q(lm>j+%[lx>]
x,(1) Xy, (%) Xy (1)
dir. x,(¢) ve x,(1) nin bu degerleri sag tarafsiz sistemde, yani
X1 (1) = ay,x,(t) + a,x,(1)
X, (1) = a5, x, (1) + a5, (1)
de yerine konursa
X (D) +eyx, () = ay, [c1x11(t) + clez(t)] +ap, [c1x21(t) T X5 (t)]
%5, (1) + ¢, (1) = ay, [c1x11(t) + X, (t)] +a,, [Clxm(t) +C Xy (t)]
ve dlizenlenirse
¢ [x{l(t) —a,,x, () - a12x21(t)] +c, [xl'z () — a;,x,, (1) — a,x,, (t)] =0
¢ [xél(t) =y X, (1) - a22x21(t)] +c, [x;2 (1) —ayx, (1) — ayx,, (t)] =0
bulunur. Bu son iki bagintinin ¢, ve ¢, nin her degeri i¢in gergeklenmesi ise ancak ve ancak
X, () = ayx, (1) —ap,x, (1) =0
x1, (1) = ay,x, (2) — a,%,, (1) = 0
x5, (8) = ay %, () — ay,x, (1) =0
X3, (1) = @y, X, (1) — 4y, X, (1) =0
olmastyla olanaklidir. Sag tarafi¢in
xfp)(t) =L (0)x,,(¢) + L, ()x,,(?)
X7 (€)= L (1)x,, (1) + Ly (£) x5 (1)

f“u>:Lmn(M‘”j+an(%*”j

Xy, (1) Xy ()
formunda bir 6zel ¢6ziim aranir. xl(” '(t) ve x{”)(¢) nin bu degerleri (3.1) de yerine konursa;

Lix, + Lyx, + Lix), + Lx), = a, (len +Lyx, ) +a, (lezl +L,x,, ) + /()

Lixy, + Lix,, + Lixy, + L)X, = ay, (leu +L,x, ) +a, (lezl +L,x,, ) +/,@)
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ve diizenlenirse,
Lix, +Lyx, + L, (xlrl a4y Xy T dpXy, ) +L, (xllz —dap X, — a12x22) = /(D)
Lixy, + Lix), + L, ('xél — Ay Xy T ApXyy ) +L, (x£2 —ay X, — azzxzz) = f,(0)
ve (3.2) dikkate alinirsa
! !
Lix,, + Lyx,, = f,(2) (3.10)
! !

Lixy, + Lyxy, = f,(2)

bulunur. L, ve L, nin buradan bulunan degerleri (3.3) de yerine konarak sag taraf igin 6zel

¢Oziim elde edilir. Sag tarafsizin ¢6zliimii ile sag taraf i¢in bulunan bu 6zel ¢6ziim toplanarak
genel ¢oziim elde edilir.

Uc denklemli hal i¢in (3.10) un yerini,

Lix,, + Lyx, + Lyx,; = £,(t)

Lix, + Lx,, + Lix,, = f,(t)

Lix; + Lix,, + Lixy, = £,(1)
ifadelerinin alacagi, ayn1 yol izlenerek kolayca gosterilebilir.
Ornek .

X =x+x,+e
x, =9x, + x, +sint
sabit katsayil1 lineer diferansiyel denklem sistemini ¢ozelim.

Once sag tarafsizi ¢ozelim :

A= (1 IJ dir. | A—rl | = (0 denklemini olusturup koklerini bulalim:
9 1
I-r 1

|A—r[|:‘
9 1-r

Simdide 4 = [ul j olmak lzere ( A—rl )u = (0 denklemini olusturalim:
U,

(a—rtu=[ 77 ][ )20 = [Umr)wrm=0
9 1-r)\u, u, +(1-r)u, =0
dir.  =-2 koyalim:

[1—(—2)]u1 +u, =3u, +u, =0=u, =-3u,

u, +[ 1= (=2) Ju, =9u, +3u, =0=> 1, =3u,.
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u =1 secelim. u, =-3 ve 3o :( 13} olur.

r, =4 16in 4@ _
3

IJ bulunur.

Boylece sag tarafsizin ¢oziimi;

x, (7

x(t) = i) =cue" +cuPe”

1 2
x,(1)

=¢ ( 1 je” +c, (lje‘” = 5= 6o+
-3 3 x,(f) = -3¢, +3c,e™
olup burada
x, ()=, x,(t) =e" ,x,,(t) =3¢ ,x,,(t) = 3e"
fi)y=¢,f,(t)=sint
dir. (3.4) de yerine koyalim:
Le? +Lie" =¢
—3Le™ + Lie* =sint

olup, buradan,

3t 2t -3t
L :e——e—sint,L; _¢ s
2 6 6
3¢ 2t —3t —4t
lee__e—(zsinz—cost),LZ:e 4 & (4sint+cost)
6 30 6 102
ve
3t 2t . e
x (1) = e——e—(2s1nt—cost) )
6 30 -3¢
—18sint + cost
-3t —4¢ 4t
. e T 170
_{e + (4smt+cost)}( 4tj= 170
6 102 3e ~ t+14sinl—22COSt
170
bulunur.

Sag tarafsizin ¢Oziimii ile sag tarafli i¢cin bulunan 6zel ¢ozlimiin toplami genel ¢déziimii
verecektir.
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Ikinci Yontem olarak: p — d olmak tizere, denklem sistemini
dt

Dx,—x,—x,=¢',

—9x, + Dx, — x, =sint
seklinde diizenleyerek;

(D-1)x,—x,=¢

—9x, +(D—1)x, =sint

formunda yazalim. Buradan X, i ¢6zelim :

e -1

sint D-1| (D-1)e' +sint
|b-1 -1| D*-2D-8
-9 D-1

olur. Buradan
(D2 —2D—8)x1 =(D-1)€ +sint = x/—2x; —8x, =€  —¢' +sint =sint

diferansiyel denklemi elde edilir. Bu sabit katsayili bir lineer diferansiyel denklem olup
karakteristik denklemi ve kokleri

P -2r-8=0=> r=-2,1n=4
ve sag tarafsizin ¢ozimii
x,=Ce” +Ce"
dir. Sag taraf i¢in X, = Asint + Bcost formunda bir 6zel ¢6ziim tahmin edilerek, islemler

sonucunda

) 2
X,, =——_sInf +—cost
85 8
olur. Genel ¢oziim ise

B 9 . 2
x,=Ce™ +C,e" ———sint +——cost
85

olarak bulunur X, in bu degerini verilen denklemlerin ilkinde yerlestirelim ve X, yi bulalim :
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D(Cle” +Ce" — 2 sint+ icostj
85 85

_ 9 . 2
=Ce ' +Ce" ——sint +—cost+x, +¢' =
85 85
B 9 2 .
—2Ce™ +4C,e" ~ g Cost +ozsint
_ 9 . 2
=Ce ™ +Ce" ~ggSintFoccosita 4 e =

x,=-3Ce ™ +3C,e" + 8—75sint —~ %cost —e'
elde edilir.
Ornek.
x =3x, —4x,
X, =2x,— X,
sabit katsayil1 lineer homojen diferansiyel denklem sistemini ¢ozelim.

Once ikinci tarafsiz denklemin ¢dziimii bulalim.

4 [3 —4] dir. | A—rl | =0 denklemini olusturup koklerini bulalim :
2 -1

—4

—1-r |

3—r
|A—r]|:‘
2

simdi de y = (ul j olmak tizere (4 — 7 )u =0 denklemini olusturalim :
uz

- - 3- —4u, =0
(A—r])u: 37 4 “ =0= ( r)ul "

2 —1-r)\y, 2u; —(1+7)u, =0
olur.
r, =1+ 2i koyalim :

{(3—1—21')M1 —4u, =0_ {2(1—:‘)u1 =4u,

2u —(1+1+20)u, =0~ |2u, =2(1+i)u,

1

ve 4y =| 1_; | olur.

2

u, =1 segelim. u, z%
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1

r,=1-2i i¢in 4® =| 1, ; | bulunur.

2

1 1
x () 0 @ : :
x(t)= =cue" +cufe” = P G - |2
( ) (xz (t) Gl 1-i e 1+ |e

x,(t)=ce'e’ +c,e'e”

1-i 1+i , _
x,(t)=c,—e'e* +¢,——e'e"
2 1 2 2 2

olur. Euler formiilii sunlardir :
™ =cos2t +isin2¢, e " =cos2t —isin2¢
Bu degerleri (3.1) ve (3.2) de yerine koyalim ve diizenleyelim :

x,(H)=¢ I:(c1 +¢,)c0s2t +i(c, — ¢, )sin 2t:|

x,(t)=¢ KCI_’_TCZJ(COS 2t +sin2t) + i(%)(sin 2t —cos 2t)}
ve ¢ +¢,=4, i(c,—c,)=B diyelim:

x,(t)=¢'(Acos2t + Bsin2t)

x,(t) = %e’ [A(cosZt +sin2¢)+ B(sin2¢ —cos 2t)]

ve nihayet bunlardan

cos 2t sin 2t

H=A "+B !
*(0)= 2(cos2t+sm2t) ¢ %(sin2t—cos2t) ¢

bulunur.

Simdi de farkli bir yontemle problemi yeniden ele alalim : Denklemlerin ilkinden

1 :
X, =Z(3x1 -x)

1
bulunur. ikincisinde yerine koyalim ve diizenleyelim :
1 1
Z(3x1’ - x/)=2x, —Z(3x1 -x)=
—2x+5x,=0
bulunur. Bu sabit katsayili diferansiyel denklem olup karakteristik denklemi ve kokleri;

rP=2r+5=0=r,=1+2i
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dir. Dolayisiyla,
x, =€’ (Acos2t+ Bsin2t)

olacaktir. Bu ara sonucu (3.1) de degerlendirelim:

3¢’ (Acos2t+ Bsin2t)—e' (Acos2t + Bsin2t) —2e' (—Acos 2t + Bsin 2t)
4

X, =
= %e’A[(cos 2t +sin2¢)+ B(cos 2t +sin 2t)]

olarak ¢oziime ulasilir.
03.06. Homojen Olmayan Lineer Sistem icin Yontemler

03.06.01. Sabitlerin Degisimi Yontemi
Homojen olmayan lineer
xX'=Ax+g
sisteminin genel ¢oziimii, x, (1) homojen ve bir x, (¢) 6zel ¢dziimiiniin toplam1 olarak ifade

edilebilir. Yiksek mertebeden lineer bir denklem ile lineer bir sistem arasinda benzerlik
kurulabilir. Simdi 6zel ¢6ziimii bulmak i¢in sabitlerin degisimi yontemini onerecegiz. Ozel
¢Ozimii

X, = q)(t)u(t)

biciminde arayip, u(t) bilinmeyen vektor fonksiyonu belirlecegiz. Bu ¢oziim x'=Ax+g

sisteminde yerine yazilirsa
O (1)u(t)+@(t)u' = AD(t)u(t)+g(1)
ya da
(@'(£)=AD(1) )u(t) + @ ()u' = 2 (¢)
bulunur. @ (t) temel matrisi ®'= Ad diferansiyel denklem sistemini sagladigindan
yukaridaki bagintinin sol yanindaki ilk terim sifir vektoriine esittir ve u’(t) vektor fonksiyonu
du'=g (3.11)

cebirsel denklem sisteminin ¢oziimi olur. Bunu bir kez integre ederek u(r) vektoriini bulmus

oluruz. Ozel ¢dziim aradigimiz igin integrasyon sabitlerini atabiliriz. Bu soylediklerimizi
uygulayarak baslangic kosulunu saglayan ¢oziimii, yani

X'=Ax+g, x(t)=x,
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baslangi¢c deger probleminin ¢oziimiinii formiile edebilirz. Temel matris tekil olmayan bir
matris oldugundan tersi her zaman vardir ve (3.11) bagintisindan x( ) 0 kosulunu saglayan

0zel ¢ozliim
W()=0"()g(r) = x,=0(t)]o"

olarak yazilabilir. Genel ¢6ziim ise

x=@ ()@ (1) x, + @ (£) [@7 (5) g (s)ds (3.12)
formiilii ile hesaplanir. Bu ¢oziimde ¢ =¢, yazarak baslangi¢ kosulunun sagladig: kolayca
gortlebilir.

Q(1,5) =0 ()@ (s), Q(1,1)=1

Matrisini tanimlarsak bu ¢6ziimii,

sz(t,tO)xon(t,s)g(s)ds (3.13)

bi¢iminde ifade edebiliriz.

Ozel olarak, eger g =a sabit bir vektor ise (3.13) formiilii ¢ok basit bir bi¢im alir. Once g
sabit oldugundan ;

x=® (1) (1,)x, + O (1 (jcb ds]a
yazilabilir. Diger yandan,
O (ND()=1 = & (1) () +(D (¢)) () =0
bagmtisindan @ = Ad oldugu g6z oniinde bulundurarak
(@ (1) ©(1) =0 (NAD = @' (r)=—(0"(r)) A"
yazabiliriz. Son bagmntiy1 ¢, ve ¢ arasinda integre ederek x'= Ax+a sisteminin ¢oziimiini
x=Q(t,t,)x,~ @ ()0 (1) Ala+ D (1) D' (4,)Aa =Q(t.,)(x,+Aa)-Aa
bi¢iminde ifade etmis oluruz.

03.06.02. Kosegenlestirme Yontemi

Bu yontem yalnizca kosegenlestirilebilir bir matris i¢in uygulanabilir. x =Py lineer
doniistimii ile sistem

xX'=Py'=APy+g = Y =Dy+h
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bi¢imine déniisiir. Yukarida, D kdsegen matris ve #=P'g dir. Bu kez birinden bagimsiz

n tane homojen olmayan diferansiyel denklem integrasyonu ile karsi karsiyayiz. Coziim
bilesenlerle yazildiginda

A

yi=Cjel~"t+e-"t_[e_j*"’hj(t)dt, j=12,....n

bulunur.
Buna gore;
uj(t):eﬂf’je’*f‘hj(t)dz, j=12,...n
tanimlanirsa, ilk denklemin ¢éziimii x = Py déniisimden
e (C1 +u, )
=y vy, )| LETR) S (O )
e" (C, +u,)

olur. Yukaridaki toplamin birinci terimi homojen ¢6ziime, digeri ise 6zel ¢oziime kars1 gelir :

n n
At
— J J—
Xy = Z Cve”, Xp = Z"j”j
= =

Bu ¢6ziimii sabitlerin degisimi yontemiyle elde edilen ¢6ziimle karsilastirin.

Ornek .
X = =X, —X;+i+2
’ 2
X, = =X —Xx;+1 +t
Xy= —x,—x,—t’ +4t+3

sisteminin x(0) =0 baslangi¢ kosulunu saglayan ¢oziimii bulunuz.

Bu ornekte
0 -1 -1 t+2
A=|-1 0 -1|, g=| ¢+t
-1 -1 0 —t* +41+3

dir. Once homojen ¢dziimii veya temel ¢6ziim matrisini bulalim :
-4 -1 -1
A-A|=|-1 -2 -1|=0 = A,=1, 4 =-2
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0zdegerlerine karst li¢ tane lineer bagimsiz 6zvektor bulabiliriz. Yani, katsayilar matrisi
kosegenlestirilebilir. 4 =1 igin

-1 -1 -1)(v,) (0
(A-T)v=|-1 -1 —1|/v,|=|0
-1 -1 -1)v,) (0

Sisteminin ¢6ziim tabani

secilebilir. A =2ig¢in
1
(A—21)v=0 = v=|1
1

alabiliriz. Buna gore temel ¢dziim matrisi

e e e
O(t)=| - 0 e
0 - e

olacaktir. Asagidaki biiytikliikleri hesaplamamiz gerekir:

e et e—Zt (5+3t+—3l‘2)€_t
CI)_l(t)zé e’ e 27|, d)_lg:% (—4—6t+3t2)e_t .
o o oY (5+6t)eit
Ozel ¢oziim :
e’ (t2+t—§j
2t+1
xp:Q)(t)jd)‘l(t)g(t)dt:@(t) e’ (—t2+§j =| -1’ +1
£’ +t+1
()
e | t+—
3

ve genel ¢oziim :

1+2¢ C
x=CD(z‘)c+ -2 |, c=|C,
£ +t-1 C,
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bicimindedir. Son olarak ¢ keyfi sabit vektoriinii belirlemek i¢in x(O) =0 kosulunu

kullanalim :
1 0 1 2/3
CD(O)c+ 1 =10 = c:—d)‘l(O) 1 |= —4/3 )
-1 0 -1 —1/3

¢ vektoriinii yukaridaki genel ¢oziimde yazarsak ;

e —e* 2t+1
1 _ _
x=—|2e" = |+| —*+1
4e' —e™ £ +t+-1

¢O0zimuni veya ¢ozimiin

X =——e ——e  +2t+1
3
xzz—ge'——e_h £ +1
3
X, :iet—le_2’4t2+t+—1
3 3

bilesenlerini elde etmis oluruz.

Ornek .

X +2x,—Tx, +4x, =€ +4

3x —x) +7x, —9x, =3¢' -2

sisteminin x, (0)=0, x,(0)=1 kosullarmi saglayan ¢6ziimiinii bulunuz.

Sistem normal bi¢imde verilmedigi halde, basit bir ka¢ matris islemi ile bu bigime
indirgeyebiliriz. Bunun i¢in sistemi 6nce

12 -7 4 ‘44
C = N D = , f = ¢
3 -1 7 -9 3¢ -2
matrislerini tamimlayip Cx'+ Dx = f vektor bi¢iminde yazalim. C tekil olmayan bir matristir.
Verilen sistemin her iki yanim1 C™' ile énden carparsak
X'=Ax+g, A=-C'D, g=C'f

normal bi¢imini elde ederiz. Bu 6rnekte

a=—c'p=|' ? g=C'f= ¢
4 3) 2

dir. A matrisinin 6zdegerleri reel ve birbirinden farklidir:
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A =1, 4, =-5 temel matris kolayca

_675t et

o[ )
olarak bulunur. Sabitlerin degisimi yontemi ile verilen kosullar1 saglayan ¢6ziimiin

23 5, 19, 2 , 4
——e'+—e'+

90 18 3 5

23 5, 8, 2 , 2
X,=——e +—e +t—te ——

45 9 3 5

seklinde bulunacagini gérmek, okuyucuya birakilmistir.

X =

03.07 Ahstirma Problemleri ve Yanitlar:

Asagidaki lineer homojen diferansiyel denklem sistemleri ayni zamanda birer normal sistem
olup, bu sistemlerin asikar c¢oziimleri bilindigine gore, baskaca ¢Oziimiinliin var olup
olmadigini aragtiriniz ve genel ¢oziimiinli bulmaya c¢aliginiz:

| y'(x)=4y-2z v y(x) = C,e** cos x +C,e** sin 2x
) z'(x)=4y anit: z(x) = C,e’* (cos 2x +sin 2x) + C,e”* (sin 2x — cos 2x)
x'(t)y=-y x(t)=Ce' +C,e"

2) , Yanit: 0=6 » ’ 3
y'()=2y—-3x y(@)=Ce " +3Ce
x'(t)=x+y x(t)=Ce” +C,e' +C,e™

3) y(@O)=y-z Yamt: (1) =-2Ce" +Cpe”
z'(t)=-2y 2(t) = —4Ce” — Cie”
s'(t)y=4s—r s(t) = Ce* +C, te”

4) F(t) = 4s Yant oy 220 126, (2t - 1)
x'(t)=3y—4z x(t)=Ce " +5C,e™ +5C,e™

5) yit)y=-z Yant; Y(6)=Ce™ + Zcze_% + C363l
zZ'(t)=—2x+y 2(t) = Ce™ +4C,e™ —3C,e”



4. BOLUM

DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN COZUMUNDE LAPLACE DONUSUMUNUN
KULLANILMASI

04.01. Giris

Bu béliimde yine diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerine yonelik olmak iizere farkli bir
uygulama yapacagiz. Bu kez Laplace doniisiimiinii kullanarak ¢oziimleri arastiracagiz. Bu
amacla, doniisim unsurlarmi kullanabilmek i¢in yol ve yoOntemler gelistirecegiz ve
Onerecegiz. Laplace doniisiimii hakkinda okuyucumuzun yeterli bilgisi bulundugu
diisiiniilmektedir. Ancak yine de bu donilisiim uygulamasi hakkinda baslangicta temel bilgiler
verilecektir. Boylece Laplace doniisiimii hakkinda bir alt yap1 olusturulmasina ¢aligilacaktir.
Goriiyor ve anliyoruz ki konular gelistikge ve cesitlendikge, ara¢ olarak kullandigimiz konular
hakkinda yeterli bilgi sahibi olmanin zorunlu oldugu anlasiliyor.

04.02. Doniisiim Hakkinda Bazi Tanim Ve Teoremler

Bir f (t) fonksiyonunun integral doniistimii
b
T[f(0)]=F(s)= j k(s,t) f(t)dt

olarak tanimlanir. Bu ifadedeki k(s,t) fonksiyonuna integral doniisiimiin ¢ekirdegi denir.
F(s) fonksiyonu verildiginde f(t) ye ters integral doniisiimii denir ve T-'[F(s)] ile gosterilir.
Laplace doniisiimii integral doniisiimlerin ilk 6rneklerinden biridir. Cekirdek ve sinirlar

ks, h=¢€¢", a=0, b=
olarak tanimlanir. Diger 6nemli bir integral doniistim

ks, =€ " a= o, b=w
ile verilir. Bu tiir dontlistime Fourier doniistimii denir ve diferansiyel denklemler kuraminda
onemli bir yer tutar. Ancak biz burada yalnizca Laplace doniistimlerini kullanacagiz.

f, t > 0 zaman degiskeninin tek-degerli bir fonksiyonu ve s bir (reel veya kompleks olabilir)
parametre olsun. f (t) ‘nin Laplace doniisiimii
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0

Fs)=2{f (O} =[ e f()dt
0
integrali ile tanimlanir. Buradaki integral Riemann anlaminda 6z-olmayan bir integraldir ve

M
lim ! e £ (t)dt

limiti anlasilacaktir. Eger integral yakinsak ise yani yukaridaki limit sonlu bir say1 ise Laplace
dontigiimii tanimlidir; eger degilse doniisiim tanimli olamaz.

Teorem :

Bir T 20 igin |/ ()| <Me™ veya |e“f(t|<M, t2T olacak bigimde M > 0 ve
o sabitleri varsa f(z) fonksiyonuna a iistel mertebedendir denir ve f(z)=O(e™) yazilir.

Polinomlar, tistel fonksiyonlar, sin # ve cos ¢ trigonometrik fonksiyonlar: {iistel mertebeden

2
oldugu halde, f(f) =¢" fonksiyonu iiste] mertebeden degildir. Ciinkii o ne kadar biiyiik
secilirse secilsin
lime' e
[—0

limiti siiratle sonsuza gidecektir.
Teorem :

Eger bir lim f(r) limiti varsa ve f fonksiyonu [0, 00 ) araliginda sonlu sayida sigrama

t—0"
stireksizligi disinda her sonlu (0, T) araliginda siirekli ise fonksiyona [0, 00 ) araliginda parca
parca stirekli fonksiyondur denir.

Y

X
Sekil 4.1. Sigrama Siireksizligi

Parga parca stirekli bir fonksiyonu bir aralik tizerinde integre etmek i¢in siirekli oldugu alt
araliklarda integre edip toplamak yeterli olacaktir. Parca parga siirekli bir fonksiyon
integre edilebilir. Analizden bilinen bu sonucu kullanarak asagidaki teoremi ifade
edebiliriz.
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04.03. Laplace Doniisiimii icin Varhk Teoremi
Eger f(¢) fonksiyonu [0,00) araliginda parca parga siirekli ve a iistel mertebeden ise, s > a
icin Laplace doniisiimii vardir ve mutlak yakinsar.

Ispat : f(¢) fonksiyonu parca parca siirekli oldugundan [0, M) sonlu aralig iizerinde sinirh
olur ve

o0

j e f(t)dt = tjle“" f()dt + Te_‘" f(t)dt

yazarak Laplace doniisiimiiniin yakinsakligini1 yukaridaki ikinci integralin yakinsakligina
indirgemis oluyoruz. Varsayimdan f iistel mertebeden oldugundan

0

S J‘efst

)

[e r@ai FOdl| <M [ dt = pim 2L gl
N o

Too g — f

yazilabilir ve integral ancak s > a i¢in yakinsak olur.

Varlik teoremi bir yeter kosuldur. Yani teoremin varsayimlari gerceklendiginde teorem
Laplace doniigiimiiniin var oldugunu anlatmis olur. Ancak tersi dogru degildir yani gerek
kosul degildir. Varsayimlarin gerceklenmemesi durumunda Laplace doniistimii var olabilir
veya olmayabilir.

Ornek.

t > 0 ve negatif olmayan tamsayi 7 i¢in € {t"} doniistimiiniin var oldugunu gosterin.

> esitsizligi " < n'e” olarak yazilabildiginden ¢"
n!

Herhangi bir o > 0 i¢in % = Z
r=0 n.

iistel mertebeden bir fonksiyondur, o halde Laplace doniisiimii vardir.

a't"
!

Ornek.
a‘f{t" sin at} ve & {t" cos at} doniisiimlerinin var oldugunu gosterin.

ﬁﬁ{t" sin at} ve ‘COS at‘ <1 oldugundan verilen fonksiyonlar {iste] mertebeden olur. Varlik

teoreminden doniisiimlerin tanimli oldugu ¢ikar.

04.04. Baz1 Temel Fonksiyonlarin Laplace Doniisiimleri

~ fO)=1=L{f(t)} =7
Lif} = [T flodt =2{1} = ["edt = lim [feat
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£{1} =lim {Le } = ——hm[ e’o]:_l[ _1]21
s s

R | — ¢ 0 § Rowo

&8{1}:l ,$>0
s

~f) =t = L{f(D} ="
L{t} = I e tdt = hm "eitdt = limt{iew} } 1{%0;,}

R—0J0 R—w -5 0

—sR —sR
21t —hm{i—e——Re } -1 ss0

R—x! Ky S2 Ky S

~fO =t = E{f()} =?

g = j “Rdt = lim [ e '?dt =

R—0d0

+ j _”2tdt}

et ol (e |

2 R 2
£{t’} = lim B 42 j "edt | = fim|[ - Kot +9e‘°'° +£i2
Rowl s, 870 R s s K
2 1.. (R*) 2 1 2R 2
L2y = hm Re™*)+= = ——lim +— =——1lim + =
{ } SR ( ) S3 § R5w eSR S3 § R SesR S3
1 2 2 2
2 = —_—— 1 —_— =
Hey s;lzlil}o(sze’zj s s 520

~ f)=(e") = L{f(H)} =7

R—0d0

1
L{e"} = I eedt = lim [ e Odt = lim —_—

Lle"} = — 1 hm[R(”‘” e°]= ! [0-1]=

a—s ke a—s s—a

~ f(t) = (sin at) = L{f(t)} =?
£{sin at} = J.: e “(sinat)dt = 11einolo J-OR e * (sin at)dt

e [~ s(sinar) — a(cos at)]T

2 2
s”+a

£{sin at} = Jlaim
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£{sin at} = lim

R—©

a e **[- s(sin aR) + a(cos aR)]
s*+a’ s’ +a’

~ f(t)=(cosat) = L{f(t)} =2
L{cos at} = J:O e (cosat)dt = %grolo IOR e '(cos at)dt

. R
—s(cosat) + a(sin at)]
s*+a’ .

${cos at} = lim {e_s [

—sR .
${cos at} = hm{ 5 e [ S(cosza )2 a(sina )]}
R—>o | ¢ +a s +q
L{cos at} = — il - ,5>0
s’+a
at —at

~ f(t)=(sinhat) = £{f()} =? = sinh at=%

at —at

Cisinhatt =& ¢ 1 - [Te ’”(%)dt
1 1 1 .
£{sinh at} = —hm T e aigt = ~ Jim [_e(—m)t _—e(—s—a)ti|
2 Row 2R>> | —s+a -s—a 0
1 (e(—era)R _efo) (e(fx—a)t _efo) 1 (0_1) (0_1)
£{sinh at} = — lim - = _[ - }
2 Row —s+a —-s—a 2|—-s+a —-s-—a
. 1 1 1 l|s+a—-s+a a
4 hat! = — - = _ = , s>
{sinh at} 2[s—a S+a} 2[ st —a? } st—a® > |a|
at at
~ f(t)=(coshat) = L{f(H)} =? = cosh at = +2€
${coshat} =¢{——— e’ te } = reﬁ”(ﬁ)d‘[
0 2
£{cosh at} = —11m.[ sty ooy = ! —lim Le(—m» +#e(—s—a)t
2 Rooo 2852 | —s+a -s—a
(=s+a)R _ -0 (=s-a)t _ -0 _ _
£{cosh at} = l11m {(e ¢ )+ (e ¢ )j|= l[ (0-1) n ¢ 1)}
2 R —s+a —-s—a 2|—-s+a -s—a
1 1 1 l|s+a+s—a s
4 h at} = — = — = >
{cosh at} 2L_a+s+a} 2[ iy } eyl 4
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04.05. Bazi Ozel Fonksiyonlarin Laplace Déniisiimleri

04.05.01. Basamak Fonksiyonu

O:>t<0} J@®

a=>t>0

f(t)={

e{f(0) = ¢{a}= [ ac™dt - a t

0 S

04.05.02. Rampa Fonksiyonu

f(t):{0:>t<0} 1)

at=>t>0

2L /(0
2L /()

¢{at} = ajow e 'tdt a
1
s s

a
2

a

04.05.3. Darbe Fonksiyonu

a
—:OStSz}

f®)
f(= {z

N | &

0=>t>z

2{f (1)} ﬁf{%l(t)}— z{gl(t_z)}
LS} =2 2= _2(1_¢)

z Z z

04.06. Laplace Déniisiimiiniin Temel Ozellikleri

04.06.01. Lineerlik Ozelligi
¢, ve ¢, sabit biiyiikliikler ve f(f) ve g (f) ise Laplace doniisiimleri, sirastyla Fi(s) ve G(s)
olan iki fonksiyon olsun.

e f()+e,g0}=c{f )} +,2{g()} =c, F6)+ ¢, G(s)

dir. Gosterelim:

2{c.f(O)+e,gM) = [ [c.f () +cg®Ot =¢ [e f(dt+c, [e " g(t)dt

=, F(s)+c,G(s)
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Ornek .
¢{8cosdt-11¢" + 6sinh 2t} = 2
%{80054‘[ -11e™ + 6sinh2t} = ¢{8cos4t} - i{l 163‘} +¢{ 6sinh 2t}
¢{8cosdt-11¢" + 6sinh 2t} = 8¢ { 8cosat} - 112{11¢™ | + 6% {sinh 2t}
s 1 2

8— —11 +6—
s +16 s—3 s —4

4 { 8cos4dt -11¢*" + 6sinh 2t}

04.06.02. Birinci Kaydirma Ozelligi

L)) =F(s) ise L{e” f(t)} = F(s—a) dir. Gosterelim:

0 0

2le"f0) = [e (" f(O)dr = [ f (0)dt = F(s-a)
0 0

bulunur.
Ornek .
${e’ cos3t} =7

L{cos3t} = — , s—=>(s=7)

s
${e’ cos3t} = %
(s—=7)"+9

04.06.03 ikinci Kaydirma Ozelligi

ft-a)=>t>a
0 =>t<a

L)} =F(s) ve P(t)= { } ise L{P(t)} = e “F(s) dir. Gosterelim:

¢(P(t)} =Je“”P(t)dt = J e P(t)dt + je“"P(t)dt
0 0 a
= j e.0dt + j e P(t)dt
0 a
“ 2 I—a=u
= j e P(t)dt = j e f(t—a)dt | di=du
= [e " fuydu=e[e™ fu)du = "F(s)
0 0
olur.
Ornek .
2 2
cos(t-—) =t > Y
P(t) = = PO =2

0 =>t<—
3
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f=cost = L)} = —
s +1
27
¢PM)} = e“Fs)=€e > —
s +1

olur.

04.06.04. Skala Degistirme Ozelligi

CL(t)) = F(s) ise $4f(at)} = lF(ij dir. Gésterelim:
a a

0

2(/Ga = [ {f(an)}dt = e f(at)dt le_}

a
17 2u 1 ..s
=—[e @ fu)du=—F(>)
a 0 a a

Ornek .
L5t} =2
Lit) = i = ¢{5t} = 1.1 El

s? 5 (sz s°
5

Ornek .
L{sin(5t)} =2
sinty =1 = @sinspy =11 S
st +1 5(5/5)2+1 s*+25

04.06.05. Tiiretilmis Fonksiyonlarin Laplace Doniisiimii

LV} =F(s) ise
L{f'(O} = sFE) -/ (0)
ae{f”(z)} = 5" F(s)—sf(0)— f'(0) dir. Gésterelim:

' o u=e " du=—se *'dt
2 ¢{/'(O)} = [e [t dv=1"(0)dt,v=1 (1)

0

— e 1 (1) j ; STe_‘” f(0)dt

=0—e*"f(0)+sF(s)=5sF(s)— f(0)
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0

u=e ¥ du=—se *'dt
b) £{ /(1)) =je‘5’ Fr(t)dt dv=f"(0)dtv=1"(1)
0

— e () j ; sTe_‘” ()t

—0—e=f(0) +s2{ (1)}
=s[sF(s)= f(0)]- f"(0)=s*F(s) - s/ (0) - £"(0)

Burada buldugumuz sonuglar daha yiiksek mertebeden tiirevlere kolayca genellestirilebilir.

£l /7 Of=5"F) =" O =5 (O =g (O~ /" (0)

oldugu gosterilebilir.

Ornek .
f(t) = sin ¢ olsun.
¢{sins} = — ve (sint),:cost ve £(0)=sin0=0 olup
s+
ﬁﬁ{ sint ,}: Licosti=s —sin0= dir.
( ) { } st +1 st +1

Ornek .
f(t)=e” olsun.

ﬁﬂ{e‘”}zsia ve (e’”)'=ae‘" ve F(0)=¢""=1 olup

ae{(e‘")'}: ¢lae} =

Ornek .

w_S—Sta_ a

S—a S—da S—da

dir.

a‘f{f(t)} =F(s) ise %{jf(u)du} = £s) dir. Gosterelim:
) S
g(t)= Jf(u)du olsun. g'(t)= f(t) ve g()=0 du.
Her iki yanin Lz(l)place doniisiimiinii alalim :
: F(s)
ﬁﬂ{g (t)} :u‘f{f(t)} = sG(s)—g(0)=F(s) = G(s)= — bulunur.

1

f(t)=sint olsun. F(s)=—
s”+1

veE
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1
t 1 s 1 2 1
€9 | sinudu p =¢{1—cost{=—— = =8 +l_" ¢ fgins
{;[ } { } s s7+1 s(s2+1) s S { }
olur.
04.07. ¢" f(¢) Nin Laplace Déniigiimiiniin Bulunmasi
ﬁﬁ{f(t)} =F(s) ise
0 nd”
el 10 =(-1) S F () 1)
dir. Gosterelim:
F(s)=[e™ f(t)dt
0
dir. (1) in her iki yanini s ye gore tiiretelim :
F'(s)=[~te™ f(t)de = [ [~f )}t =2~ ) @
0 0

dir. (2) ‘nin her iki yanini s ‘ye gore tiiretelim :
" T —st T —st 2 2 2 2
F'(s) = [~te [~ (0] dr = [e [(—1) ‘ f(t)}dt:ﬁﬁ{(—l) ¢ f(t)}
0 0

s ye gore tiirev alma islemi siirdiiriiliirse;

F"(s) :sﬁ{(—1)” = f(z)}

ve her iki yan (—l)n ile carpilirsa;

2{t" f(0)} =(-1)" F"(s)

bulunur.

Ornek .

L{tsin3t} =?

¢ {sin3t} = 23 — $itsin3t} = —d—[%j _p 3 b
s"+9 ds \s"+9 (52+9)z (52.|r9)2

Ornek .

5{{ sint L9

1
ae{sint}zszl+ z{ﬂ} [ Lntd t=]" ——du
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9 Lnt = tan’ T_Z

{ . } = tan u‘o 5

Ornek .

ﬁ(’.{f(t)} =F(s) ve r>0 olsun. ﬁe{rtf(t)} = F (s —In7) oldugunu gosterelim :

0

2{r'f(n)}= j e[ r f(t)]dt

0

:J‘e—stetlnrf(t)dt —
0

e 'r' f(t)dt

Ot 8§ O3 §

e ™) £(f)dt = F(s —Inr) bulunur.

04.08. Periyodik Fonksiyonlarin Laplace Doniisiimleri
f(t), T periyoduna sahip bir periyodik fonksiyon olsun. f(¢) ‘nin tanimli oldugu aralik
lizerinde yer alan her tigin f(¢+7T) = f(¢) iliskisi gergeklensin.

[l vt
{0} = 01_7

dir. Gosterelim:

L{f(v)} =Te” f@dt =[e f@yde+ [ f(Odt+ [ e f(t)dt +.

yazalim ve son satirda yer alan integrallerden ikincisinde ¢=7 +u ,igilinciisiinde
t = 2T + u olsun ve degisken doniisiimiinii yapalim ve sonrasinda

fw+T)=f@w), fw+2T)=f@w), ..

iligkilerini dikkate alalim :

Lif(v)} = [ fde+[e" D fu+T)du+[e """ f(u+2T)du +...

T

'T[e“ f)dt+e" ]Ee“' f@)du+e™" (e fu)du +.

0

[1+e e+ ][e piods
0

T

j e f(t)dt
l-e

—sT
bulunur.

Ornek .

sint =>0<t<rxw

a) f(t) = { } ve f(t)=f(t+2x) dir. £{f(t)} yi bulalim.

0 =Dn<t<2n
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T 27 RY/4 Az Y4

"o f(dt 1 T g o,
LLf(t) = & - U e sintdt+ L e Odt}

0
1-e" l-e 0

a

e (—s sint — cost)
s*+1

1
LU0} - — {

2450} - 1 l+e™ ) 1
1—e> | s*+1 ) (1 —e_’”)(s2 + 1)

0

1
—t , 0<t<a

b) f(t) = a ,  f(@)=f(t+2a) ile belirlenen ve iiggen dalga

-—t+2 , a<t<L2a
a

fonksiyonu olarak isimlendirilen fonksiyonun Laplace doniisiimiinii bulalim.

1 2a
e e f(t)dt
1-e7 '([

1| ¢ ¢ s 1
= — Ue‘” —dt + I e (——t + 2jdt}
| a o a
1

L0} =

0

— _le*ax _ Le*as + L + le*aS + Lefhzs _ Le,as
AN as’ as’ s as’ as’

LT e e I 1 —as
(e e )= (1)

1 1 —as\2 _L 1 ___-as
a8’ (1—e‘”)(1+e”‘?)(1_€ ) Castl+e™ (1 ¢ )

as/2 —as/2 1

1 e e as

= = tanh —
2

- 2 /2 —as/?2 2
as” e’ +e” as
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) £(t) :2 , 0<t<a , f(t+a)=f(t) ile belirlenen ve testere disi dalga fonksiyonu

olarak isimlendirilen fonksiyonun Laplace doniisiimiinii bulalim.

1 ¢ _ 1 ¢ ¢t
¢y =—— [ f(O)dt =——[ ™ Zar
l-e ™ l-e™ a
— 1 (_lea‘y _Leias +Lj
l-e“\ s as’ as’
— 1_ [L(l_e_as)_le_as:| — 1 _ 1 e—as
l-e“| as s as s(l—e_m)
I , O<t<a
d) ft) = , f(@)=f(t+2a) ile belirlenen ve kare dalga
-1 , a<t<2a

fonksiyonu olarak isimlendirilen fonksiyonun Laplace doniisiimiinii bulalim.

2as
0

=]
_ — |:(l__ —a?j (_le—as +le—2asj:|
T l-e s s s

1 2a
2101 = [ € (e L @w i+ fe w}
1

zs<1—672 )(1 20" e )
1 as/2 —as/2 1 a
TieTremT sy

04.09. Baslangic Ve Son Deger Teoremleri
04.09.01. Baslangic Deger Teoremi

Limitlerin mevcut olmasi durumunda
lim f(z) = lim s (s)
dir. Gosterelim:

2{f(1)} = f“f@m—ﬁb)fm) (1)
dir. (1) de s—>00 i¢in limit alahm. f'(t) nin Ustel mertebeden olmasi durumunda
1152 e f'(t)=0 dur, dolayisiyla f'(#) nin siirekli olmasi durumunda

EiﬁrgsF(s) -f(0)=0 = EEESF(S) = f(0)= %gl(}f(t) olur.
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Ornek .
S
f(t)=cos ¢ olsun. F(s)=— olup limcost=lims——=1
s +1 10 soe g7 41
olur.
Ornek .
f@®) =sint olsun.  F(s)=— olup limsinz =lims———=0
S™ + t—0 soo o7 4]
olur.
04.09.02. Son Deger Teoremi
Limitlerin mevcut olmasi durumunda
lim f(¢) = lirrOlsF (s)
dir. Gosterelim:
2{f' ()} = [e " f'(t)dt = sF (s) = £ (0)
0
dir. Her iki yanin s — 0 igin limitini alalim :
lingj‘e_”f'(t)dt = ling[SF(S) - f(O)] ,
0
j lime™ f'(6)dt = lim[sF (s) - £ (0)] ,
0 5> Nard
[ £'@ydt = lim[sF (s) - £(0)] ,
0
lim £ (6) - £(0) = lim[sF (s) - £(0)] .
lim f(¢) = lin(} sF(s) bulunur.
t—00 Nard
Ornek .
f(t) =cos ¢t olsun. F(s)= il
s +1

deger teoremi uygulanamaz.

> ‘dir. Fakat lim f(¢) = limcos¢ mevcut olmayip son
t—0 t—>0
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Ornek .
. 1
f®y=e" olsun. F(s)=— olup lime™ = lims——=0 .
s”+1 t—>® 550 g4+1
Ornek .
f(&)=7e" f(t) ‘nin baslangi¢ ve son degerlerini bulunuz.

2O} = F(s)=—

Baslangi¢ deger teoremiyle ;

lim7e™ =lims - T7=17
t—0 s g4+ D
Son deger teoremiyle ; lim7e > =lims — 0=0
t—© s—=0 ¢+ 2
Ornek .
¢ e ,
"
1 1
Ll = , et = ——
{ j s+3 { } s+5

t o0
21/} =Fe) =LY 3= [ fwdu
g{ey _eSt} :%{631}_£{651}
t t t
-3t —5¢ R R
%{i}zr L qu —r’ U gu = tim [ 9 —1imj du
t s u+3 s u+5 Roxds y+4+3  Rowds y+45

-3 -5
z{#} = lim ln|u+3| ‘ - 11rn ln|u+5| ‘

R—

-3t —5t
fﬁ{%} = lim [1n|R + 3| 1n|s + 3| 1n|R + 5| + 1n|s + 5|]

R—x
i ln|R+3| |s+5|
R>e |R + 5| |s+3|

4 M =1n|1|+1n|s+5| |S+5|
t |s+3| |s+3|
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Tablo 4.1. Laplace doniigiim tablosu

f@® F(s) = £{f(t)}
1
1 _
S
t -
n!
t" v
S
at 1
¢ S—da
Sin at 3 . 2
s +a
Cos at = iaz
Sinh at e
Cosh at 5 o 5
S —a
e f(t) F(s —a)
n dn
" £(t) (1) - (F(s)
J, fwdu =
10 [ fuydu
t 0
fat) (2]
£(0) S"E(s) — s™'F(0) ... — F"(0)

04. 10. Ters Laplace Doniisiimii

04.10.01. Tamim

7(¢) fonksiyonunun Laplace doniisiimii 7(s) olsun. Bagka bir deyisle F'(s) nin, £ {F (S)}
ile gosterilen ters Laplace ddiniisimii , £{f(t)} = F'(s) o6zelligine sahip bir f(r) fonksiyo-
nudur. £(¢) ye F(s) nin ters Laplace doniisiimii denir ve £ {F (S)} = f(¢?) ile ifade edilir.

04.10.02. Learch Teoremi

Her sonlu 0<¢< N arahiginda parga parca siirekli ve <N igin iistel mertebeden
olan f'(¢) fonksiyonlar: igin F'(s) ’nin ters Laplace doniisiimii tek tiirlii olarak belirlenir.

Diger bir deyisle £ {F (S)} = f(t) tektir.
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04.11. Ters Laplace Déniisiimiiniin Bazi Ozellikleri

04.11.01. Lineerlik Ozelligi

¢, ve c, sabit biiyiikliikler ve F(s) ve G(s) ise ters Laplace doniisiimleri, sirastyla, f'(¢) ve
g (¢) olan iki fonksiyon olsun.

g {¢.F(s)+¢,G(s)} =¢, g {F(s)] +c,4 {G(S)} =c, f()+¢C, g@r) dir

Ornek .

_]{ 3 2s 3 }
4 + - =7
s—2 s*+6 s°+9

g 2 25 3 L) S L) B L) 3
s—2 s°+6 s +9 s—2 s +6 s°+9

=3e* +2cos4t —sin3t

04.11.02.Birinci Kaydirma Ozelligi
CHUF ()= () ise £ {F(s—a)}=e"f(1) dir.

Ornek .
a) 2‘1{ 22 }:sinZt olup
s”+4

3_1{#}2‘%_] + —e¥sin2; dir.
§°—4s+8 {S_z} +22

b) ﬁB“{ ZS 9}=cos3t olup
s+

¢! {;}z ¢r) s-1 | gr) 1
s*=2s+10 (s—1) +3° (s—1) +3°

1 . )
=e'cos3t+ ge’ sin3¢ dir.

04.11.03. ikinci Kaydirma Ozelligi

f(t-a)=>t> a} i

0 =t<a

CHF(s)l= f(2) ise se-‘{e*“SF(s)} ={

Ornek .

—5s .
a) ¢ { 4 } —sin4s olup ¥’ e = s1n4(t ) 5) » >3 ‘dir.
s +16 s +16 0 t<5

3
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by g1 S Jeos(tom) e
s”+1 0 , t<rm

04.11.04. Skala Degistirme Ozelligi

LUF@s))= f(1) ise & {F(as)} :lf(ij dir.

a a

04.12.05. Tiiretilmis Fonksiyonlarin Ters Laplace Doniisiimii

CUF@)= f() ise 36'1{F(")(s)}:(—1)"t” @) dir.
Ornek .
a) ¢ {L}zef olup

s—1
¢! {iL}: g'] -1 1= ¢ :—(—1)1 te' =te' dir.
ds s—1 (s—1) (s_1)
b) 3(’,“{ 21 }:sint olup

s +1
£—1 {i 21 }= g_] 25 _ (—l)ltSil’lt :>£_1 ;2 :ltsinzt dll‘
ds s”+1 (S2+1)2 (s2+1) 2
Ornek .

)

F(s)= 11{1 + izj fonksiyonunun tiirevinin ters Laplace doniigiimii
s

‘%_]{F'(S)}=$_]{ 28 —%}=2(cost—1)

241 s
~ 2(1—cost)
t

bulunur.

ile £'(F'(s)} =—f (1) bagmtisi f ()= {F(s)}

Ornek .

g—l{ s+1 }:9
s?=2as+a* +b* '

g—]{ s+1 }: s+1 (s—a)+a+1

2 2 2 =
s*=2as+a +b s*=2as+a*+b° (S—a)2+b2

yazilir ve ters doniisiimiin lineerligi kullanilirsa;

g—l{ s+1 }:g—l S—a N
s’ —2as+a’ +b’ (s—a)2+b2




76

gr)_a+tl | _ o {cos b+ +1 sin bt} bulunur.
(s - oz)2 +b° b

04.12. Konvoliisyon Teoremi
L =F(s) » L{g()}=G(s) ise ‘%{j.f(u)g(t _ u)du} = F(s5)G(s) dir. Bir baska deyisle

LUF($)G(s)} = [ f@)g(t—u)du

dir. Gosterelim:

0

%{ [ rang- u)du} =[e { Jrang- u)du}dt -] f(u)ﬁ e gt _u)dt}du

0

=u

Icteki integralde ¢ —u =v degisken déniisiimii yapalim:

| f(u){ [ e‘““”g(v)dv}du

U v=0

0

= T e ™ f(u)du I e g(v)dv=F(s)G(s)
olur. - -

Ornek .

Konvoliisyon teoremini kullanarak ve

a) f(u)=sin3u, g(u)=u se¢imini yaparak

ﬁﬁ{j(z—u)sinwdu}:iL

2 2 2
0 s s +3

b) f(u)=sinu, g(u)=e" secimini yaparak

4 J‘ef('”)sinudu _ L 21
s+1s°+1

0

o) f(u)y=e", g(u)=u’ segimini yaparak

%{j(t—uf eudu}ﬁ_jL

7 st s—1

bulunur.

Ornek .

a) ¢ 1 bulalim.
5(52 + 4)
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¢! ! _ g {l 1 } yazalim.
S(S2 + 4) ss’+4

= f(t):l,

F(s)z%
|

G(s)= = g)= %sin 2t

7+

t
%“{l 21 }zjl.lsin2udu:l(l—cos2t) bulunur.
ss+4) 4 2 4

F(s):% = f)=¢€s G=—: = g(t)=¢
o _
11 f
g~ - L_ I e'eé™du=te’ bulunur.

s=1s-1]

Ornek .
Fa S . yi bulalim.
(s2 + az)

¢! § _l g s a yazalim.
) N2 [ 2 2 2 2
(s +a) a (s +a)(s +a)

F(s)=% = f(t)=cosat,

G(s) = = g(t)=sinat

o
(s+d® )2

04.13. Laplace Doniisiimiiniin Diferansiyel Denklemlerin Coziimiinde Kullanilmasi

t .
. tsinat

J.cos ausina(t —u)du =—— olur.

0

Q |~

2a

Buraya kadar Laplace doniisiimii ve Ters Laplace doniisiimiine iliskin bazi 6énemli ve temel
Ozellikleri ve yontemleri gordiik. Uygulama olarak Laplace doniisiimii teknigini oncelikle
sabit katsayili lineer baslangi¢c deger problemlerinin ¢oziimii i¢in kullanacagiz. Bu uygulama
esas olarak birka¢ adimdan olusur:

1.Adim: Diferansiyel denklemin her iki tarafinin da Laplace doniisiimii alinir. Sonug Y(s)
bilinmeyen fonksiyonunun déniistimiinii igeren cebirsel bir denklemdir.
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2. Adim : Cebirsel denklem ¢oziiliir, boylece 2. cebirsel denklem de ¢oziiliir ; boylece Y(s)
bulunur.

3.Adim : Ters doniisiim alinarak, diferansiyel denklemin ayni zamanda baslangi¢ kosullarini
saglayan ¢ozlimiine varilir. Yani

y(t)=¢" {Y(s)} bulunur.

Ornek .

Y (t) = 3Y'(t) + 2Y(t) = 4e* denklemi icin; Y(0) = -3 ve Y'(0) =5 olduguna gore diferansiyel
denklemin Laplace doniisiimlerini kullanarak ¢6ziimiinii bulun.

Baglangi¢ kosullarin1 dikkate alarak diferansiyel denklemin her iki yaninin Laplace
doniisiimiinii alalim :

elY"(0)) -3¢{Y'(0)} +2{Y (1)} = 4z{e2’}
%{Y”} =s5’y(s)—sY(0)-Y'(0)
SE{Y'} =sy(s)—Y(0)

efY} =y e} == 12
SZJ’(S)—S@—w—3(sy(s)—Y(O))+2y(s) :451—%

3 5
Denklemi diizenleyip y(s) yi ¢ozelim :

4
s—2

s2p(s) = 3sy(s) + 2y(s) = iz -3s5s+14
S_

2 (8) =35 —5-=3sp(s) =9+ 2y(s) =

4-35> +65+145—28

(S2—3s+2)y(s): 5

104

~35° +20s — 24
(s — 2)(S2 —3s+ 2)
Ters doniisiimle Y (¢) yi bulalim :

y(s)=

357 +20s 24}

e z]{ (-2 (s-1)

A B C }
+ +
(s—2) (5—2)2 (s—1)

Y(t)=¢" {
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357 +205-24 A4 B C
2 - + 7t
(s—2) (S—l) (s=2) (s=2)° (s—1D
352 +20s —24=A(s-2)(s —1)+ B(s — 1)+ C(s -2)°
§=2= -12+40-24=0+B+0 = B=4

§=1= -3+20-24=0+0+C = C=-7
§=0=> 0+0-24=2A-B+4C

24=2A-4-28 = A=4

Y(t)=4ﬁ£-1{ : }+4&i—1{ 1 2}—7%“{L}
s—2 (S—Z) s—1

Y (t) = 4 + 4te® — 7¢t

Ornek .

Y= 3Y" +3Y'- Y = 2" denklemi icin ; Y'(0) = 0 ve Y"(0) = - 2 olduguna gore
diferansiyel denklemin Laplace doniisiimlerini kullanarak ¢6ziimiinii bulalim :.

e{Y"} =3¢{Y"} +3¢{Y"} - ¢{Y} = ¢ { e

2{Y"} = s*y(s) — s*Y (0) — sY'(0) — Y"(0)

%{Y”} =s5’y(s)—sY(0)-Y'(0)

2{Y"} = sp(s) - Y(0)

SE{Y} = y(s)

s*y(s) = s’Y(0) = sY'(0) - Y"'(0) - 3{s’ y(s) - sY (0) — Y'(0)}
+3{s3() = Y (O)} = y(s) = —>

(1)

(S3—3S2+3S—1)y(S)—S2+3S—1=

(s=1)
S2—3S+1+ 2

(s=1)"  (s=1)
:S2—2S+1—S+ 2

(s=1)"  (s=1)
(s—1)2—(s—1)—1+ 2

(s-1) (s=1)

y(s)=
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» 1 . 1
Yo {(H)}‘* {<sl>2}‘
el
(S—l) (S—l)

2 5
t e e

Y()= & —te' — +
® 2 60

Ornek .
v

Y +2Y' +Y =0 denklemi i¢in; Y(0) = Y'(0) = Y"'(0) = 0 ve Y"(0) = 1 olduguna gore
diferansiyel denklemin Laplace doniisiimlerini kullanarak ¢éziimiinii bulunuz.

e{v"}+2¢{y"} +2{r} = £{0}
{s4y(s)—s3@—szw—sw—Y"'(O)}+{s2y(s)—s£(9‘—£'(i)}+y(s)zO
s*y(s)—s+25*y(s)+ y(s) =0

s*Y(8) + 252 y(s) + y(s) =
(s4 +2s7 + l)y(s) =5

:; ¢ — ¢ S
Oy T {w)z}

Buradan itibaren konvoliisyon yontemi kullanilirsa :

F(s)=

(szs—+1) = f(t)=cost, G(S):(s21+1) = g(t)=sint
YO = [ £ ()8t~ u)du

t t
Jcosu sin(t —u)du = Jcosu smtcosu - costsinu)du
0 0
t
=sin t_[ cos” udu — cos tj cosusinudu

0

t
:sintjl+2coszudu—costI81n2udu
0 0
sint sin2u ||" cost| cos2ul||!
= U+ - —
2 2 0 2 2 0
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_tsint N sin¢sin 2t N Ccostcos2t cost

2 4 4 4
:ts1nt+l{cos(2t_t)}_cost :tsmt
2 4 4 2

04.14. Laplace Doniisiimiiniin Lineer Denklem Sistemlerinin Coziimiinde Kullanilmasi
Burada birinci dereceden lineer denklem sisteminin ¢éziimiinii Laplace doniisiimii teknigiyle
yapacagiz. Bu uygulama asagidaki adimlardan olusur:

1.Adim: Her iki denkleme de Laplace doniisiimii uygulanir ve baglangic kosullar eklenirse
denklem sistemi X(s) ve Y(s) den olusan iki bilinmeyenli lineer cebirsel denklem haline
getirilir.

2. Adim: 1. adimda elde edilen lineer sistemden X(s) ve Y(s) ¢ekilir.

3. Adim: Verilen baslangi¢ deger probleminin ¢éziimii olan

x(t)=2"{X(s)} ve y(1)=£{Y¥(s)} elde edilir.
Ornek .
X(0)=8 ve Y(0)=3 baslangi¢c kosullar altinda,

X'=2X-3Y
Y'=Y-2X

diferansiyel denklem sistemini Laplace doniisiimlerini kullanarak ¢6zelim.

Baslangic¢ kosullarini dikkate alarak denklem sisteminin her iki yaninin Laplace doniisiimiini
alalim :

e{X'} =2¢{X}-3¢{Y}
e{y'} =¢{y}-2¢{X}
[sx(s) = X (0)]=2X(5) = 3v(s)

8
[sy(s) = Y(0)] = y(s) — 2x(s)
R
Bu iki denklemi diizenlersek;

{[SX(S) —8]=2x(s) = 3y(s)
[sy(s) = 3]= y(s) = 2x(s)

Bu denklem sisteminden x(s) ve y(s) yi ¢ozelim:

(s=Df(s—=2)x(s)+3y(s)=8
(=3) | 2x(s)+(s=Dy(s)=3
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(s = 1)(s — 2)x(s) + 36s=T)y(s) = 8(s ~ 1)

— 6x(s) = 3= ) y(s) = -9

(s*—35+2-6)x(s)=8s -89

&8s —17
= oD
(s i)—(il preTe=3
(S - l)y(s) =3- S126_S3_S3_44
(5)= 35 =95 —12—165 +34
P T G Z G+ (s-1)
(s) = (Bs—=22)(s—1) — 3s5-22
P G ZE D) —1) s —4)(s +1)
35-22
Y= D)

ve ters doniisimle X (¢) ve Y(¢) yibulalim:

" L) 817
L =" G+

. L322
£V =" 5@y 1)

= 1 1
Xt =AY —(S_ 4) +B¢’ (s+1)

1 1
Y(t)=C§C“{—(S_4)} +D£‘1{(S+1)}

3217 15
4415

—8-17 25 _
o —1-4 -5

s=4 = A

s=-1= B 5
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_12-22_-10_
441 5

s=4 = C

po=3=22_=25
1-4 =5
X(t)=3e" +5¢”

Y(t)=-2e" +5¢”

Ornek .
X(0)=-1, X'(0)=-1, Y(0)=1 ve Y'(0)=0 baslangi¢ kosullar altinda,

X"+Y'=cost
Y"-X = sint
diferansiyel denklem sistemini Laplace doniisiimlerini kullanarak ¢6ziiniiz.

Baslangi¢ kosullarin1 dikkate alarak denklem sisteminin her iki yaniin Laplace doniistimiinii
alalim :

e{X"}+2{Y"} =¢{cost}
¢{Y"} —¢{ X} =¢{sin¢}

S

{SZX(S)_S@_XQ}JF{W(S)_@}: PERA

{sz y(s)—sY(0)- Y'(O)} —x(s)= 21

s”+1

Bu iki denklemi cebirsel anlamda diizenlersek ;

2 1N\ o
{s x(s)+s+1}+{sy(s) 1} e
s* x(s) + sy(s) = ———S

s°+1
szx(s)+sy(s)=s_zsi
s°+1

3
S

s x(s)+sy(s) =——
s”+1
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1
s y(s)—s—0!—x(s)=
{8 ¥(s) b= x(s) p
s* y(s)—x(s) = 21 +s
s +1
S +s+1
s y(s) = x(s) =—F5——
s +1

3
S

(—s) S x(s)+sy(s)=—S2 1

3
1
_x(s)+8> p(s) =22
s +1

Bu denklem sisteminden x(s) ve y(s) yi ¢ozelim :

s x(s)—s2M4

s +1

S +s5+1

2
—x(8)+s” y(s&)=————
(5) ﬂ/)/s2+l

stHsT+s+1
x(s)(—s3—1) = )

s+1 S

S =
sT+1 ¥(s) sT+1

x(s)=—

ve ters doniisiimle X (¢) ve Y(¢) yibulalim:

— s+1
¢ {x(s)} =¢" P

s
fa { y(s)} =¢ {m}

—

1
Xt = (As+B) 2‘1{ 2 +1}
1

Y(®) = (Cs+D) %“{Sz +1}
A

—s—1=As+B = ;
1=Cs+D = C=0 ; D=1

Y
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X(t)=—cost —sint
Y (¢)=cost

bulunur.
04.15. Alistirma Problemleri ve Yanitlari

Asagidaki diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerini, verilen baslangi¢ degerlerine uyacak sekilde
Laplace doniisiimil yardimiyla bulunuz :

l)yvvv_3yvv+3yv_y — t2€t; y(O) — 19_)/'(0) =2
Yanit: V() = %fsel +e' +te
2) y"+y =sint; y(0)=y'(0)=0
(t)—lsint—ltcost
Yanmt: V 2 2

3) y'=3y+2y=4t+12e"; y(0)=6,y'(0)=-1,
Yanit: y(t) = 2t +3 + 2e_t + 3€t - 2€2t
4 y"+y=e"sint; y(0)=y'(0)=0

1 1. Ir 2 .
- y(t) =——cost+—sint+—| e~ cost+e ' sint
Yamt: y(¢) 3 3 8[ }



5. BOLUM

DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN INCELENMESINDE
KUVVET SERILERININ KULLANILMASI

05.01. Giris

Ikinci mertebeden lineer denklemlerin ¢dziimlerini, genel olarak elemanter fonksiyonlar
olarak bilinen cebirsel ve cebirsel olmayan fonksiyonlar Ornegin trigonometrik, ters
trigonometrik, tiistel, logaritmik fonksiyonlar tiirlinden bulmak olanaksizdir. Uygulamalarda
karsilagilan sabit katsayili denklemlere indirgenebilir denklemler de oldukc¢a sinirlidir. Analiz,
matematik, fizik ve miithendislikte ortaya ¢ikan denklemlerin hemen hemen ¢ogu bu sinifin
disinda kalmaktadir. Boyle durumlarda kuvvet serisi ile ¢oziimler aramaktan baska bir yol
neredeyse yok gibidir. Iste bu noktada esas olarak izleyecegimiz yaklasim, ikinci mertebeden
degisken katsayili lineer diferansiyel denklemleri kuvvet serileri yardimiyla ¢6zmek ve bun-
larin  kuvvet serileri yardimiyla bulunabilecek c¢oztimleri ile yeni 6zel fonksiyonlar
tamimlayarak bunlarin 6zelliklerini incelemek olacaktir. Oncelikle kuvvet serilerine iliskin
bazi tanim ve 6nemli sonuglar, asagida kisaca 6zetlenmistir.

05.02. Kuvvet Serileri

1. Zan(x —x,)" =a, +a,(x—x,)+a,(x—x,)" +...

n=0
seklinde ifade edilmis agilima (x — xo) a gore yazilmis bir Kuvvet Serisi denir. Buradaki Xo
noktasini xo = 0 olarak alirsak (nokta orijine 6telenmis olursa) olusacak yeni kuvvet serisi

n __ 2
D ax"=a,+ax+ax +..
n=0
seklinde goriilecektir. Bunlardan ilkine Taylor agilimi, ikincisine ise Mc Laurin agilimi
denir.

k
2. Eger limZanx" nin sonlu bir degeri varsa bu x noktasi civarinda yakinsaktir. Bu
k—o0
n=0

durumda serinin toplam1 bu limit degerine esittir. Serinin yakinsaklik araligi [x| < R seklinde
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belirtilir. Burada R ye Yakinsaklik Yarigap: denir. Yakinsaklik yarigcapt 0 < R < oo araliginda
temsil edilir. Demek ki Mc Laurin serisi [x| < R kosulunu saglayan x ler i¢in yakinsak, [x| >R
kosuluna kars1 1raksak olur. Kuvvet serisinin x = 0 noktasi civarinda her zaman yakinsak
olacagi aciktir. R yakinsaklik yarigapini hesaplayabilmek icin D’ Alembert testi uygulanabilir.
Buna gore,

4, | limiti varsa bu limit R olarak alinabilir. Kuvvet serisi yakinsaklik araliginin ug

noktalarinda yakinsak olabilir veya olmayabilir. Bu iki durum 6zel olarak incelenmelidir.

3. Kuvvet serisi, R >0,

x‘ <R i¢in yakinsak olsun ve toplam1 f(x) ile gosterelim:

F0)=Yax

demektir. f(x) siireklidir ve [x| < R i¢in her mertebeden tiirevi vardir. Ayrica terim terim
tiiretilebilir.

f(x)= inanxn_l, f"(x)= in(n —a,x">,...

Bu tiirlii elde edilen yeni fonksiyonlar da ayni aralikta yakinsak olurlar. Ayrica n. terim

(n)
anlaminda, katsayilar ile x= 0 i¢in n.tiirevin bu degeri arasinda 5 = SO iliskisi kurulur.
" n!

Seri terim terim integre edilebilir.

4. Eger f(x) fonksiyonu bir X, noktasinin civarinda,

0 (n)
f(x)= Z a ( X—Xx, )”, a =M bi¢ciminde bir kuvvet serisi ile
n=0 ! ! l’l'

gosterilebilirse, bu fonksiyon X, noktasinda analitiktir ve buradaki seriye de X,, noktasinda
£ (x)’in Taylor serisi denir. Ozel olarak, x, =0 i¢in bu seriye Mac Laurin serisi denir. f(x)
fonksiyonunun X, civarinda her mertebeden siirekli tiirevleri oldugunu varsayalim. Bu

durumda, ancak ve ancak xo civarindaki VX i¢in |im R (x)=0 ise, f(x) fonksiyonu X,

noktasinda analitiktir.

05.03. Taylor Acilimi Yontemi

Taylor serisi yontemi, cogu fonksiyonu kuvvet serisi seklinde ifade etmenin bir yoludur.x = xo
civarindaki Taylor agilimda (x - x¢) blyiikliigliniin {islerinden olusan terimlerin katsayilari,
fonksiyonunun tiirevlerinin x = x, daki degerlerini igerir. Bunun anlami, Taylor serisi ¢ogu
fonksiyonu kuvvet serisi seklinde ifade etmenin bir yoludur. x=yx, civarindaki Taylor
agihminda, (x-x,) biyikliginin Uslerinden olusan terimlerin katsayilari, fonksiyonun
tiirevlerinin x = Xo daki degerleriyle olusur. Bunun anlami, bir fonksiyonun ve tiirevlerinin x

= xo noktasindaki degerleri biliniyorsa bu fonksiyonun biitiin x noktalarindaki degerleriyle
ayni degerleri verecek bir kuvvet serisinin yazilabilmesi demektir.
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Bir y(x) fonksiyonunun birinci tiirevi y'= f(x,y) seklinde ve fonksiyonun baslangic degeri
de y(x,) seklinde verilmis olsun. Bu bilgiler kullanilarak y(x) fonksiyonunun x=x,
civarindaki Taylor acilimi;

(x—x,)" +—2(x—x,) +...

P = 900+ 3 (i) x) 4+ 208 (e ymg(.XO)

seklinde verilir.

Ornek.

y)=1 ve y':x2y+3x dir. y(x) i¢in Taylor agilimi yontemi ile yaklasik bir ¢oziim
olusturalim.

Y =x’y+3x

YD) =x"y+ 3x‘ =4

x=l,y=1
y”=2xy+x2y’+3:2xy+x2(x2y+3x)+3
=2xp+xy+3x+3 =

=9

x=1,y=1

Y'()=2xy+x*y+3x +3

Y =2y +2xy" +2xp" + x°y"
=2y +4xy +x7)"
:2y+4x(xzy+3x)+)cz(2xy+x4y+3x3 +3)
=2y +6xX’y+15x" +x°y +3x° =

=27

x=1,y=1

Y1) =2y+6x’y+15x" + x°y +3x°

bulunur. Gerekiyorsa ® (1), y®(1), y®(1) Ve y(x) in daha yiksek mertebeden tiirevlerinin
x =1 noktasindaki degerleri benzer yol izlenerek elde edilir. Bu degerler y(x) in x=1
civarindaki Taylor a¢iliminda yerine konarak,

9 2 27 3
y(x)=1+4(x—l)+2—!(x—l) +§(x—l) + ...

elde edilir.

Ornek.
y(0)=6 ve y'=y—x—4 tiir. y(x) i Taylor agilim1 yontemiyle bulalim.

y'=y—x—4 denkleminin her iki yam x e gore tiireterek " ='—1 bulunur. Bir kez daha

tireterek )" =" elde edilir. Tiretmeye devam ederek """ =" iliskisi her n>2 igin
olusturulur.
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y’(O):y—)c—4|x:0,y:6 =6-0-4=2
V'O =y'-1_, (=1

y"(0)=y"(0)= --- =y"(0)=y"(0)= - =1

elde edilir. Ote yandan, y(x) in x=0 civarindaki Taylor agilimu,

’ " (n)
y(x):y(())_{_%x_FyT('o)xz_}_ ...+y—$0)_x”+
. . n.

dir. Her iki denklem birlestirilir ve diizenlenirse;

2 3 n
y=6+2x+x—+x—+ e — 4 e
2! 3l n!
XX x"
=0+x)+(I+x+—+—+ - +—+ - )=5+x+¢€"
2! 3! n!
y=5+x+e"
elde edilir.
Ornek.

»(0)=0, y'(0)=1 ve y"+y=0 dir. y(x) 1 Taylor agilim1 yontemiyle bulalim.

Once verilen denklemde x =0 koyarak ,"(0) 1 bulalim:

0 =Y (0 +y(0)=y"(0)+0=0 = H"(0)=0
Simdi de verilen denklemi bir kez tiiretelim ve x =0 koyalim,
V'(x)+y(x)=0

= y"(x)+y'(x)| _, =0

= y"(0)=-y'(0)=-1

bulunur. Bir kez daha tiiretelim ve x =0 koyalim,

Y@+ =0 = ¥ (0)=-y"(0)=0

bulunur. Boyle devam edilirse,

Y(0)==y"(0)=yV(0)= - =(=1)"y*"(0)= - =1
¥'(0)=y?(0)=y0)= - =y*(0)= --- =0

oldugu goriiliir ve

Y'(x) + y(x)

y(x)=sinx  bulunur.
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05.04. Adi Nokta — Tekil Nokta. Frobenius Yontemi
R(x)y"+B(x)y'+ P(x)y=0

yapisinda ikinci mertebeden homojen bir diferansiyel denklemi ele alalim. x = a noktas1 i¢in,
P,(a) # 0 ise buna adi nokta, P,(a)=0 ise buna tekil nokta denir.

x = a noktasi adi nokta ise

yzZan(x—a)"=a0+a1(x—a)+a2(x—a)2+ e 4a(x—a)'+ -
n=0

yazilarak bir ¢6ziim aranir. Bu, kuvvet serisi yontemi olarak bilinir.

x = a noktasi bir tekil nokta ise ilk denklem

H+ Rl(x) yl+ RZ(X)Z y:O
X—a (x—a)

seklinde yazilabilir. R (x) ve R,(x) fonksiyonlari x=a noktasi civarinda seriye agilabilirse
x =a noktasina diizgiin tekil nokta, R (x) ve

R,(x) fonksiyonlarina ise x = a noktasi civarinda analitiktir denilir ve
y= chan(x —a)' = Zan(x —a)™"
n=0 n=0

=a,(x—a) +a(x—a)" +a,(x—a)" + - +a (x—a)" + -
formunda bir ¢6ziim aranir. Bu yontem, Frobenius yontemi olarak bilinir.

P(x) ve R(x) in yerine konulup gerekli diizenlemelerin yapilmasindan sonra olusan denklemde
en kiiciik kuvvetli x in katsayisini sifira esitleyerek elde edilen iliskiye indis denklemi denir.
Ikinci dereceden bir denklem olan indis denkleminin kokleri igin ii¢ farkli durum séz konu-
sudur:

i. Kokler birbirinden farkli ve aralarindaki fark bir tam sayidan farklidir.
ii. Kokler birbirine esittir.
iii. Kokler birbirinden farkli ve aralarindaki fark bir tam say1 kadardir.

Bu asamada x =a noktasiin adi bir nokta veya diizgiin bir tekil nokta oldugu durumlar i¢in
ornekler verecegiz.

05.05. Adi Nokta

Ornek.

y'=xy’+y diferansiyel denkleminin y(0)=1 baslangi¢ kosulunu ger¢ekleyen , — ian X"
n=0
formunda bir 6zel ¢oziimiinii bulalim.



91
P/(x)=1, a=0’dir. B,(0) =1 0 dir. Yani bir adi nokta s6z konusudur.

Oyleyse, y= ian x" formunda bir ¢6ziim arayabiliriz:
n=0

y' = Znanx”’l =a, +2a,x+3a,x" + - dir.

n=1

Zan, an gibi herhangi iki serinin ¢arpimini,

n=0 n=0

[Z“"j(zb"j = ab, + (ab, + ab,) + (ab, + ab, + a,b,) + -

n=0 n=0
+(a,b, +ab, ,+ -+ +ab)+ -
bagintistyla bi¢imlendiren Cauchy carpimini kullanarak,
yy=y'= (Z%J(Z%j
n=0 n=0
=(a,+ax+ax’+ - +ax"+ -)a,tax+ax’+ - +ax"+ )
=a,” +(a,a, +a,a,)x +(a,a, + a,a, +a,a,)x’ + -+
+(aa,+aa, + - +a,a +aa)x"+ -
bulunur. y,y' 3 nin bu degerleri ile denkleme gidelim ve diizenleyelim :
a, +2a,x +3a,x’ + -+
= [aozx +2a,a,x* + (2a0a2 +a’ )x3 + ] +a, +ax+a,x +ax + -
=a, +(a’ +a)x+Qaa +a)x’ +Q2aa,+a’ +a)x’ + -

olup simdi, esitligin her iki yaninda bulunan ayni kuvvetten x lerin katsayilar1 karsilikli
olarak esitlenirse :

a, =a,,
2 2 1 2
2a,=a, +a,=a, +a, = a,=—(a, +a,),
2
3a, =2a,a, +a, =2a, +%(ao2 +a,) =%(5ao2 +a,) = a, =é(5ao2 +a,),

bulunur. ,, _ ian »" de yerine koyalim :

n=0
_ 1 2 ! 2 3
y—ao+aox+5(a0 +a,)x +g(5a0 +ay)x + -

y(0) =1 baslangi¢ kosulundan ¢ =1ve y=1+x+x>+x’+ .-«  elde edilir.
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Ornek.

y" + xy =2 diferansiyel denkleminin y= Zan x" formunda bir ¢6ziimiinii bulalim.
n=0

P(x)=1; a=0 ve P(0)=1%0 dir. Yani bir adi nokta s6z konusudur.

' = i”(” —Da x"> dir. Denkleme gidelim ve diizenleyelim :

n=2

Zn(n ~a,x"* + Zanx”+1 =2

n=2 n=0

2a, +(3.2a, +a))x + (4.3a, + a)x’ +(5.4a, +a)x’ + - +

+[n(n —Da, + aH]x”"2 + e =2
Buradan,
a2:1 . a3:—& , a4:—i , asz_& , an:_;an—B elde edlllr.
3! 43 5.4 n(n-1)

Boylece rekiirans bagintis1 bulunmus olur.

a,, ds, A, , a . dizininin elemanlarini rekiirans bagntisina gore 4, cinsinden ifade

20 50
edelim:

8 11 >

1 1 1

__’ag_ ,all__—,...
5.4 8.7.5.4 11.10.8.7.5.4

a, =1, ds

olurlar. Simdi de q,, a,, a dizisinin elemanlarini rekiirans bagintisina gore g,

6o Qo s e
cinsinden ifade edelim:

Gy=ay, ay=——2 | g =——0 a %
003277 65327 77 986532

olurlar. Son olarak ¢, , a, , a,, a, , .. dizininin elemanlarii rekiirans bagintisina gore g

cinsinden ifade edelim :

4 — 4

=%
0 109.7.6.43 "

— — ) a7
43 7.6.4.3

M

a=a, ,a,=

olurlar. Bulunan biitiin bu ¢ degerlerini y= i ax" serisinde yerlerine koyarak ¢oziimii elde

n=0
edelim :
| B 1 p 1 9

=q,(l-—x"+ X" = X+ e

= Y T 986532 )
+a1(x—ix4+ ! x’ - ! x+ )

4.3 7.6.4.3 10.9.7.6.4.3

+a2(x2_L 5 1 8 1 11+ )

X+ X - X
54 8.7.5.4 11.10.8.7.5.4
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Ornek.

y"—y"=0 diferansiyel denkleminin , — Zw“ a x" formunda bir ¢oziimiinii bulalim.

n=0
P(x)=1; a=0 ve B(0)=1=0 dir. Yani bir adi nokta s6z konusudur.

0

V=3 na 'y = Zw: n(n-1)ax" dir. Denkleme gidelim ve diizenleyelim :

n=1 n=2

in(n ~a,x"? - i:nanx”’l =0
n=2

n=1
(2.1a,—a) +(3.2a, - 2a,)x + (4.3a, —3a,)x" + -+ + [(n+Dna,, —na,]x"" + -+ =0

Buradan,

n

4,

a, 4 a, _4q
a, = s Ay =—>=—", 44
2! 3 3 4 4!

—_— —_— e — al

> an+l: =
n+l (n+1)!

, e

elde edilir. Buldugumuz bu ¢, degerlerini y= i a x" serisinde yerlestirir ve diizenlersek :
n=0
2 x3 xn+1

X
y=aq,+tax+a—+a—+ - +a
B} B ) " (n+1)!

+ ...

2 3 n+l
X x X
=q,—a,+a|l+x+—+—+ - + + .-
2! 3! (n+1)!
=c, +c,e’
bulunur. Burada ¢ =g, —a, , ¢, =g, olarak alinmis ve
2 3 n+l

x X X X
er=l+x+—+—+ - +
20 3! (n+1)!

4+ e

bagintis1 kullanilmistir.

Ornek.

y'+xy'+(x—1)y=0 diferansiyel denkleminin 5 = i a, ( X — 1)” formunda bir ¢oziimiinii

n=0
bulalim.
x—1=¢ olsun.
ﬁzl ve W _dvdt_dy gi.
dx de dtdx dt
d_zy_i(d_yj_i(@jﬂ_i@}_d_@
dx*  dx\dx dt\ dx )dx dt\ dt dr’

oldugu dikkate alinirsa verilen diferansiyel denklemi, bagimsiz degisken t olmak iizere;
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Y'+(@+1)y +1y=0

formunda yazabiliriz. Ve problem bu denklemin y:i at formunda bir ¢6ziimiiniin

n=0
bulunmasi problemine indirgenmis olur.

y'= Z:na”t"’1 , V' = Zn(n ~Da, "
n=1 n=2
degerleri ile denkleme gidelim :

in(n - l)ant"’2 + i(r + l)nant"’1 + Zw:ant"“ =0
n=l n=0

n=2

Ac¢ilimini yaparak :

[2.1a,+32a +43a,> + - +(n+2(n+Da, 1"+ - |

Hat+2a, +3a + - +nap+ - |+ g +2a+3a 8+

+[a0t+a1t2+a2t3+ e ta "+ }zO

olup diizenlersek,

(2a, +a,)+t(3.2a, +a, + 2a, +a0)+t2(4.3a4 +2a,+3a,+a,)+ -

+(n+1)a,, "+ - }

+"[(n+2)(n+1)a,., +na, +(n+1)a,, +a,,+ - |=0

ve buradan da

a
— — 1
20, +a,=0 = a,=——

a
32a,+a,+2a,+a,=0 = a3=—zo

43a,+2a,+3a,+a,=0 = a4=%

a, a
54a.+3a,+4a, +a. =0 = =20
as+3a,+4a, +a, as

(n+2)(n+1)a,,, +na,+(n+1)a,, +a, =0

n+l

= a _ an+1 _ nan _ an—l

w2 =T (n+1)(l’l+2) (n+1)(n+2)

bulunur. ,, _ > a” de yerine konur ve diizenlenirse,

n=0

y=a,tat-2p_LopyGopty Do DSy
2 6 24 60 40



ve ¢ yerine x—1 konarak,

y:ao(l_(x;1)3 +(x—1)4 +(x—1)5 +...}+a1£(x—l)—(x_1)2 +(x—1)5 +J

24 60

¢Oziim bulunmus olur.

05.06. Diizgiin Tekil Nokta

1.Durum: indis Denkleminin Kéklerinin Kath ve Aralarindaki Farkin Tam Sayi
Olmadigi Durum :

Ornek.

2..n

3x7y'"'-2xy" - (2 +x? ) y =0 diferansiyel denkleminin genel ¢dziimiinii bulalim.

Denklemi O0nce

,,_i ,_2+x2
3xy 3x’

y=0

2-+-x2 1 h. ]§~ : _
olup her ikisi de x=0 noktasi

formunda yazalim. Burada R (x)= _2 , R (x)=-
3

civarinda seriye acilabilirler, yani analitiktir. Dolayistyla

x=0 noktas1 bir diizgiin tekil noktadir ve denklemin y = x“zanx” = zanx”” formunda
n=0 n=0
bir ¢6zlimii olacaktir. Simdi

Y=Y a,(c+n)x"t Ve y'= Zan (c+n)(c+n-1)x""2
n=0 n=0
ile verilen degerlerini denklemde yerine koyalim :
3x’ [aoc(c ~D)x7+a(1+c)ex™ +a,(2+¢)(1+c)x" + -+

l+c

+ oo J—2x[a0cx“"l+al(1+c)x”+a2(2+c)x + oo

n+c—2

+a,(n+c)(n+c-1)x

+a,(n+c)x" "+ - ] —(2 + xz)[aox“ +ax" +a,x+  a X"+ ] =0
olup diizenlenirse
x[3ac(c—1)-2a,c-2a, | +x" [3alc(1 +c¢)—2a,(1+c¢)- 2a1]

+x7[3a,(2+¢)(1+¢)-2a,(2+c)~2a, —a, | + ...

+x"+0[3an(n+c)(n+c—l)—2an (n+c)-2a, —an_2]+
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=x"(3¢’ —5¢-2)a,
+x"[3(1+c)+1][(1+c)-2]q,
{32+ c)+1][(2+¢)-2]a, —a,} T
+x"{[3(n+c)+1]+[(n+c)-2]a,—a,,}+ - =0

Bu olusumda en kiigtik dereceli x i igeren terimin g = 0 varsayimi altinda sifira esitlenmesi

ile indis denklemi bulunacaktir:
a0(302 —50—2):a0(c—2)(3c+1)=0 = ¢=2, ¢ :—%

olup, geri kalan terimlerin katsayilarmin sifira esitlenmesi ile,
[3(1+c)+1][(1+¢)-2]q,=0 = 4,=0

4,

[3(2+c)+1][(2+¢)-2]

[3(2+c)+1][(2+¢)-2]a,-a,=0 = a,=

olur.
[3(}1 +c)+ 1] + [(n +c)— 2] a,—a,,=0 = denrekiirans bagntisi

a

[3(11 + c) + le(n + c) —2]

anz

olarak bulunur.

Rekiirans bagintis1 ve g, =0 gergegi ile birlikte degerlendirilirse,

a4y =as=a,= " =ay,,; = - =0
elde edilir.
¢, =2 igin:

‘”z[xn+2ynﬂin+n—2]:n@;i7)

olur. Buradan,

a4 a, a, ay a,
azz—:—, a4: = = y
2-13 26 4.19 26-4-19 1976

yazilarak

1 1
x :ax2(1+—x2+ xt + j
)=, 260 1976

bulunur.
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olur. Buradan

a, a, a, a, a,
a2:__9 a4:—:——, a6: = — .
2 4(12-7) 40 6(18—7) 2640

yazilarak,

1 1 1
—ax Vi A s
V,(x)=a,x [ 5 X 20 X 5640 X )

bulunur. Genel ¢oziim : y(x) = Ay,(x) + By, (x) yapisinda olacaktir.

Ornek.
2x’y" —xy' +(1—x)y =0 diferansiyel denkleminin genel ¢6ziimiinii bulalim.
Denklemi 6nce

1-x
> y=0

" ]' !
-—— )+
Y 2x Y 2x

formunda yazalim. Burada R, (x):—% , Rz(x):—l_Tx olup her ikisi de x =0 noktasi

civarinda seriye agilabilirler, yani analitiktir. Dolayisiyla x =0 noktas1 bir diizglin tekil

noktadir ve denklemin = x* zan X' = zan x¢  formunda bir ¢6ziimii olacaktir.

n=0 n=0
y'= Zan (c+n)x™ 5 3= ian (c+n)(c+n—1)x"7?
n=0 n=0

ile verilen degerlerini denklemde yerine koyalim:

2x° [aoc(c—l)xc'2 +a,(1+c)ex™ +a,(2+c¢)(1+c)x" + -+

n+c-2 l+e

+a, (n + c)(n +c— l)x + - } —x[aocxc’1 +a,(1+c)x" +a,(2+c)x™ + -
+a,(n+c)x" "+ ] +(1 —x)[aoxc +ax™" +ax+ e +a x"+ ] =0
olur. Bunlar diizenlenirse

x° [Zaoc(c —1)—a,c+ a0] +x"[2a,c(1+c)—a,(1+c)+a —a, |

+x2+c[2a2(2+c)(1+c)—a2(2+c)+a2+al] + ...
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+x"+c[2an(n+c)(n+c—l)—an(n+c)+an —an_1]+

= x° (202 —3c+ l)ao +x'" {[2(1 +c) —1][(1 +c) —1:|a1 — ao}

+xf[2(24¢)-1][(2+¢)-1]a, —a} + -

+x’”"{[2(n+c)—1]+[(n+c)—l]an —an_l} + =0
Bu olusumda, en kiigiik dereceli x igeren terimin g, # 0 varsayimi altinda sifira esitlenmesi

ile indis denklemi bulunacaktir :

a0(2c2—3c+1)=a0(c—1)(2c+1)=0 = ¢=1, c2=%

Geri kalan terimlerin katsayilarinin sifira esitlenmesi ile

[(c+1)(2c—1)}al—aO:O = a

[(c+2)(2c+3)]a2—a1=0 = a,=

(c + 2)(2c + 3)

olup rekiirans bagintisi

{[2(n+c)—l]+[(n+c)—1]an —aH} =0 =

olarak bulunur.
¢, =1 igin:

“TT2(n) —ﬁi(n 1)-1] n(2;_1+1)

olup, bunlardan

aO al aO aZ aO
al = —_—— 5 az = = N a3 = = 2 . .o
1-3 2:5 1-2-3-5 3-7 1-2-37-5-7
elde edilir. Bu degerler kullanilarak

1 1 L
X)=ax| 1+—x+ X+ X
n(x)=a, ( 1-3° 1-2-3-5 1.2.3*.5.7 J

bulunur.
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T[] e

olarak bulunur.

ve bu degerler i¢in

yz(x):aox/;(1+x+ ! x’ ! X+ ]

+ 2
1-3 2-3°-5
yazilabilecektir. Boylece genel ¢oziim :

y(x) = Ay, (x) + By,(x)

yapisinda ifade edilecektir.

Ornek.

Hipergeometrik Denklem : A ve B herhangi iki reel say1 ve C ise tam say1 olmayan
herhangi bir reel dogal say1 olmak {izere ;

x(l—x)y"+[C—(A+B+1)x]y'—ABy=O

ile verilir. x = 0 noktas1 civarinda genel ¢6ziimiinii bulalim.

x=0 noktasimin diizgiin tekil bir nokta oldugu gosterilebilir. Bunun anlami, denklemin
yzi a xe 1le verilen bir seri ¢6ziimiiniin bulunmasidir. | ' ve y” yi denklemde yerine

n=0
koyar ve diizenlersek indis denklemi,

c’ +(C—l)c=0
ve rekiirans bagintist ;
(c+n)(c+n+A+B)+A4B
an+1 = n
(c+n+1)(c+n+C)

olarak bulunur.

Indis denkleminin kokleri ¢ =0 ve ¢,=1-C dir. C nin tam say1r olmamas1 nedeniyle
¢, —c, =C—1 de tam say1 degildir. Indis denkleminin k&kleri katli olmadig1 gibi aralarindaki
fark da tam say1 degildir.

Rekiirans bagitisinda ¢ = 0 koyalim ve diizenleyelim :
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n(n+A+B)+ABa :(A+n)(B+n)

ST T ) (nrC) " (na)(neC)

Buradan,
_AB _ 4B
e TP

_ (A+1)(B+1)  A(A+1)B(B+1)

“ 2(C+1) “ 21C(C+1) “

(A4+2)(B+2)  A(A+1)(A4+2)B(B+1)(B+2)
“TT3(cv2) BT ac(cn)(CH2)

a

elde edilir. Bulunanlar denklemde yerine konursa :

F(A,B,C;x)=l+£x+ A(A+1)B(B+1) 2
1C 21C(C+1)

A(A+1)(4+2)B(B+1)(B+2)
R D D

olmak iizere y,(x)=a,F(4,B,C;x) elde edilir.

F(4,B,C;x) serisi, Hipergeometrik Seri olarak isimlendirilir. —1<x <1 i¢in yakinsak oldugu
kolayca gosterilebilir. @, =1 olarak se¢ilmesi durumunda y,(x)=F ( A, B, C;x) olacaktir.

Bunun anlami, hipergeometrik serinin, hipergeometrik denklemin bir ¢éziimii olmasidir.

Simdi de rekiirans bagmtisinda ¢ =1— C koyalim ve diizenleyelim :

(n+1-C)(n+1+4+B-C)+ 4B (A-C+n+1)(B-C+n+l)
= a =

ot (n+2-C)(n+1) : (n+2-C)(n+1) "

Yukarida yapilanlar tekrarlanir, g, ler a,, cinsinden belirlenir ve g =1 olarak segilirse;
»(x)=x"“F(4-C+1,B-C+1, 2-C :x)
bulunur.

Genel ¢éziim seklinde ifade edilecektir : y(x) = Ay, (x) + By, (x)

2.Durum : indis Denkleminin Koklerinin Kath Oldugu Durum

y:ia yer in denklemde yerine konulup diizenlemenin tamamlanmasindan sonra X in en
n=0
kiigiik kuvveti f(c) olmak lizere



101

" ' 5 .
P(x)y"+B(x)y + B(x)y=a,(c—c,) x'

formunda bir iligki ortaya c¢ikacaktir. x in daha biiyiikk kuvvetlerinin katsayilari, a

n

katsayilarinin aralarinda olusan rekiirans bagintisinin bir sonucu olarak sifir olacaktir.

y nin, x in ve ¢ nin fonksiyonu oldugunu, dolayisiyla ' ve " yi de X in ve ¢ nin
fonksiyonu olarak diisiiniilebilecegini ve tlirevlerin

24342
Oc Oc\ Ox Ox\ Oc oc

o' _o(dy _ﬁ(@]_(a_y)”
oc  ocl ox* ox*\ oc oc

seklinde olusacagi dikkate alinarak, diferansiyel denklemin her iki yanin1 ¢ ye gore tliretelim:

I%(x)(ayj

!

ac +})1(X)(%j +3(X)%=2ao(c_co)xf(6) ta, (C_Co)2 X9 f'(e)Inx

bulunur. Sag yanda ¢ — ¢, bir ¢arpandir, yani ¢ = ¢, i¢in sag yan taraf sifir olmaktadir. Bunun
anlami: (6_)/)

oc
oc

Ornek.

icin son ifadenin sol tarafinin sifir olmasidir. Bu durumda

c=c,

denklemin bir ¢dziimii olur.

C=Cy

x*y"+xy'+x*y=0  diferansiyel denklemi, mertebesi sifir olan Bessel Diferansiyel
Denklemi olarak bilinir. Genel ¢6ziimiinii bulalim.

Denklemi once

2
X

" 1 !
Vi+—y'+—y=0
X X

formunda yazalim. Burada R (x)=1, R,(x)=x" olup her ikisi de x=0 noktasi civarinda
seriye agilabilirler, yani iki fonksiyon da analitiktir.

Dolayistyla x =0 noktasi bir diizgiin tekil noktadir ve denklemin ), — ian x¢t formunda bir
n=0
¢Oziimii olacaktir.

Simdi y’ ve " yii olusturalim ve denkleme gidelim:
x° [aoc(c - l)x"’2 +a, (1 + c)cx”’1 +a, (2 + c)(l + c)x” + -
n+c-2

+an(n+c)(n+c—1)x + J

+x[aocx“”l +a1(1+c)x” +a2(2+c)x”c + - Jran(n+c)x’”“”l + ]



+x° [aoxC +ax" +ax”+ o+ a X"+ } =0
formunda bir ¢6ziimii olacaktir. Bu diizenlenirse
2 2
x [aocz} + 't [al (I1+¢) J +x7" [az (2+c) + ao}
+x3*”[a3(3+c)2 +a1J+ +x””[an(n+c)2 +aHJ+ e =0

olur. Bu olusumda en kiigiik dereceli X1i igeren terimin g =0 varsayimi altinda sifira
esitlenmesi ile indis denklemi bulunacaktir:
ac’=0 = c*=0
Indis denkleminin iki katl1 bir kokii vardir :
¢=c,=0

Geri kalan terimlerin katsayilarinin sifira esitlenmesi ile

a(1+c)'=0 = a=0

a,(2+c) +a,=0 = a, :_(2-7-00)2
a3(3+c)2+a1=0 = a=- 4
(3+c)

olur ki bunlara gore rekiirans bagintisi

an(n+c)2+an_2=0 = anz—m , nz2

olarak bulunur. Buradan,
a=a,=a,=a,= - =0
oldugu goriilmektedir.

Artik verilen denklemin x ve ¢ ye bagh olarak olusturulan ¢oziimii asagidaki gibi
yazilabilecektir :

ao c+2 ao c+4+ ao c+6 + ..
Qe (eer(die) (2ro)(aref(6te)

y(x,c) =a,x° —

olur.

y(x,¢) de ¢=0 koyalim ve », ( x) ¢Oziimiinii bulalim :
y(x,0)=y,(x)

2 e e (_1)k 2k
=a,|l1- >+ == s+ e e+
22(1)° 2%(21)° 2°(3Y) 2% (k1)
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x> xt x° (—l)kxzk
=aq |-t st ot 2
22 24 2°4% 2°4% ... (2k)

+ ..

= ayJ,(x)
Bu sonug yani J,,(x), mertebesi sifir olan Bessel fonksiyonu olarak bilinir.

Simdi de ¥,(x) i bulalim. Bu amagla y(x,c) yi ¢ ye gore tiiretelim :

y(x,0) _

a,| x‘Inx+ —x - 2 ~x“lnx
oc (2+c) (2+c)
2 c+4 2 4+c
- 3 7X 2 37X
(4+c) (2+c) (4+c) (2+c)

1 4+c
t————x ‘Inx+ -
(4+c) (2+c) }

olur. Burada ¢ =0 koyalim :

ay(x,c)
oc

1 ) 1 . X2 ¥ 1
:(IHX)H{l_ZZ(I!)x eyt m}+a°[22(1!)2(1)_24(2!)2(5+1j+ 1
xz x4 1
:yl(x)lnfoa{zz(l!)z (1)—24(2!)2 (5+1j+ }

bulunur. Genel ¢6ziim : y(x) = Ay,(x)+ By,(x) yapisinda olacaktir.

2, 1, 2 ., 2 .
=aq,| Inx+—=x"——x"Inx - x - X
- 0( 23 22 4322 422} 4?2

yz(x) =

Bu denklem bir sonraki boliimde daha kapsamli incelenecektir.

Ornek.
xy"+ y"— y =0 diferansiyel denkleminin genel ¢dziimiinii bulalim.

Denklemi 6nce
" 1 ! ‘x
YVi+—y'——y=0
X X

formunda yazalim. Burada R (x)=1, R,(x)=-x olup her ikisi de x=0 noktasi civarinda

seriye agilabilirler, yani analitik fonksiyonlardir. Dolayisiyla x =0 noktas1 bir diizgiin tekil
noktadir ve denklemin

00

y= Z a,x" formunda bir ¢6ziimii olacaktir.
n=0

y' ve "yl olusturalim ve denklemde yerine koyalim:

x[aoc(c—l)x“2 +a,(1+c)ex™ +a,(2+c)(1+c)x + -
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+a,(n+c)(n+c—1)x"7? + ]

l+c

+|:aocxc—1+a1(1+0)xc+a2(2+c)x +"'+an(n+c)x”“"1+ ]

—[aox“ +ax" +a,x’+ o +a x"™+ } =0

olup bunu diizenleyelim :

xae(c=1)+ac]+x[a(1+c)c+a,(1+c)—a, ]
+x"[a,(2+c)(1+¢)+a,(2+¢)—a |+

+x’”c’1[an(n+c)(n+c—l)+an(n+c)—an_1]+
=xc(cz)a0 +xl[(1+c)2 a, —aOJ +xl+c[(2+c)2a2 —al] +...

+x”+c_l[(n+c)2an—an4}+ e =0

Bu olusumda en kiigiik dereceli X1 igeren terimin 4, =0 varsayimi altinda sifira esitlenmesi
ile indis denklemi bulunacaktir :

a,(c>)=0 = ¢=¢,=0
bulunur. Geri kalan terimlerin katsayilarinin sifira esitlenmesi ile

ay

(1+c¢)'a—a,=0 = al:(1+c)2

(2+¢)Va,—a,=0 = a,= 4 - %

(2 + 0)2 (1 + c)2 (2 + c)2

olup rekiirans bagintisi,

2 a a
— _ n—1 _ 0
(n+c) a,—-a, =0 = a,= =

(n+c)2 (1+c)2(2+c)2 (n+c)2

olarak bulunur.

X ve c¢ nin fonksiyonu olarak ¢oziim :

ao l+c ao 2+c e+ (10 ”+C+ (1)
(rey (rey@eey T (14e) (24¢) - (n+e)

y(x,c)=ax" +

ile verilir.

Burada ¢ =0 konulursa y,(x) bulunur:

x x"
yl(x)=a0{l+x+ﬁ+ +m+ j
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Simdi de y,(x) ibulalm. Bu amagla (1) i ¢ ye gore tiiretip,

e a, x>+ 2 2
—@}(x’c):aolnx X+ GX 2(ln)c——2 ]+ Oz 2 Inx——~-
oc (1+c) l+c (1+c) (2+c) l+c 2+c
ax"* ( 2 2 )
+ 7 3 1nx___ oo + cee
(1+C) (n+c) 1+¢ n+c

olusunca, ¢ =0 koymamiz yeterli olacaktir :

x* 2) aq, (2 2
yz(x)=a01nx 1+X+W+ —I—aox —T —W T+E — e

=y1(x)lnx—a0(2x+ﬁx2+ j

bulunur. Genel ¢éziim : y(x) = 4y,(x) + By,(x) yapisinda olacaktir.

3.Durum : Indis Denkleminin Kékleri Arasindaki Farkin Tam Say1 Oldugu Durum

Indis denkleminin kékleri ¢, ve ¢, V€ ¢ >c, ve ¢ ile ¢, arasindaki fark tam say1 olsun.
Biiyiik kok olan ¢, daima bir ¢oziim verir. Kiigiikk kok olan ¢, ise sorun ¢ikarabilir. Bu
takdirde a,=b, (C — Cz) secimi yapilirsa ¢6ziim

»
oc

c=¢,

yv=A4y| +B

c=c,

ile verilir.

Ornek.
x*y" + (x —x’ ) y'— y =0 diferansiyel denkleminin genel ¢oziimiinii bula-lim.

Denklemi 6nce

" X ! 1
y+—y=-—r=0

X X
formunda yazalim. Burada R (x)=1-x, R,(x)=-1 olup her ikisi de x=0 noktasi
civarinda seriye agilabilirler, yani analitiktir. Dolayisiyla x =0 noktas1 bir diizglin tekil

noktadir ve denklemin y = Zanxcw formunda bir ¢oziimii olacaktir. Simdi y" ve " nin
n=0
verilen degerlerini denklemde yerine koyalim :
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x’ [aoc(c ~D)x 7 +a,(1+c)ex +a,(2+c)(1+c)x + -

+a,(n+c)(n+c—-1)x" 7+ o ]

n+c—1

+(x =2 )[apex ™ +a,(1+¢)x +a,(2+¢)x™ + -+ +a,(n+c)x T+ o ]
—{%ﬁ+agm+aﬂ“ﬂr~-+%ﬂ”+-~J:O

olup diizenleyelim :

x[ac(c—1)+ac—a, | +x"[a,(1+c)c+a(1+c)-a,—a, ]
+x7[ay(2+c)(1+c)+ay(2+c)—a (1+c)—ay |+--.
+x"[a,(n+c)(n+c-1)+a,(n+c)-a, (n+c-1)-a,]+ - =0

Bu olusumda en kiiglik dereceli x igeren terimin g, = 0 varsayimi altinda sifira esitlenmesi ile
indis denklemi bulunacaktir :

ao[c(c—l)+c—1]:O = -1=0 = ¢=1¢=-1

Geri kalan terimlerin katsayilarinin sifira esitlenmesi ile

al[(1+c)2—1}=aoc = al:zcj—)c

4 _ 4
2+c+1 (2+¢)(3+c)

a, [(2+c)2—1]:a1(1+c) = a,=

------------

olup, bdylece rekiirans bagintisi,

1
n+c+l

an—l

an[(n+c)2—l}z(n+c—l)a”71(n+c—1) = a,=

olarak bulunur.
Verilen denklemin X ve ¢ ye bagl olarak olusturulan ¢6ziimii,

ao 1+c¢ ao x2+c F .. a() n+c

2+c (2+0)(3+0) T2ro)Bre) o (nrcrl)”

y(x,c)=ax +
seklinde olusacaktir.
y(x,c) de ¢ =1 koyalim ve y () ¢Oziimiinii bulalim :

1 1 1
v D=y (x)=ax| 1+=x+—x"+ -+ + x" 4 e
YD) =y () =q, L I g ey ]

y(x,c) de ¢, =—1 koyalim ve y, (x) ¢Oziimiinii bulalim :

2

n 2 n
YD = () = [T x b oo e =g T4t et e 4t
2 23 n 2! n!
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dir. Genel ¢6ziim : y(x) = Ay, (x) + By,(x) yapisinda olacaktir.
Ornek.
X’y +xy + (x2 - 1) y =0 diferansiyel denkleminin genel ¢6ziimiinii bulalim.

Denklemi O0nce

N B |
y'+—y+——y=0
X X

formunda yazalim. Burada R (x)=1, R,(x)=x"—1 olup her ikisi de x=0 noktasi
civarinda seriye acilabilirler, yani analitiktirler. Dolayisiyla x=0 noktas1 bir diizgiin tekil

noktadir ve denklemin yzi ax" formunda bir ¢oziimii olacaktir. )’ ve )" yii
n=0

olusturalim ve y ile birlikte denklemde yerine koyalim :

Yy + (60 -1)y =27 [aoc(c—l)x“2 +a,(1+c)ex ™ +a,(2+c)(1+c)x* + -

n+c-2

+a”(n+c)(n+c—1)x + - ]+x[aocxc’l+al(l+c)x”+a2(2+c)x1“+

Il
o

+a, (n+c)x" 4 ] -i—(x2 —1)[a0x” +ax" +ax”+ - +ax"+ J
olup diizenlenirse,
xzy”+)cy’+(x2 —l)y =x"[a0c(c—l)+aoc—ao] +x'"[a,(1+c)c+a,(1+c)-a]

+x2+“[a2(2+c)(1+c)+a2(2+c)—al(l+c)—a2+a0]+--'

+xn+c[an(n+c)(n+c—1)+an(n+c)+an—aH]+
=x“[(cz—1)a0J +x”c[(1+c)2—1}11 +x2+"{[(2+c)2—1Ja2+a0} +

+x"* {[(n +e) - 1:|an + anfz} + =0

bulunur. Burada, en kigiik dereceli Xx igeren terimin g, =0 varsayimi altinda sifira
esitlenmesi ile indis denklemi bulunacaktir:

a,(=1)=0 = -1=0 = ¢=1,¢,=-I
Geri kalan terimlerin katsayilarinin sifira esitlenmesi ile

[(+¢) ~1]a=0 = a=0

a
[(2+c)2 —l}a2 +a,=0 = a, =—W
olup rekiirans bagintisi,
[(n +c) —I:Ian +ta, ,=0 = a,= —;awz, n>2

(n+c)2—1
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olarak bulunur.

Rekiirans bagintisi ve ¢ =0 ger¢egi dikkate alinirsa

Uy=a5=0;= -+ =0y, = -+ =0
oldugu goriilecektir.
Rekiirans bagintisinda ¢ =¢, =1 koyalim:
= ! ! n>2

C(n+1) -1 T a(ne2)

olur ve buradan hareketle,

1 1
ay=——"—"=0,=——=—4a,
o2 212

1 1
a4:— a, =

4(6) " 2231

1 1

“T o) T 2

bulunur. Bunlardan genelleme yaparak

__ _
azk—mao 5 k—l, 2, 3,

yazilir. Indis denkleminin ¢ = ¢, =1 kokiine kars1 gelen ¢dziimii

© _1 " 2
Y(x.0) = y(x1) =y, (x) = %XZ% "

olacaktir.

Simdi de rekiirans bagmtisinda ¢ =c, =—1 kokiinii koyalim :

1 1
a,=———-——a, ,=—————4a
n (n—c)z—l n=2 n(n_z) n=2
bulunur. g, yi bulmak amaciyla n=2 koyacak olursak paydanin sifir olmasi nedeniyle bir
sonu¢ alinamayacaktir. Yani a,, dolayisiyla k>1 olmak iizere q, lar1 belirleyebilmemiz

olanakli olmayacaktir.

Bu asamada indis denkleminin bu kokiinii kullanmadan ¢,, q,, --- katsayilarini ve y(x,c) yi
olusturalim :

a,=—————a a, =— ! a

P Bo)(1+e) T (5+e)(B+e) (140)

Y(x.0)=a,| x° - o ! R (2)

(3+¢)(1+¢) (5+¢)(3+¢)’(1+¢)
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Simdi  a, =, (C—Cz):bo(c+1) ile @, i¢in bir se¢im yapalim ve (2) de bu segimimizi

degerlendirelim:
y(x,0)=by(c+1)| x° - ! X+ ! x4
B (3+c)(1+¢) (5+¢)(3+c) (1+¢)
=by| (c+1)x° - ! X7+ ! Sx+
(3+¢) (5+¢)(3+¢)

=b0xc{(c+1)—( L ey ! x* + }

3+C) (5+c)(3+c)2

Buldugumuz bu y(x,c) ¢6ziimiini, aradigimiz denklemde yerine koyar ve 4 lerin arasindaki
iliskileri degerlendirecek olursak,

x*y"(x,¢) +xy'(x,¢) + (x2 - l)y(x,c) = byx* (c — 1)(c + l)2 =0
elde ederiz. Bu denklemin bir ¢oziimiinii elde edebilmek olanakli ise

y(x’C)L:_l = y(xa_l)

olacag1 acikca goriilmektedir. Bir baska ¢oziimii ise, ayn1 denklemin sag yaninda yer alan
c+1 carpaninin  kuvvetinin  derecesinin 2 olmasi  nedeniyle, dolayisiyla

0 [ (e=1)(c+1)" | =, [ Inx(e=1)(c+1) + 5" (c+1) + 25 (e ~1)(c+1) | =0

ac

iliskisinin ¢ =—1 i¢in de gerceklenmesi nedeniyle

0
e y(x,c)

c=—1

bir ¢6ziim olacaktir.

—@}(x’c)zbox“lnx{(cﬂ)— L ey 1 xt+ ]

oc 3+c¢ (5+c)(3+c)2
. x° x' 2x*
+byx“| 1+ 5= > 5= T
(3+c) (5+c) (3+c) (5+c)(3+c)
olur. c=c,=—1 konulursa :
Gy(x,—l)

»(x)=

- 1 1
Py =byx 1ln)c[(—lﬁtl)— x°+ e }

x° x! 2x* }

+hyx'| 1+ - -

0 [ (-1 (5-17G-1) (5-1)(3-1)

=—lb0xlnx(1—lx2+ J+b0(xl+lx—ix2+ J
2 8 4 64

olup, ¢oziim y(x) = A.y1 + B.y2 yapisinda olusacaktir.
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05.07. Ahstirma Problemleri ve Yanitlari

1) y"-y =0 dif. denkleminin y = z a,x" formunda bir ¢6ziimiinii bulunuz.
n=0

Yanit: y =aq, [l+ix2 L +..]+a1 [x+lx3 Ly +}
21 4! 3! 5!

2) 3xy"+2y'+x’y =0 dif. denkleminin genel ¢dziimiinii bulunuz.

3 6 3 6
Yamt: y=dA| 1=+ X |4 1-
24 2448 30 3420

3)xy"+ y'—y =0 dif. denkleminin genel ¢6ziimiinii bulunuz.

1
@Y

4) xy"-3y'+xy =0 dif. denkleminin genel ¢6ziimiinii bulunuz.

12x3+
3Y

X 1 11
Yanit: y—(A+B1nx)(l+x+ oy +...]—2B(x+(l+5) x +(1+§ +§)

Yanit:

1, 1 . 1, 1 j
=(A+Blnx)| — X+ X —. |+B|1l+—x"+ X +...
y=( )( 224" 22746 ) ( 2" T




6. BOLUM
LEGENDRE VE BESSEL DIFERANSIYEL DENKLEMLERI

06.01. Giris

Bu béliimde konu edilecek olan diferansiyel denklemler ¢cok 6zel olup, ancak kuvvet serileri
ya da seriye acgilimlar yoluyla incelenebildigi i¢cin burada yer almis olmaktadirlar. Bu tiir
denklemler, bazi ¢aligmalar yapilirken bilim insanlarinin karsisina ¢ikar ve bunlarla ugragsmak
yepyeni bir ilgi alan1 olusturur. Iste Legendre ve Bessel Diferansiyel denklemleri de adlari
denklemlere verilmis bilim insanlar tarafindan bulunmustur. Bunlardan biri Adrien Marie
Legendre (1752-1833) olup kendi adiyla anilan diferansiyel denklemi bulmustur. Bunun
sonucunda, yine kendi adiyla anilan Legendre Polinomlar1 ortaya ¢ikmaistir.

Bessel Diferansiyel Denklemi ¢ok daha 6zel bir denklemdir. Bu denklemle ilk ilgilenen
J.Bernoulli olmugsa da denklemi tam olarak ortaya ¢ikaran bilim insanmi1 Friedrich Wilhelm
Bessel (1784-1846) olmustur. Bu denklemi, gezegenlerin hareketleri iizerine yaptig
caligmalar sirasinda gelistirmistir. Bessel diferansiyel denklemi ve ondan elde edilen Bessel
Fonksiyonlar1 uygulamali matematik i¢in onemli bir denklem olup, akiskanlar mekanigi,
elastisite teorisi, potansiel teori, difiizyon ve dalga yayilimi gibi ¢ok farkli ve ¢esitli alanlarda
uygulanabilirligi goriilmektedir. Teorik fizikte de kullanilmaktadir.

06.02. Legendre Diferansiyel Denklemi
Legendre diferansiyel denklemi, [—1,1] araliginda tanimli, +1 noktalarinda kaldirilabilir
tekillige sahip bir denklemdir. Kapali formu Ly =0 seklinde gosterilir. Burada L, Legendre
operatoridiir.

d d . ;

L=2(1-2) S+ p(p+1) 3 pe(0.2))

Denklem Frobenius yontemi ile ¢oziillirse ve
y=Yax" y= D onax""s y" =Y n(n-1)ax"’

n=0 n=0

ifadeleri denklemde yerlerine konursa,

Ly=(1—x2)y”—2xy'+p(p+1)y
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= (1 —xz)in(n ~1)ax"? - ZxZw:na"x”"l +p(p+ l)ianx"

n=0 n=0 n=0

g[—”("—l)—%w(p #1)]ap + Y n(n-1)ax

n=0

= [pz -n*+p —n}anx" + i(n +2)(n+1)a,,,x"

n=-2

M

Il
o

n

ST n e (s 2) s s Je

n=0

=0

elde edilir. Bu esitlikten ¢ikan karakteristik denklem ise

plp+1
o= 2+2r-1)
3.2

------------

4 :_(p+n+1)(p—n)a
"2 (n+2)(n+1) "

seklinde bulunur. Coziimiin sonlu olabilmesi i¢in

a xn+2
lim|—2—<1

n—»0

n
a,x

sart1 saglanmasi gerektiginden, karakteristik denklem yardimiyla elde edilen ¢6ziimiin sonlu
olmasi, ancak n=-p veya , - ~(p+1) seklinde serinin kesilmesi ile olur. Bu sekilde olusan

polinomlara Legendre Polinomlar: denir, dolayisiyla bu polinomlar Legendre diferansiyel
denkleminin ¢oziimiidiir.

Ornek.
p pozitif bir tam say1 olmak iizere
(l—xz)y”—2xy'+p(p+1)y20

diferansiyel denklemine, Legendre Diferansiyel Denklemi denir. Legendre diferansiyel
denkleminin x=0 civarinda bir ¢6ziimiiniin p -inci dereceden bir polinom oldugunu

gosterelim.

x =0 adi bir noktadir. Bu nedenle y= Zan x" formunda bir ¢6zlimiinii arayabiliriz.
n=0

o0 o0
-1 -2
y'= E nax"" , y'= 2 n(n—1)a,x"
n=l1 n=2
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olup, bu degerler ile denkleme gidelim:

0

(1 -x )in(n ~1ax"? - 2§nanx" +p(p+ I)Zanx" =0
n=2 n=1

n=0

in(n ~ax"* - in(n —Da,x" - 2i na,x"+p(p+ l)ia”x” =0

n=2 n=2 n=1 n=0

olup, bunu diizenleyelim:
[2612 +(p2 +p)a0J+x[6a3 +(p2 +p—2)al]+

+x"[(n+2)(n+1)an+2 +(p2+p—n2 —n)an]+ e =0
olur. p*+ p—n*—n=(p-n)(p+n+1) oldugunu dikkate alarak,

4 :_(p—n)(p+n+1)
"2 (n+2)(n+1)

rekiirans bagintisini elde edelim.

Bu bagntiy1 degerlendirerek 4 biiyiikliklerini g, ve g, cinsinden ifade edelim:

:_p(p+1)
? 21
’ 32 !
4o (p=2)(p+3) _(p=2)p(p+1)(p+3)
¢ 43 ? 41 0
__(p=3)(p+d) _(p=3)(p-U)(p2)(p+4)
° 5.4 ’ 51 !

a, lerin bu degerlerini y = Z a,x" de yerine koyalim ve diizenleyelim:
n=0

yzao(l_p(PH)xz+(p—2)p(p+1)(p+3)x4_ j

2! 41

» (x_<p—1><p+z>x3+<p—3><p—1><p+z><p+4>x5_ ] v tay,
: 3! 51

bulunur.

Rekiirans bagintisinda yer alan p—p ¢arpanim dikkate alarak , = p i¢in a,,=0 oldugunu,

dolayisiyla

a,,=a

p+ p+6:ap+8: :0

olacagini sdyleyebiliriz. Buna gore su degerlendirmeyi yapabiliriz:
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(i) p pozitif tek tam say1 ise » > p olmak lizere tiim tek indisli @, ler sifirdir.
(i) p pozitif ¢ift tam say1 ise > p olmak lizere tiim ¢ift indisli @, ler sifirdir.

Bunun anlami : ), veya ), nin derecesi en biiyiik olan x” olmak lizere sonlu sayida terim
icermesidir ; yani p -inci dereceden bir polinom olmasidir.

Son bagintida 4, =0 segelim. y(1) =1 kosulu gergeklenmek kaydiyla p=0, 2, 4, ... i¢in 4,
n alacag degerler ve buna bagl olarak y nin

edindigi yapilar Legendre Polinomlar: olarak adlandirilir. Asagida bu polinomlardan bazilari
verilmistir:

Po(x)zl,zg(x):%(n2 —1),P4(x):%(35x4—30x2+3),---

Simdi de aymi bagintida g, =0 segelim. Yine y(1)=1 baslangic kosulu gerceklenmek
kaydiyla p=1, 3, 5, ... koyalim; bdylece elde edilen Legendre Polnomlari’ndan li¢ tanesi
daha asagida verildigi gibidir :

P(x)=x,P(x) =%(5x3 ~3x),P(x) zé(63x5 = 70x" +15x),...

06.03. Bessel Diferansiyel Denklemi

p -inci mertebeden bir Bessel Diferansiyel Denklemi
xzy”+xy'+(x2 —pz)y:O
seklindedir. Frobenius yontemi ile bir ¢6ziimiinii aragtiralim.
Denklemi 6nce
1 xZ _ pZ

y”+;y’+ = »=0

formunda yazalim. Burada R (x)=1, R,(x)=x"— p’ olup her ikisi de x=0 noktasi

civarinda seriye acilabilirler, yani analitiktirler. Dolayisiyla x=0 noktasi bir diizgiin tekil
noktadir ve denklemin

formunda bir ¢6ziimii olacaktir.

y:Zanx”" 1 ve buradan hareketle olusturulan )’ ve " degerlerini denklemde yerine
n=0

koyduktan sonra gerekli sadelestirmeleri yaparsak,

xc(c2 —pz)ao +x [(c+1)2 —pz}a1 +x”2{[(c+2)2 —pz]a2 +a0} + e
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+x””{[(c+n)2 - g, +an_2}+ =0

olup buradan da,

(= p?)a, =0, [(c+1)'=p* |a =0, | (c+n) = p* |a, +a,, =0
buluruz.

a, ile a_, arasinda olugan rekiirans bagintisi

1

an = _—an—
(c + n)2 - p2 ’
seklinde olusacaktir.

Indis denklemi ¢?— p?>=0 ve kokleri, p negatif olmamak iizere p ve —p dir. c=p

olgusunu rekiirans bagintisinda kullanirsak ¢ =0 ve

a z_;a . n>2 vedolayisiyla a = a; = a; = -+ ve
" n(2p+n) "
a =—;a
Lo 2U(p+1)
R S 1 .
to22(p+2) 7 22p+2)(p+l) "
1 1
a6=— ao

23(p+3) " 2B (p+3)(p+2)(p+)

(_1)k a, (k=1)

a2k=22kk!(p+k)(p+k—1) (p+2)(p+l) ‘

bulunur. Aradigimiz ¢6ziim :

0 0
— € n __ ..p 2k
»n(x)=x E ax"=x {a0+ E a, X }
n=0 k=1

i —1) ¥
:a0xp|:1+;22kk!( ( ) :l

p+k)(p+k-1) - (p+2)(p+1)

olacaktir. a, bilyiikligi, genel olarak g, = ————— olarak segilir. Bu se¢imi son ifade

2T (p+1)

icin degerlendirelim :
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© l)k x2k+p o l)k 2k+p
:— Py =J (x
7 2Pr( * ;22"“’1('1“ (p+k+1) kz_;zzwkvr (pksn) oW
elde edilir.
Ornek.
® 2k-1 w k 2K+l
Zzzk+pk'1£2k) Z o (=1) bagintisin gercekleyelim.
o (p+k+1) =2 kKIT(p+k+2)
Once & =0 a kars: gelen terimi digerlerinden ayirarak
i (Zk) 2k-1 Z.o: (Zk) 2k-1
= 22 | ( p+k+1 2T EID (p+k+1)
yazalim. Simdi de j =k —1 degisken doniisimiini yapalim :
i )le(]"'l) 2(j+1)-1 i ) 2(]+1) 2j+1
=2 ’”“’(]+ )'F(p+]+1+1 =2 2’”’” ]+1)'F(p+]+2)
3 (1) 2(j +1)x :‘Z —1) O
S22 Q)G +)(INT(p+j+2) T2V (p+j+2)
Ornek.

_Z.O: (_l)k x2k+p+2 i (2k) 2k+p
S22 (p+k+2) S22 TKID(p+k+1)

bagintisini1 gergekleyelim.

j=k+1 degisken doniisiimiinii yapalim:

© 1)" x2k+p+2 o ( l)j—l x2(j—l)+p+2
222k+1)+1k'r p+k+2) __121‘42( )+p+1(j_1)!1_,(p+j_1+2)
00 (_1)] x2j+p

2_1:22“”1 (j-)'C(p+j+1)

olup son toplamda pay ve payday: 2 ; ile garparak,

(1) ()0

2j+p

2 'F(p+]+1)
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bulunur. Bu yapidaki bir toplam1 j=1 den degil, j=0 dan baslatirsak j=0 a kars1 gelen
terim sifir olacagindan herhangi bir sey degismez, yani,

© (zj)x2.i+p i (2]) 2j+p

’ 'F(p+]+1 w2 jIT(p+j+1)

2j+
Jj= 1

yazabiliriz. Bu son olusumda da j yerine k alacak olursak istenen sonug elde edilmis olur.

Ornek.
i[ g )}— P J (x) bagntisini gergekleyelim
e xJ a0 =xtd (x g gergekieyelim.

Bessel fonksiyonunu temsil eden seriyi terim terim tiiretelim:

d " d 0 _1 k x2k+p+l
Iy lJpH(x)J:a{x””Z ) ]

w2 KD(k+p+1+1)

S| G2 (ki (k+p+2) | S 27 k2D (k+ p+2)

—i|:i (_l)kx2k+2p+2 ]:i( )k(2k+2p+2) 2k+2p+l

ve 2 (k+p+2)=2(k+p+1)T'(k+p+1)

iliskisi dikkate alinirsa, pay ve paydada bulunan Z(k +p+ 1) carpanlarinin sadelesecegi ve

LAV Y w)
dx - =0 22Hpk' k+p+1) g
iliskisine ulasilacag: goriilecektir.
Ozel olarak p =0 ise;
d
d—x[le(x)] =xJ,(x)
olacaktir.
Ornek.
xJ' (x) = _,U] (x) +xJ 1(x) bagintisini gergekleyelim.
Oncelikle
( l)k 2P 1)k S 2kpl

_pJ (.X)+XJ (X) =—p 2k+p
& kz(;z KIT(p+k+1)

+Z 2A+p 1

k=0 2 k!r(p-i—k)
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yazalim. Simdi de esitligin sag yaninda yer alan ikinci toplamin payimni ve paydasini 2(p+k)

ile carpalim ve (p+k)T'(p+ k) =T(p+k+1) iliskisini dikkate alalim :

k 2k+p k 2k+
2 > (-1) 2(p+k P
_p']p ('x) + x‘]p—l ('x) Z 2k+p ( ) + ( 2k+)p (p )x

12" k'T(p+k+1) =2 kT(p+k+1)

[—p+2 (p+k) ]xzm e (2k+p) ey

—Z o —Z Tor =xJ,(x)

k=0 2 k'r(p-l—k-l—l) =0 2 k'r(p+k+1) g

Ornek.
y=xJ,(x)’in )" =y —=x*J}(x)=0 denkleminin bir ¢6ziimii oldugunu gdsterelim.
J,(x), mertebesi 1 olan Bessel diferansiyel denkleminin bir ¢ziimiidiir.
X () +3J) (%) +(x =1)J,(x) =0
olarak diferansiyel denklemi saglar.

Verilen denklemde ylel(x) koyalim :

[, (0] = [, (0)] =¥, (x) = x[le' ixJ" (x)} - [Jl () + le'(x)J — X (%)

olarak J'(x)=-J,(x) iligkisini ve yukaridaki bagintiy1 dikkate alarak yeniden diizenleyelim :
X2+ 200, (1) = I, (x0) = 3] (1) + 27, () = 20 (x) + 5] () + (37 = 1), () =0
bulunur.

Ornek.

y= \/;J3/2 (x) in X" +(x2 —2) v =0 denkleminin bir ¢dziimii oldugunu gésterelim.

J3/2 (X), mertebesi 3 olan Bessel diferansiyel denkleminin bir ¢oziimiidiir.
2

" ! 9
szz/z (%) + xJ3,(x) + (xz - Zj Jy,(x)=0
Verilen denklemde y =\/;J3/2 (x) koyalim :

x2 [\/;JM (x)}” + ()c2 — 2)\/;J3/2(x) =

yazilirsa, ara islemlerden sonra
2 qn ’ 2 9
=+/x {x 3 () + xJ 5, (x) + (x —Zj.]m(x)} =0

olur. Bu sonug, ilk bagint1 dikkate alinarak bulunur.



7. BOLUM

DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN INCELENMESINDE
SAYISAL HESABIN KULLANILMASI

07.01. Giris

Diferansiyel denklemler kismi analitik ¢dzlimlere sahiptirler. Ancak, uygu-lamali bilimlerde
karsilagilan diferansiyel denklemlerin biiylik bir cogunlugu analitik olarak, kapali ¢oziimler
vermezler. Bu diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri i¢in sayisal yontemlerin hemen hemen
hepsi belli noktalarda belli sayisal sonuglar verir, fakat problem bir ¢oziime sahip degilse
bunlarin hi¢bir anlami1 yoktur.

n. mertebeden adi diferansiyel denklem eger y' = f (x, VoV 'sns y(”’”) konumuna

getirilebiliyorsa ve ilk boliimde ifade edilen Lipschitz kosullarmi sagliyorsa, bu domende
boyle bir diferansiyel denklemin G(X,Y,c,...c,)=0 seklindeki genel ¢6ziimii n tane keyfi
sabit iceren bir egri ailesidir.

Diferansiyel denklem hangi tiirden olursa olsun, belli kosullarda ¢ozliim egrisi iizerindeki
noktalarin sayisal olarak belirlenmesi Sayisal Céziim olarak ifade edilir. Her ¢6ziimde esas,
diferansiyel denklemi 1. mertebeden bir adi diferansiyel denkleme ya da adi diferansiyel
denklem sistemine indirgemektir. Yani diferansiyel denklemin sayisal c¢ozlimlerde,
f(x,»,y")=0seklinde 1. mertebeden adi diferansiyel denklemin sayisal ¢dziimlerinden hareket

edilir.
Adi diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimlerinde ¢6ziim egrisi ya da ¢oziim yiizeyini

bulmak i¢in bazi kosullarin verilmesi gerekir. Verilen bu 6n kosullara gore diferansiyel
denklemler gruplara ayrilir.

07.02. Baslangic Deger Problemleri

f ( X, Yy e, D,y ) =0 seklinde n. mertebeden adi diferansiyel denklemin x =a (baslangic

noktasinda) y(a), y'(a),..., y" (a) gibi n tane degeri veriliyorsa, bu Baslangi¢c Deger Problemi

adim1 alir. Burada hedef, bu noktanin sagina ya da soluna dogru hareket ederek diger
noktalardaki ¢6zlimlerin bulunmasidir.

{y'=f(x,y)
V(%) =y,
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seklindeki baslangic deger probleminin ¢ézliimiiniin varlig1 ve tekligi asagidaki teoremlerle
gosterilebilir.

07.03. Teorem. (Varlik Teoremi)

Bger f(x,y) fonksiyonu, R={(x,y):[x—x,|<a,

y— yO|S ﬁ} seklinde tanimlanmis bir R
dikdortgen bdlgesinde siirekli ise baslangi¢ deger problemi |x - x,|< min(a, /M) igin y(x)
seklinde bir ¢6ziime sahiptir. Burada M, R dikdortgen bolgesinde f(x,y) nin maksimum
degeridir.

07.04. Teorem (Teklik Teoremi)

Eger f(x,y)ve g , R={(x,y):|x—x0|Sa,
ox

y— y0|£ ,B} seklinde tanimlanmis bir dikdortgen

bolgede siirekli iseler, baslangic deger problemi |x—x0|Smin(a, P/ M) araliginda tek bir
¢Ozlime sahiptir.

07.05. Simir Deger Problemleri
f(x, VoV y(")):O seklindeki n. mertebeden adi diferansiyel denklemim tanimli oldugu

aralikta 2 veya daha fazla noktada toplam olarak n tane degeri biliniyorsa buna Simir Deger
Problemi denir.

x(a)=a,x'(a)=p

seklindeki baslangi¢c deger problemi x, =x ve x, =x' denerek asagidaki sekilde 1. derece bir

{x"=f(t,x,x’)

denklem sistemine doniistiiriilebilir.
{xi =X, x(a)=«a
x, = f(t,x,x") X,(a)=f
Bu sekilde problem kolayca ¢oziilebilir.

x"= f(t,x,x") o L :
Ancak, seklindeki problem i¢in baslangic deger problem yontemleri

x(a)=a,x(b)=p

uygun olmayacaktir. Bu problem tipik bir sinir deger problemidir.

07.06. Seri Yontemleri

07.06.01. Taylor Serisi Yontemi

y'=f(x,y), y(x,) =y, baslangic deger problemi verilsin.
y(x) = a, +a,(x—x,)+a,(x—x,)" +... seklinde bir 6zel ¢éziim alinsin. x=x, da y(x,),
'(%y) 50 "V (x,) tirevleri mevcutsa, diferansiyel denklemin ¢6ziimii seri yontemiyle

hesaplanabilir. Aranan y(x) fonksiyonu x, noktasi civarinda Taylor serisine agilirsa
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Y= y<x0)+y(°)(x x4+ L 0)(x x)t + L °)(x x) .

veya x=x,+h ise

y(x)=y(x0+h)=y(xo)+y§ °)h+y"§|°)h2 y3( ) iy

yazilabilir. Serinin tiirev degerlerine bakacak olursak;

y'=f(x,y)
y"=fp)=f00)+ [ (0!
y"= ") =0+ [y T
= [ )+ £, ()Y £, () y'+ £, () 2+ £, (6, 0) y"

= [ )+ 21, (6 '+ £, (5, 0y + £, (x5, 9) "

Ornek.

Zy =x—-y ve x,=1,y, =2 baslangi¢ sartlar1 veriliyor. #=0.2 icin Taylor serisini ilk 3
X

terime acarak y, ve y, degerlerini bulunuz.
=y(1.2)=y(1+0.2)=y()+ yl—('l)(O.z) + )/2—('1)(0.2)2

y()=2
y()=1-2=-1

y"zl—y':>y"(l)=1—(—1):2

y, = 2—1(0.2)+§(0.o4) =1.84

= y(1.4) = y(1.2+02) = y(1.2)+ 2 (11'-2) 0.2)+ (21 2) 027
y'(1.2)=12-1.84=-0.64
y"(1.2)=1-(-0.64) =1.64
~1.84-0.64(02)+122(0.04) = 204
Ornek.
y'=1+32, y(1) = 0 baslangig deger problemi verilsin. 4 =0.2 olmak iizere y(1.2) degerini
t

Taylor seri yontemi ile toplama 4 terim katarak bulunuz.
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1(1.2) = ¥(1) +#(o.z) +%(0.2)2 +%(o.2)3

y(1)=0
y'(1)=1+3%=1

=143 232 o vy =1435 230 2 g
tF 1 1

y" y' y 4 1 0
wo3? 62 L6X o vy =32 62160 =6
yr=3 6oy = y () =37-60467

1(1.2) =0+1(0.2) +%(o.o4) + g(o.oog) =0.288

07.06.02. Picard iterasyon Yontemi

y'=f(x,y), y(x,)=y, baslangic deger problemi verilsin. Z—y f(x,y)=dy= f(x,y)dx

x =
haline gelir. Bunun her iki yanini [xo, x] araliginda integre edersek;

[dy=] fe vy
V)= 3(5) = [ £ 0

y(x) = y(x0)+j f(x,y)dx elde edilir. y' i¢in ilk yaklasim y yerine y, koymakla elde

X0

edilir.
V=Vt jf(xayo)dx
Bunu y ig¢in verilen denklemde yerine koyup tekrar integre edersek

YV, =Y, + J‘ f(x,y,)dx ikinci yaklasgimim elde ederiz. Islem, bu yolla istenilen sayida tekrar

edilirse n. yaklagim

yn :yO+J.f(‘x>yn—l)dx

X0

olarak bulunur.
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Ornek.
y'=x+y, y(0)=1 baslangi¢c deger probleminin x =0.1’deki ¢oziimiinii Picard yontemi ile

3 iterasyonla bulunuz.

dy = (x+y)dx = [ dy = [ (x+y)dx = y(x) = p(0) + [ (x + y)dx

X x 2
3= y(O)+ [ (et yy)dr =1+ [ (et Ddr =147+ x
0 0

X x 2 3
32 Zy(0)+_[(x+yl)dx:1+J.(x+1+x+x?)dx:1+x+x2+%
0 0

P x 3 3 4
Vs :y(0)+_[()c+y2)abc:1+J.()c+l+x+)c2 +%)dx=1+x+x2 +x_+;_4
0 0

y(x) = y;(x) = y(0.1) = y,(0.1)

B , (0.1)° (0.1)4:
¥5(0.1) =1+(0.1)+(0.1) +—3 +—24 1.11032

07.07. Tek Adim Yontemleri

Bir y'= f(x,y) baslangi¢ deger probleminin her bir adimdaki ¢ézlimiinii, bir 6nceki adimda

verilenler yardimiyla yaklasik olarak bulmay1 saglayan yontemler, tek adim yontemleri olarak
adlandirilir.

07.07.01. Euler Yontemi

Taylor serisinin ilk iki terimini alarak hesaplanan ve birinci mertebeden tiirevleri kapsayan
acinim Euler yontemidir. Bu yontemde bir x; noktasindaki bagimli degiskenin degeri, 6nceki
noktadan gecen bir dogru boyunca ekstrapolasyon ile bulunur.

y'=f(x,y), y(x,) =y, baslangi¢ deger probleminin y(x, +/) degeri ;
y(xg +h) =y +hy'(x) = v, +hf (x4, 1)
seklinde elde edilir.

x, = x,+h alirsak,
y(x;) = y(xo) +hf (xy, )
X, =X, +2h alirsak,

y(xz):y(x1)+hf(xlay1)

seklinde devam edersek ;
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YVia =Y, +hf (x,,,) elde edilir.
Ornek.

2 o ..
y'= 2x+y ve y(1) = 0 baslangic deger problemi veriliyor. y(1.2) ve y(1.4) degerlerini Euler

yontemi ile bulunuz.

Py =Y 1y =0, h=02
2y—x
y(x,) = y(x,) +hf (x4, ¥,) = y(1.2) = (1) +(0.2) £(1,0)
B 2)+0_
= y(12)= 0+(o.2)—2(0)_1 0.4
y(x,)=y(x)+hf (x,y) = y1.4)=y(1.2)+(0.2) £(1.2,-0.4)
o 212)-04 _
— y(1.4) = o.4+(o.2)—2(_0.4)_1.2 0.6
Ornek.

y'=x+ 32 ve y(1) =0 baslangic deger problemi ve & =0.2 veriliyor.
X

a) y(1.2) degerini 4 terime acarak Taylor seri yontemi ile
b) y(1.4) degerini Euler yontemi ile bulunuz.

a) y(1.2) = y(1)+ y'1)(0.2) +%('1)(0.2)2 +%('1)(0.2)3

y)=0
y'(H=1

y":1+3(y );;yj:y"(l):4

m "x B ' 'xz B 2x m
’ :3[y xzy Y E Yo vy =6

¥, =y(1.2)=0+1(0.2) + %(0.04) +g(0.008) =0.288
b) ¥, =y +hf (x0, 1)
v, =y(1.4)=0.288 + (0.2)(1.2—% 3%) =0.672

Ornek.

y'+y=3x ve y(0)=1 baslangi¢ deger problemi verilsin. #=0.2 i¢in [0,1] araligindaki
degerleri Euler yontemi ile hesaplayiniz.
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y'=f(x,y)=3x-y

7£(0.2) = y(0)+(0.2) £(0,1) =1+ (0.2)(3(0) = 1) = 0.8

7(0.4) = »(0.2)+(0.2) £(0.2,0.8) = 0.8+ (0.2)(3(0.2) — 0.8) = 0.76

7(0.6) = y(0.4)+(0.2) 1(0.4,0.76) = 0.76 + (0.2)(3(0.4) — 0.76) = 0.848
7(0.8) = »(0.6)+(0.2) £(0.6,0.848) = 0.848 + (0.2)(3(0.6) — 0.848) = 1.0384
7 @)= »(0.8)+(0.2) £(0.8,1.384) =1.0384 + (0.2)(3(0.8) —1.0384) = 1.31072

07.07.02. Diizeltilmis Euler ve Huen Yontemi

Bu yontemde sadece birinci adimda egri lizerindeki bir noktadan baglanir. Daha sonraki
adimlarda hep egrinin disinda olan noktalarda hareket s6z konusu oldugundan baslangic
noktasindan uzaklastik¢a hatalarin biiyiiyecegi agiktir. Bu hatalar1 bir miktar gidermek i¢in
integral hesaptan faydalanarak degisik formiiller kullanilir.

D)y, =y +hf (Basit Euler Formiilii)

Dy =y+hf(x, + g, Vv, + % 1) (Euler Orta Nokta Formiilii)

3) vy, =y + g[ fi+ f(x, +h,y +hf)] (Euler Yamuk Formiilii-Huen Y 6ntemi)
Ornek.

y'=y—t"+1ve y(0)=0.5 baslangic deger probleminin # =0.2 deki ¢dziimiinii
a) Euler Orta Nokta formiilii ile
b) Euler Yamuk formiilii ile bulunuz.

a) f(t,y)=y—1>+1,14,=0, y,=0.5, h=0.2

h h
yl :y0+hf(t0+59y0 +Ef0)
fo=/(0,05)=05-0+1=1.5

y,=0.5+(0.2) £(0 +¥,0.5 +02;21.5) =0.5+(0.2) £(0.1,0.65) = 0.828

b) 3, =y, +§[fo Lty +hyy + )]

y, = 0.5+02;2[1.5+f(0.2,0.5+0.2(1.5))] =0.826

07.07.03. Runge-Kutta Yontemleri

a) I1. Mertebe Runge-Kutta :

Runge-Kutta yontemleri yiiksek mertebeden tiirevleri hesaplamaya katmadan, Taylor serisi
temelinde gelistirilen yontemlerin, istenen egim degerinin dogrulugunun belirlenmesi esasina
dayanir.
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y'=f(x,y) ve y(x,)=yp, verilmis olsun. h=x,6 —x, olmak iizere x, noktasindaki
y(x,,) =y, ¢Ozimi,
ky = hf (x;, ;)
k, = hf (x, + mh,y, + mk,) olmak tlizere
Y., =V, +ak, +bk, (1)

seklinde bulunur. Burada a, b ve m sabittirlerdir. y(x) fonksiyonunu 2.mertebeden tiirevli
terimlere kadar Taylor serisine agarsak

y( ) »"(x;)
21

y(x) = y(x) +—=(x—x)+ (r—x,)’

x=x,, alrsakve y"(x,) yerine f (x,y,)+ f,(x,,¥,)f(x,,y,) yazarsak,

y(xl_ﬂ) _ y(xl-)+ y'i)'ci) (le _x[)_{_ fx(xnyi)+fy§)'cwyi)f(xi’yi) (le _xi)z
)= 0(5) =y ) =) HEI LT DT
(2)
elde edilir.
of of

f(x, +mh,y, -i-mkl)zf(x,y)—i-a—mh—i-a—mk1
X

olacagindan

ky =hf (x, +mh, y, + mk) = h{f(x,y)+%mh +%m[g} zhf(x,y)+%mh2 +%mhk1

yazilir. k, = hf (x,,y,) vek, = hf (x,y) + f +2lmhk degerlerini (1) de yerine yazarsak ;
Y

Vin = y,+ahf(x,ayl)+b[hf(x M+ f +%mhk}

Vin =Y, =(a+D)hf (x,,3,) +bmh{ af %} 3)

(2) ile (3) 1 birbirine esitlersek ;

2

P+ [ .G+ £, ) ) [ o

= (a+b)hf (x5 ) +bmh* [ f.(x,3)+ [, (6 2) f (%3 ]
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Buradan a+b=1 ve bm =% denklemleri cikar. ki denklem ve ii¢ bilinmeyen oldugundan

biri keyfi sabit olarak segilir.

m=1 alimirsa g =—, b :% olur. Bu durumda,

1
2
ky = hf (x;, ;)

1
=y, +=(k +k
k2=hf(x,-+h,y,-+k1)} Sl

olarak bulunur.

b) IV. Mertebe Runge-Kutta :

Taylor serisine 4.mertebeden tiirevleri de eklersek
ky = hf (x,,,)

k, = hf (x, + mh,y, + mk))

ky, = hf (x, + nh, y, + nk,)

k, =hf (x,+rh,y, +rk,)

olmak tizere

Vi =Y, +ak, + Dbk, +ck; +dk, seklinde bulunur.

a,b,c,d,m,nver degerlerini hesaplamak istersek, yedi bilinmeyenli, yediden az denklem ile
lineer ya da lineer olmayan denklem sistemi ortaya ¢ikar. O halde

m:l,n:l,rzl,a:l,b:l,c:l ve a’:l olarak secersek ;
2 3 3 6
k= hf(x;,y,)

1 1
k,=hf(x,+—h,y. +—k
2 f(‘xt 2 yl 2 1)

1 1
k.=hf(x. +—h,y. +—k
3 f(xt 2 yl 2 2)

k,=hf(x,+h,y, +k;)
ve
Yin = Vi +é[k1 + 2k, + 2k, +k4]

olarak bulunur.
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Ornek.

y'=—xy’ve y(2) = 1 baslangic deger problemi veriliyor. #=0.1igin 2.mertebe Runge-Kutta
ile ¢oziiniiz.

k= hf (x,,5,) =(0.1) f(2,1) = (0.1)(-2(1)) =-0.2
ky =hf (xy+h,y, +k)=(0.1)£(2.1,0.8) = (0.1)(-2.1(0.8)*) = —0.1344

Y=Y +%(k1 +k))= 1+%(—0.2—0.1344) =0.8328

Ornek.

y'+y=3x ve y(0)=1 baslangi¢ deger problemi verilsin. x=0.2 deki ¢oéziimi 2. ve 4.
mertebeden Runge-Kutta ile ¢oziiniiz.

2.mertebe :

y'=flxy)=3x-y

k. =hf(x,,v,)=(0.2)f(0,1)=-0.2

k, =hf(x,+h,y,+k)=(0.2)/(0.2,-0.8) =-0.04

1(0.2) = »(0) +%(k1 +ky)=1 +%(—o.2 ~0.04)=0.88

4.mertebe :
k=1 (30, 7) = (0.2) £ (0,1) =—0.2

k, =hf(x, +g,y0 +%) =(0.2)(3(0.1)-0.8) =—0.1

k, = hf (x, +§, ¥, +k2—2) = (0.2)(3(0.1) = 0.95) = -0.13
k, = hf (x, +h, y, +k;) = (0.2)(3(0.2) - 0.87) = —0.054

»(0.2)=y(0)+ %[—0.2 +2(-0.1)+2(-0.13) - 0.054] =0.881

07.08. Cok Adim Yontemleri

Cok adimli yontemlerin ¢ogunda ¢oziime baslarken kullanilabilecek bazi bilgiler mevcuttur.
Bu bilgiler elde olduguna gore, bu bilgileri kullanarak ¢ok nokta kullanan bir yonteme
doniistiiriilebilir. Bu yontemlerin temel prensibi, gegmis bagimli degisken degeri( y ) ve/veya
bagimli degisken tiirev (') degerleri kullanilarak bu degerlere egri uydurup, bulunan
fonksiyonun entegralini alip ¢6ziime ulasmay1 hedeflemektir.
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07.08.01. Adams Yontemi

Bu yontem, diger yontemlere gore ¢ok daha fazla kullanilan ve kararsizliklari olmayan bir
yontem olarak bilinir.

Iki Noktali Adams Yéntemi : y'= f(x,y) diferansiyel denklemi verilsin. x,, ve x,
noktalarindaki y, | ve y, degerlerinin bilindigini varsayalim. O halde verilen diferansiyel

denklemi integre edelim (x; ’den x,,,’e).

Fr=frem=[a=] reni= ywo-re0= | e
f‘(x, y();)) =a,+ax | seklinctie kabul edilirse ; |

y(x,) = y(x,) + j (ay + a,x)dx

x,=—-h,x=0,x, =h alinirsa;

h2
y(x,)=y(x,)+a,h+a, 7

elde edilir. Burada g, ve g, bilinmeyendir. Bunlarin bulunabilmesi i¢in f(x, y(x)) = q, +a,x
fonksiyonu (x,_,, f, ;) ve (x,, f;) noktalarindan gegecegine gore ;

fi=a,+ax,

fio=a,+ax_vex, =0, x,_, =—h yazlirsa;

a, = f;veq, = %( f,— ) elde edilir. Bu degerleri denklemde yerine yazarsak;

Vin = Vi + %(3f,- — f._,)elde edilir.

Ornek.
y'=—-x+yve y(0)=2 baslangi¢ deger problemi veriliyor. y(0.1)degerini Euler yontemiyle
hesapladiktan sonra y(0.2) degerini iki noktali Adams kestirme yontemini kullanarak

bulunuz.
W=+ hf (%, )
»=2+(0.1)1(0,2)=2+(0.1)2=2.2

h
) :y1+5(3f1_f0), fl =-0.1+22=2.1

y, = 2.2+%(3(2.1)—2) =2.415
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U¢ Noktah Adams Yontemi : y'= f(x,y) diferansiyel denklemi verilsin. Bu denklemi
kullanarak y(x,,)—y(x,) = J- f(u,y(u))du ifadesini yazabiliriz. Integral igerisindeki

polinom 2.dereceden bir polinom olarak alinirsa
f(x,y)=a, +ax+a,x’ olacagindan

Xig1

2
y(x,)—y(x,) = .[ (a, +au+a,u)du
X
ve x,=0, x,, =h alinirsa;
2 3 2

Y5 = Y+ b+ by = ) B+ )

elde edilir. Burada g, , a, ve a, bilinmeyenlerdir. Bunlarin bulunabilmesi i¢in
f(x,y)=a, +ax+a,x* fonksiyonunun (x, f,), (x,_, /), (x,,,f,,) noktalarindan ge¢me
kosulu kullanilirsa ;

_ 2
fi=a,+ax +a,x
foo=a,+ax,_, +ax,_’
i—1 0 17i-1 27Vi—-1
_ 2 _ — — .
fi,=a,+ax, ,+ax, , vex;=0, x_, =—h, x,_, ==2h yazilirsa;
fi=a

_ 2
fi,=a,—ah+a,h

f._, =a, —2a,h+4a,h’ denklemlerinden;

h
Yinn = Vi +g(5ﬁ—2 —16f,,+23f)

elde edilir.

Ornek.

y'=y+x* ve y(0)=-1 baslangi¢ deger problemi veriliyor. 4 =0.5 alarak ¢dziime ait iki
noktayr Euler formiilii ile elde ettikten sonra y(1.5) degerini {i¢ nokta Adams kestirme
yontemi ile bulunuz.

» = (0.5)=y(0)+(0.5) f(0,-1) =-1+(0.5)(-1) =—-1.5
y, = y(1) = »(0.5)+(0.5) £(0.5,—-1.5) = =1.5+(0.5)(=1.25) = -2.125

y, = p(1.5) = y(l)+O—65[5(—1)—16(—1.25)+23(—1.125)] = —4.84375
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Dort Noktali Adams Yontemi :
h
Yinn = Vi +ﬂ(_9fi—3 +37f.,-59/.,+551)

07.08.02. Adams-Bashforth-Moulton Yontemi

Bu yontemde kestirme yontemlerinde bulunan formiillerin daha hassas sonuglar verecek
sekilde diizeltilmesi imkanlari tizerinde durulacaktir.

iki Noktah Kestirme Diizeltme Formiilleri :
Kestirme yontemlerinde oOnceki iki noktanin bilinmesi halinde yeni bir noktanin
Via =V, +§(3 f,— f;.,) formiilii ile hesaplanabilecegi ifade edilmisti. O halde mevcut iki yeni

noktadan gegen Lagrange Enterpolasyon formiilii yazilabilir. Bu noktalar (x,, f,), (x,,, f..,)
noktalar1 olsun.

(x=x.,) (x—x;) /i Jin
L = Las 4+ ! i =_ZL —X. +l_+ —X.
)= T e = e e )
yi+1:yi+l|:_f(x_xi+l)+%l ()C—)Cl-) X, xi:()ale:h

_ /Iz b f;+1 h
—yi—zv([(x—h)dx+7j.xdx

0

hf.  hf h
=yi+§+%=yi+5<ﬁ+ﬁ+l>

h
yfrl =V +E(3fi —fi)

h
yi[:l =) +E(f; + fi1)

Ornek.

y'=2x+.y ve y(0)=2 baslangic deger problemi veriliyor. y(0.4) degerini kestirme
diizeltme formiilii ile hesaplaymiz. 7 =0.2 gj;.

¥ =1(0.2) =y, +hf (0, 3,) =2+(0.2) £(0,2) =2 +(0.2)(1.4142) = 2.2828
V= n 4205 1)
fo =1.4142, £, =1.9109

vy =2.2828 +%(3(1.9109) —1.4142)=2.7146
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h
w=n+S (it 1)
£, =2(0.2)+~/2.7146 =2.4476
D 0.2
vy =2.2828+—-(1.9109+2.4476) = 2.7186

Uc Noktah Kestirme Diizeltme Formiilleri :

h
Y= 25 (5Fa 164, + 231)

h
yi[:l =V +E(5fi+1 +8f,— fi)
Dort Noktali Kestirme Diizeltme Formiilleri :

h
yilil =V +ﬁ(_9f;—2 +37fz>2 _59f;—1 + SSfi)

h
y,-?l =) +ﬂ(‘f;—2 =5/, +194,497.)

07.08.03. Milne Yontemi

Bu yontemin de baslatilabilmesi i¢in y,,, den onceki ii¢ degerin yani y,, y,,, y, , nin baska
bir yontemle bulunmasi gerekir.

Deneme formiili > Vin = Vis +4?h(2fi _fH + 2111'72)

Diizeltme formiilii ; y =y, +§( foa+afi+ 1)

Ornek.

Asagidaki tabloda y'=—-2x — y diferansiyel esitliginin tek adimli bir yontemle belirlenmis ilk
dort degeri verilmistir. y(0.4) degerini Milne yontemi ile bulunuz.

x y S(x,)

0.0 1 22(0.0)-(-1)=1
0.1 -0.9143122 0.7145123
0.2 -0.8561923 0.4561923
0.3 -0.8224547 0.2224547

Y4 Zyo"‘%(zf:«; - L+21)
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4(0.1)
3
=-0.8109678
£, ==2(0.4)— (—0.8109678) = 0.0109678

=-1+ (2(0.2224547)-0.4561923 +2(0.714123))

Ya :y2+§(f2+4f3+f4)

=-0.8561923 + %(0.0109678 +4(0.2224547)+0.4561923)

=-0.810959

07.09. Birinci Mertebeden Adi Diferansiyel Denklem Sistemleri

Bu uygulamalarda karsimiza birden fazla birinci mertebeden adi diferansiyel denklemler
cikabilir. Boyle bir denklem sistemi genel olarak

y; = fi(xaylayza"'aym) 4 (izl’z""’m)
yi(XO):y[O

seklinde m tane baslangi¢ sart1 ile beraber yazilabilir. Burada x bagimsiz degiskeni y, ise

bagimli degiskenleri gostermektedir. Bu tip denklem sistemini ¢ézmek i¢in yukarida verilen
herhangi bir yontem kullanilabilir.

Euler Yonteminin Sistemlere Uygulanis :

V.= fi(X, V), Vs y,) Sistemi  ve y,(x,)=y, baslangic sartlarmi gbéz Oniine alalim
(i=12,..m) . Bu sisteme Euler ile ¢6zim yontemi sdyle uygulanir.
Vi (% +h) = Yo + i (Xgs Vigs Vagses Vo) s (0 =1,2,...,m)

Ornek.

»=2x+ 3 -y,
¥, =x=2y,+3y,
»,(0.1) ve ,(0.1) degerlerini bulunuz.

} denklem sistemi y,(0)=1, y,(0)=-1 baslangi¢c degerleri ile veriliyor.

Sh=2x+y-y,

fy=x=2y,+3y,

£,00,1,=1)=2(0)+1-(-1) =2

£,(0,1,-1)=0-2(1)+3(-1) = =5
1,(0.1)=y,(0)+Af(0,1,-1) =1+(0.1)2=1.2
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¥,(0.1)=y,(0)+ A (0,1,-1) =-1+(0.1)(-5) =-1.5

Huen Yonteminin Sistemlere Uygulanisi :
y'=10xp,2) y(%) =y,

z'=g(x,y,z) z(x,) =z, baslangi¢ deger problemini ele alalm. y(x,+h) ve z(x,+h)
degerini Euler yontemi ile ;

V(% +h) = y(xo) +hf (X5, Y95 2,)

z(x, +h) =z(x,)+ hg(x,, ¥, 2,)
seklinde hesaplayabiliyorduk. Eger x, ve x,+/ deki egimlerin aritmetik ortalamasi alinirsa
gercege yakin sonuglar elde edilebilecegini biliyoruz. O halde x, daki egim y'(x,) ve z'(x,)
ile x, +/ daki Euler yontemi ile bulunan

Y (xy + 1) = y(x0) + hf (X0, ¥95 20)

20 (xy + 1) = z(x,) + hg (x5 Vo» Z,)
degerlerinin f ve g de yerlerine yazilmalariyla

y'(x, +h) = f(x,+h,y",z")

z'(x, +h) = g(x, +h,y",z")

seklinde bulunur. Boylece

2

y(z)(xo +h) ZJ’(xo)+h|:

@O M
Z(z)(xo +h) :Z(x0)+h{g(x0’y0’zo)+g2(x0 +hay »Z )i|

ikinci tahmin denklemleri bulunur. Benzer islemlere devam edilerek y* , z* ve daha
sonrakiler hesaplanir.

Ornek.

y'=y—z+2x

Z':—2y+3z+x}

Denklem sistemi y(0) = 1 , z(0) = -1 baslangi¢ degerleri ile veriliyor.
h=0.5 alarak sistemi Huen yontemi ile ¢oziiniiz.
f(x,y,z)=y—z+2x

g(x,y,z)=-2y+3z+x
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f00,1,-)=2, g(0,1,-1)=-5
y(0.5) = y(0)+(0.5) £(0,1,-1) =2
z0(0.5) = g(0)+(0.5)g(0,1,—-1) =-3.5
1'(0.5) = £(0.5,2,-3.5)=6.5

2'(0.5) = g(0.5,2,-3.5) = —14

2+6.5

y<2>(0.5)=1+0.5[ }:3.125

z2(0.5)=-1 +o.5[_5;14} =-5,375

Runge-Kutta Yonteminin Sistemlere Uygulanisi :
y'= f(x,y,z)} y(x,) =,
Z':g(xayaz) Z(xo)zzo

kl :hf(xiayiazj)
ky=hf(x,+h,y, +k,z +k)

baslangi¢ deger problemini ele alalim. 4 = x,,, — x, olmak {izere;

1
} y(x; +h) =) +E(k1 +k,)

11 = hg(xiaynzi)

|
A
lzzhg(xi+h,yi+ll,zl.+ll)} 2ty =z+20 k)

Ornek.

y"+3y+2y=e>, p(0)=1, y'(0)=2 2.mertebeden sabit katsayili lineer diferansiyel

denklemi, baslangic kosullu 1.mertebeden diferansiyel denklem sistemine doniistiirerek
2.mertebeden Runge-Kutta ile ¢oziiniiz. (£ =0.5)

y'= z ’y":Z'
z43z+2y=2e" =z'=2e-3z-2y
y'=z=f(x,y,2)
z'=2e =3z-2y=g(x,,2)
y(0)=12(0)=y'(0)=2
k= B (5 3002 )(0.5) £(0,1,2) = (0,5)2 =1
ky, =hf (x,+h,y,+k,z,+k)=(0.5)£(0.5,2.3)=1.5

Y=Y +%(k1 +k,) =1+%(1+1.5) =2.25
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I = hg(xq, ¥,,2,) = (0.5)g(0,1,2) = (0.5)(2¢” =3(2) - 2(1)) = -3
1, =hg(x,+h,y, +1,2, +1) = (0.5)g(0.5,-2,~1) = (0.5)(2¢** =3(=1) - 2(-2)) = 3.813

z, =2, WL%(I1 +1,)= 2+%(—3+3.813) =2.406

Taylor Seri Yonteminin Sistemlere Uygulamisi :
Wi :fl(xaypyz)} 1(X) =Yy
,'=5H 605 0,) Y2 (X0) = ¥y

kosullartyla baslangic deger problemini ele alalim. i.noktada fonksiyon degerleri belli iken
(i +1).noktada degerler;

(x,,) = yl(x)+hy1(x)+h yl(x) ! y1(x)+

V(X)) = yz(x)+hy2(x)+h yz(x)+h yz(x)"'

elde edilir. Bu formiillerdeki tirevler y,'= f (x,y,,y,), »,'= f,(x,y,,»,) denklemleriyle
hesaplanir. Istenilen tiirev mertebesi kadar terim, toplama katilir.

Ornek.

y1':2y1+y2+x2 yl(l):1
»,'=3p+4y,+x »()=2

kosullariyla baslangic deger problemini 4 =0.05 alarak ve Taylor seri aciliminda 2.
mertebeden tlirevlerini hesaba katacak sekilde hesaplayiniz.

y,'(1,1,2)=2()+2+1° =5
y,'1,1,2) =31)+4(2)+1=12

" :di(yl =20,y 20 = 3, "(1L1,2) = 2(5) +12+ 2(1) = 24
X

»"= di(yz ) =3y 4y, +1= p, "(1L1,2) =3(5) +4(12) +1=64
X

2
3(x) = yl(x)+hy1'<x>+h—yl"<x>—1+<oos>5+(°‘;5’ 24128
2
Pa() = 320 B () + 2, "(xi)=2+<o.05)12+(0'25) 64=2.68

Picard Yonteminin Sistemlere Uygulanisi :
y'= f(x,y,z)} (X)) =y,
Z':g(xayaz) Z(xo)zzo

kosullariyla baglangi¢ deger problemini ele alalim. Picard yontemini bu sisteme uygularsak ;
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7=y + [ (5,12, ) )dx

Xo

z (xX)=1z,+ J. g(x, v, ,,2, ,)dx

Xo

temel formiilleri elde edilir.

Ornek.
y'=3y-z| »0)=1
z'=2y z(0)=2

baslangi¢ deger problemini Picard yontemi i¢in iki iterasyonda ¢oziiniiz.
3,(x) = ¥, +j(3y0 —zo)dx=1+j(3(1)—2)dx = [dx=1+x
0 0 0

z,(x) =z, +j(2y0)dx=2+j2dx=2+2x
0 0

2

70 =y,+[ Gy, —zl)dxz1+J[3(1+x)—(2+2x)]dx=Idx=1+x+%
0 0 0

z,(x) =z, +J-2ylabc=2+_[2(1+x)dx:2+2x+x2
0 0



8. BOLUM

DIFERANSIYEL DENKLEM SiSTEMLERININ INCELENMESINDE
OPERATORLERIN KULLANILMASI

08.01.Giris

Operatorler yani islemciler matematikte zaman zaman kullanilmakta ve onlar bazi islemlerin

daha kolay yapilmasini saglayabilmektedir. “Operasyonel Hesap” matematikte basli bagina bir

konu haline gelmis olup, operatorlerin en 6nemli 6zelligi cebire iligkin tiim kurallara uyum

gostermis olmalaridir.

D ile 4 tirevi temsil edilmis olsun. y = y(x) fonksiyonunun y'= Z—y tirevi bundan
X X

yararlanarak y'= Dy seklinde ifade edilebilecektir.

Uyart: D operatorii sadece islemi temsil ettiginden mutlaka ve mutlaka fonksiyondan o6nce,
yani y nin sol tarafinda yazilmahdir. yD gibi bir yazilimin hi¢ ama hi¢ bir anlami1 yoktur.

D,,D,, D, farkl ii¢ operator ise

(D, +D,)y=(D,+ D)y .. v 1y
1) Degisme 6zelligi
D,.D,)y=(D,.D,)y

[D,+(D, +Dy)ly =[(D, + D,)+ D; ]y : e
2) Birlesme 6zelligi
[D1-(D2 -D3 )]y = [(Dl 'Dz)'D3 1y

3) [D,.(D,+D,)]y =[D,.D,+ D,.D,]y Dagilma ozelligi
Bunlarin disinda onlar ¢arpanlarma ayrilabilir, tiiretilebilir hatta integre edilebilir. Bu kisa

tanitimdan sonra esas konumuza dontiliirse, operatorleri kullanarak, bir diferansiyel denklem
sisteminin ¢0ziimii arastirilirken ne gibi kolayliklar sagladig1 goriilmiis olacaktir.
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08.02. Homojen Diferansiyel Denklem Sisteminin Operatorler ile Coziimii

Bu boliimde de yine (2.14) deki sistemi model olarak secip, bu diferansiyel denklem sistemi ile
calisacagiz. Burada varilan bazi sonuglar genellenerek n bilinmeyenli n denklemli bir lineer-
homojen diferansiyel denklem sistemine genisletme yapilabilecektir.

dx
E:a1x+b1y+clz

dy
E=a2x+b2y+czz (8.1)

z a,x+b,y+c
_— z
dl 3 3 3

sistemi, D = di tiirev operatdrii olmak {izere
t
(D—-a)x-by—-cz=0
—a,x+(D~-b,)y—c,z=0 (8.2)
—ax—by+(D—-c;)z=0

seklinde ifade edilecektir. Bu sistemlerin dnceden de belirtildigi gibi x(z) = y(¢) = z(¢) = 0 olan
bir ¢6zlimii vardir ki buna asikar (trivial) ¢6ziim denildigini biliyoruz. Burada da “sistemin
¢Oziimii” denilince amag, asikar ¢Oziimden baskaca ¢ozlimlerinin var olup olmadigi
arastirilmalidir. Bu tiir ¢6ziimleri varsa sistemin, bunun 6n kosulu (8.2) deki sistemin katsayilar
determinantinin sifira esit olmasidir.

D—a, b -,
F(D)=A=| —a, D-b, —c, |=0 (8.3)
—a, -b, D-c

Bu saglaniyorsa, ¢oziimlerin arastirilmasina gegilebilir.

A =F(D)=0 denklemi Onceki uygulamamizdaki “karakteristik denklem” yerine ge¢mis
olacaktir. Burada D operatorii, A parametresinin roliinii listlenmis olmaktadir. F(D)=0
denkleminin kokleri D, D,, D; ise bunlar aynen A, 4,, 4, kokleri gibi isleme sokulacaklardir.
D=D,D=D, D=D, icin A=F(D)=F(D,)=F(D;)=0 olacagindan, bunlarin
belirlenmesiyle genel ¢ézlimiin yazilmasi olanakli hale gelecektir.

Uygulamaya ge¢cmeden 6nce F(D)= 0 denkleminin bir baska 6zelliginden daha s6z etmek
gerekmektedir. F (D) bir cebirsel ¢ok terimli olup bunun derecesi, genel ¢éztimde bulunmasi
gereken keyfi sabitlerin sayisin1 gostermektedir.



140

Ornek
dx
— =-3x+
dt Y
dy
- =-x-5
dr 7

lineer-homojen sistemini bir kez tlirev operatoriinii kullanarak inceleyelim.

D= di olmak tlizere sistem
t

(D+3)x—y =0
x+(D+5)y =0

seklini alir.

D+3 -1

=(D+4)=0
1 D+5

A=F(D):‘

olur. Demek ki D,, =—4 i¢gind F(D) =0 dir..

Iki katl kok (gakisik kokler) vardir. Onceki incelememizdeki ¢éziim takimlar1 simdi dogrudan
yazilabilir.

x(t) = ke™, y(t) = k,e ™ olsun.

D, =—4 i¢in sistemden k, = —k, bulunur. Keyfi olarak k, =1 segilirse k, =1 olup, ¢6ziim
takimi

x, (1) =ke™,y,(t) = kye™ olur.
D, =—-4 (¢akisik kok) i¢in inceleme su sekilde gergeklestirilir:

x(t)=(kt+1)e™, y(t) = (kt +1,)e™
onerilirse, sistemden k, +k, =0 ve [+, =k, iliskileri bulunur. &, keyfi olarak 1 segcilirse
k, =—1 olup /, +1, =1 demektir. Keyfi olarak / =/, :% secilirse ikinci kok i¢in temel ¢oziim
takimi

(1) =(t+ %)e-“,yz(r) (4 %)e-‘“

seklinde elde edilir. A = F (D)= 0denklemi ikinci dereceden olup sistemin genel ¢éziimiinde
iki keyfi sabit bulunacaktir. Bunlar C, ve C, olsunlar. Oyleyse genel ¢oziim

x(t)=Ce™ +C,(t+ %)e‘”
y(t)=-Ce™ +Cy(~t + %)e‘"

seklinde olusmustur.
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Bu basit orneklemeden sonra (8.2) sistemi iizerinde daha kapsamli bir ¢alismaya gecil-
ebilecektir.

08.02.01. F(D)=0 Denkleminin Basit Kokleri Bulunmasi1 Hali :

(8.3) de sozii edilen A = F(D)=0 karakteristik denkleminin koklerinin basit ve ayrik kokleri
bulunmasi halinde asagida agiklandig sekilde bir calisma yeglenecektir.

A = F(D) = 0 denkleminin kokleri D,,D,, D, olsun. Bunlar i¢in ¢éziim takimlari

x,(t) = k,e”", y,(t) =k, e™
x, (1) = k,e™, y,(t) = k,e™
x, (1) = kye™ , y,(2) = kye™

seklinde diizenlenecektir. Goriililyor ki bunlar D operatorii yardimiyla bir hamlede
yazilabilmektedir. Burada hesaplanmas1 gerekenler &k, ,k,.k;;k,,,k,,,k,; Kkatsayilardir.

Bunlar belirlemek i¢in her D degerine ait islemler ayr1 ayr1 gergeklestirilmelidir. Buna dair
ayrintilar asagidaki 6rnek tizerinde goriilmektedir.

Ornek.
ﬁz —4z+4y+3x
dt
Qz —4z+5y+2x
dt

%:—52+6y+2x
dt

sistemini inceleyelim.

D= = tiirev operatdrii olmak iizere, sistem
t

(D-3)x—-4y-4z=0
—2x+(D-5)y-4z=0
-2x—6y+(D+5)z=0
seklini alir.
D-3 -4 4
A=F(D)=| 2 D-5 4 |=D’-3D-D+3=0
-2 -6 D+5
olup buradan D, =-1,D, =1,D, =3 bulunur.

Demek ki temel ¢oziim takimlari
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(@) =k () =k,e',z,(t)= ke
() =k, e, y, () =kye',z,(t) = ke
X, (1) = kyye™, yy(0) = k€™, 2 () = ke

seklinde ifade edilebileceklerdir. Is sadece katsayilarin belirlenmesine kalmistir. Bunlar1 da
sirastyla gerceklestirelim :

D =-1 i¢in A= F(D,)=F(-1) =0 olup, sistemden

ki, +k,=k
n T TR 1
k,, +3k, =2k, 2

iliskisine varilir. Keyfi olarak k, =2 secilirse k,, =k, =1 olur. Bunlar i¢in temel ¢6ziim
takimi
x()=e',y(t)=e",z,(t)=2e"
seklinde olusur.
D, =1 i¢in A =F(D,) = F(1) =0olup, sistemden

ky +2k,, =2k,

-k, =0,k,=k
Ky, +3k,, =3k, 21 2 =3

iliskisine varlir. k,,keyfi olarak 1 aliirsa k,; =1 olur. Bdylece ¢6ziim takimi

x,()=0,y,()=e',z,() =€
seklinde olusur.

D, =3i¢in; A =F(D,)=F(3)=0olup, sistemden

k32 _k33 =0
k31 +k32 _2k33 =0 _)k31 = ksz :k33
ky +3ky, —4k,; =0

iligkisine varilir. Keyfi olarak k=1 secilirse k,, =k;; =1 olur. Boylece ¢6ziim takimi
x, (1) =e”,y,(t)=e",z,(t) = " seklinde olusur.
Artik genel ¢oziim yapilabilecektir. C,,C,,C; keyfi sabitler olmak iizere

x(t)=Ce” +C,e”

y)=Ce ' +Cye' +C,e”
2(t)=2Ce" +Cye' + Cie™

bulunur.
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08.02.02. F(D)= 0 Denkleminin Cakisik Koklerinin Bulunmasi Hali :

(8.3) de sozii edilen A= F(D)=0 karakteristik denkleminin koklerinin bir kez c¢akigik
olduklar1 varsayilmaktadir. Cakisik kokler D, = D, = D, olsun. Bunlarin her biri i¢in temel
¢oziim takimlarimin belirlenmesi gerekmektedir.

D = D, i¢in normal bir arastirma yapilacaktir (ilk kok). Temel ¢oziim takimi
x,(t) = ke, y,(t) = k,e™, z,(t) = k,e™
olsun. F(D)=F(D,)=0 olacagindan, (8.2) den
(Dy—a)x, =by —cz =0 (D, —a)k, bk, —ck; =0
—ay% +(Dy =by)y, = ¢,z =0 >y —a,k, + (D, =by )k, —c,k; = 0
—ayx, —byy + (D —¢;)z, =0 —ask, —bsk, + (D, —c;)k; =0
olup buradaki bagintilar aralarinda lineer bagimlidir. Dolayistyla
k_k _k
meovi4

seklinde bir iligki olusacaktir. & ,k,,k, orantili oldugu sayilarla eslestirilirse (en basit se¢im

budur) k, = u,k, =v,,k, = 4, olur. Boylece ilk temel ¢oziim takim

x(1) = we™, v (0) =v,e™, z,(t) = Ae™
seklinde bulunur.
D = D, i¢in (¢akisik koklerden ilki) : F(D,)=0 dir ve (8.2) sisteminden
(D, —-a)x,-by,—cz,=0
—-a,x, +(D,-b,)y,—c,z, =0
-ax,—b,y, +(D,—c;)z, =0
cebirsel sistemi bulunur ki temelde ilk sistemle benzer dzelliklere sahiptir. Ornegin bu sistemin

katsayilar determinant1 sifira esittir ve bunun bir sonucu olarak sistemdeki bagintilar, aralarinda
lineer bagimlidir.

Bunlardan, katsayilar determinant1 sifirdan farkli olan iki bagint1 ilk iki bagint1 olarak secilirse,
D,—a, b

-a, D,-a,

#0

olmak kosuluyla sistem

{(Dz —a)x,—by,=¢z,
—a,x, +(D,=b,)y, =¢,z,

seklinde diizenlenirse,
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D,-a, -b
—-a, D,-b,

¢ b
¢,D,-b,

1= o |Dymaq
2= Vo =

s My =

-a, ¢,
alinmak suretiyle, gerekli diizenlemeler yapildig: takdirde
B _n_ 5
e vy A
iligkisi bulunacaktir. D = D, igin €™ garpani kullanilacagindan, ¢oziim takimi,
x, = w,e™,y, =v,e™ z, = 1,e™
olarak ifade edilecektir.

D = D, (¢akisik koklerin ikincisi ) i¢in yine F(D,) =0 dir. Sistemde D yerine D, koyarak bir
diizenlemeye gider ve ¢6ziime ulasmaya calisirsak, bir dnceki sonuca aynen ulasilacak, baska
bir fark olusmayacaktir. Yani bu kok i¢in yeni bir sonuca ulasilmis olunmayacaktir. x,,y,,z,

¢ozlim takimiyla lineer bagimli olmayan bir baska ¢oziim takimi elde edebilmek i¢in %,,k,, &,
hesaplanmasi gereken sabit terimler olmak iizere, bu kez

X, = (it + ke sy, = (ot + ky e sz, = (At + ky)e™

onerilir. Bu ¢6ziim takimi (8.2) sistemini saglamalidir. Bu ¢6ziim takimi yazilirken, t lerin
katsayilar, ¢akisik koklerin ilki i¢in bulunan katsayilar olarak se¢ilmistir. Bu hesaplamalarda,
pratiklik acisindan oldukga kolayliklar saglanacaktir.

d
Dxy = % = (Dy iyt + 1y + Dy )e™

Dy, = % = (Dt +v, + Dok,)e™
dz, Dy
DZ3 = E(DZEZt + 12 + D2k3 )e

tiirevleriyle sisteme gidilirse ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,
(D, —a)p, by, —e L1t +(D, —a))k, —bk, —cky =—p,
[—a,tt, + (D, =b))v, —c,, |t —a,k, + (D, = b))k, —¢,ky =—v,
[—asp, —byv, +(D, —¢;)A4, Jt — ask, — bk, + (D, — ¢, )by = -4,
olur. Burada t nin katsayilar1 olan kdseli parantez igindeki ifadeler ayr1 ayri sifira esittir. Ciinkii
bu
X _ N _2%
M v, A
iliskisinin bir dogal sonucudur. Oyleyse yukaridaki sistem
(D, —a)k, —bk, —cky =—u,
—a,k, +(D, —b,)k, —c,ky =—v,
—azk, — bk, + (D, —¢;)ky = -4,
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sistemine doniiglir. Katsayilar determinanti sifira esit oldugundan bu bir Cramer sistemi
olmayip ancak buradan k,,k,, k, hesaplanabilecektir. Bu sistemin 6zelligi nedeniyle (katsayilar

determinant1 sifira esit idi ) 6zel bir inceleme gerekir.
D,—-a, -b
-a, D,-b,

#0

olmak kosuluyla sistem

(D, —a)k, =bk, = ck; — 11,

—a,k, +(D, —b,)k, = ¢,k; v,
seklinde diizenlenirse, k, ve k,; k, parametresine bagimli olarak; simdi bir Cramer sistemi gibi
ele alinmak suretiyle,

chy—m, b D,-a, ck,—u
k= Cky—v, D,—=b)| . i -a, Ck,—v,
" ID,—q, b > |D,—a,  -h,
—-a, D,-b, —-a, D,-b,
bulunur. Bunlar ise
G —b, Hy —b,
k c2 D2 b2 VZ D2 b2
b D,—a, b |’ |D,—a, b
-a, D,-b, -a, D,-b,
D,~a, ¢ D,—a, 1,
—a c —a 1%
ky = k- S
D,-a,  -b D,-a,  —b
-a, D,-b, -a, D,-b,

seklinde de ifade edilebilirler ki buradan agik olarak, &, ve k, parametrelerinin k, cinsinden ne

sekilde ifade edilmis oldugu goriilmektedir. Determinantlarin tamami sabit degerlerden ibarettir
ki bu da iliskilerdeki katsayilar1 olusturacaktir. k, keyfi secilerek, bu iligki diizeni i¢inde &, ve

k, degerleri k, parametresinin se¢imine bagh olarak degerlendirilmis olur. Ornegin, keyfi bir
deger olarak k, = 6, olursa, buna gore k, = 6,,k, = 6, degerlerini almis olsun. Oyleyse ¢dziim
takimi

Xy = (it + 91)eD2t§y3 = vyt + 06, )eth;Z3 =(A1+0, )eDZt
olarak belirlenecektir.

Coziim takimlarinin belirlenmesi, genel ¢ozlimiin yazilabilmesini gerekli ve olanakli kilar.
Buna gore C,,C,,C, keyfi sabitler olmak tizere ;
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t

x(t) = Cpye™ + Cop,e™ + Cy (st + 6, )e™
y(t)=Cv,e™ +C,v,e™ + Cy(v,t +6,)e™
2(6) = C A + CAe™ +Cy(At +6,)e™

yazilabilecektir.

Cakisik kok olmasinin daha genel hali
A=F(D)=(D-D,)’ =0

olmasidir. Sistemimiz #n =3 i¢in diizenlendiginden, burada biitiin kokler icin katlilik hali s6z
konusudur. Bu durum da genel ¢6zlimiin yazilabilmesi i¢in, ¢oziim takimlarinin ne sekilde
belirlenebilecegini tartisacagiz.

D=D, kath  koklerin ilki olup, F(D,)=0 dir. Bunun icin sistem
(Dy,—a)x=by—cz=0
—a,x+(D,—b,)y—c,z=0
—a,x—b,y+(D,—c;)z=0
olur. Bu 6nceden inceledigimiz tiirden bir sistem olup, asikar ¢éziimden baska ¢éziimlerinin

bulunabilmesi kosulu, katsayilar determinantinin sifira esit olmasidir. Bu sistemin ilk iki
denklemi

‘Dl —a, —b 20

—-a, D, -b,

olmast kosuluyla,

(D,—a)x-by=cz
—a,x+(D, =b)y=c,z

seklinde diizenleyelim.

G —b,

A= ¢, D —b,

‘Dl_al —b, =
s M1 T

—-a, D -b,

olarak alinirsa, bunlardan ve sistemden

x_ry_z
I

iliskisi yazilabilecektir. D = D, igin ¢™ garpan olarak kullamlacagindan,
X = ﬂleDlt’ = VleDlt’Zl = /11€Dlt

¢Oziim takimi bu sekilde bulunacaktir.

D = D, ¢akisik koklerin ikincisi olup bunun i¢in de F(D,)=0 dir. Bu kez 4 ,v,, 4, 6nceki
¢oziim takiminda kullandigimiz sabitler olmak iizere ;

Dt

X, = (ot +k)e™ 5y, = (vt + kz)eD2t§ z, = (At + kz)eD2t
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almak suretiyle diizenlenirse, uygulama acisindan bazi kolayliklar saglanmis olacaktir. Burada
t lerin katsayisi olarak sirasiyla pi, vi, Ap sayilarinin kullanildigina dikkat edilmelidir. Bu
¢alismanin sonuglarinin ikinci ¢akisik kok icin nasil degerlendirildigini bir 6nceki incelememiz
sirasinda gordiik; bu ayrintiyr burada yinelemiyoruz. Yukaridaki benzerinin ayni sonuglarini
ayni yorumlarla alirsak, ikinci ¢6ziim takimini

X, = (pt + Hl)eDZt;yz =(v,t+ 92)€D2t222 = (At + 93)6D2t
seklinde ifade etmis oluruz.

D = D, cakisik koklerin iciincilisii ve bu modelimiz i¢in sonuncusudur. Bunun icin de
F(D,)=0 dir. Bu kez oncekinden de farkli bir uygulamaya girme zorunlulugu ortaya
cikacaktir. Bu kez ¢Oziim takimini x,,y,,z, de oldugu sekilde de secemeyiz. m,,m,,m,
hesaplanmasi gerekli parametreler olmak iizere, yeni ¢oziim takima ;

Dy,

Xy = (ut’ +Gt+m)e™; y, = (vit’ + 0t +m,)e” ;2 = (At + Ot +m,)e™

seklinde secilmelidir. Bu kez e™ nin katsayilari t ye gore ikinci dereceden ¢ok terimlilerdir ve
yine uygulamada bazi kolayliklar saglamak iizere t> ve t li terimlerin katsayilar1, dnceki ¢oziim
takimlarindaki katsayilar olarak alinmaistir.

Bunlarn tiirevleriyle sisteme gidilir ve gerekli sadelestirmeler ve diizenlemeler yapilirsa,
(D, —a,)m; —bm, —c;m; = 6,
—a,m, + (D, —b))m, —c,m, =0,

—aym, —bm, + (D, —c,)m; =0,

olur. Burada 6,,0,,0, ile m;,m,,m, sayillarinin ve x,,v,, 4, sayilarinin orantili iligkiler i¢inde

olduklar1 anlasilir. Bu sistemdeki bagintilarin, lineer bagimli oluslarinin ortaya koydugu
kagmilmaz bir sonugtur. Bu sistemin katsayilar determinantt F'(D,) =0 dir. Yani m;, mp, m3

sayilart D = D, igin x, y,z ile orantili iligkiler i¢ginde demektir ve bu da yukaridaki agiklamanin
is1ginda degerlendirilmelidir. Oyleyse m,,m,,m, parametreleri bu sistemden, bir lineer
bagimhilik iligskisi i¢inde, tipki k,,k,,k, sabitlerinin hesaplanmasinda oldugu gibi
hesaplanabilecektir. x;, y,,z; ¢oziim takimi da bu sekilde belirlenmis olacaktir. Artik genel
¢Oziim yazilabilecektir.

Ornek.
X
—=x+2y+z
d 4
dl:x+3y+22
dt
dz
= _ 9
a7

diferansiyel denklem sistemi, normal-homojen bir sistem olup, bunun x(¢) = y(¢) =z(t)=0
asikar ¢ozlimiinden bagka ¢oziimleri bulunup bulunmadigini arastirmak istiyoruz.
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D= ;,i tiirev operatdrii olmak {izere,
t

(D-DHx-2y—-z=0
-x+(D-3)y—-2z=0
2y+Dz=0

seklinde diizenlenir.

(D-1) -2 -1
A=F(D)=| -1 D-3 =2[=(D-2)(D-1=0
0 2 D

olup buradan D, =2,D, = D, =1 (iki kath kok) bulunur.
D=D =2 igin:
F(D)=F(D)=F(2)=0 dur.

Sistem D, =2 igin :

x=2y—z=0
—x—-y—-2z=0
2y+2z=0

seklinde bir cebirsel sisteme doniisiir. Bu bagintilar, aralarinda lineer bagimlidir. Bunlardan

X=y=-z

iligkisine varilir. D, =2 igin e* garpam kullanilacagindan, z=e* alimrsa yukaridaki iligki
yardimiyla,
_ 2t , _ 20, 2t

X, =—e ;y =-e;z,=e
bulunur.
D=D,=11igin:
Bu cakisik (katl) koklerin ilki olup bunun i¢in F (D)= F(D,)=F(1)=0 dir. Bu kok i¢in
uygulama basit kokte oldugu gibi yapilacaktir. Sistem,

—2y-z=0
—x—-y-2z=0
2y+z=0

seklini alir. Buradan, bagintilarin aralarinda lineer bagimli olmadiklarinin bir sonucu olarak

x=2y=—z

iligkisine varitlir. D, =1 igine’ carpam kullanilacagindan, z = ¢ alinirsa,
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— . — . — ol
X,=—€;y,=——e€;z,=¢€

bulunur.
D=D, =1 1¢in:

Bu cakisik koklerin ikincisidir. Bunun i¢in de F(D)=F(D;)=F(1)=0 dir. Bu kok i¢in
hesaplar 6ncekinde oldugu gibi diizenlenemez. Bu kez, x,,y,,z, ¢6ziim takiminin katsayilar
kullanilarak, ¢6ziim takimi1

x, =(—t+k)e'sy, = (—%t+k2)e’;z3 =(t+k,)e'

olarak secilmelidir. Buradaki k,k,,k, sabitler, sistemi saglayacak sekilde hesaplanmalidir.
Onerilen ¢dziim takimini sisteme uygulayalim:

(D=1)(=t+k)e' —2(—%t+k2)e’ —(t+k)e' =0

—(—t+k)e' +(D —3)(—%1 +hky)e' =2(t+ky)e' =0

2(—%t+k2)e’ +D(t+k)e' =0

Gerekli islemler ve sadelestirmelerden sonra,
2k, +ky, =-1
k, +2k, + 2k, = —%
2k, +k, =-1

sistemine varilir. Bu elde edilirken, katsayilar 6nceden uygun secildigi icin t li terimlerin
(katsayilar sifir oldugu icin) ortadan kalktigina dikkat edilmelidir. Bu sistem gergekte
2k, +k, =-1
k, +2k, + 2k, = —%

sisteminden ibarettir. Bunlardan, &, keyfi bilinmeyen se¢ilmek suretiyle

l_1‘735162 :_l_lks

k, =
2 2 2

iliskisi yazilabilir. &, keyfi olarak 1 aliirsa ;

1
ki==ooky ==Lk =1

bulunur. Bu degerler i¢in ¢oziim takimi

Xy = (_t_%)et;yg = (—%t—l)e’;z3 =(t+1)ée
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olarak belirlenir.

Bu sekilde, her koke karsi gelen ¢6zlim takimlar belirlendigine gore,

x(t) =-C,e* —C,e' — C,(t +%)et

y(t)=—-Ce” —%Cze[ -G, (%t +1)e'

z2(t)=Ce* +C,e' + Cy(t +1)e'

yazilir. Istenirse bu sonug
x(t)=-Ce” —(C, + % C,)e' —Cyte'

y(t)=—Ce* - (% C,+C,)e — % Cite'

2(t)=Ce* +(C, + C,)e' + Cyte'

seklinde de diizenlenebilir.

08.02.03. F(D)=0 Denkleminin Karmasik Koklerinin Bulunmasi Hali:

Yine ayn1 model sistemi kullanarak konuyu incelemeye calisalim. Bu amagla normal-homojen
sistem olarak (2.14) sistemini goz Oniine alalim. Ancak konuya yaklagimimiz operatorlerin
kullanilmast oldugu i¢in sistemin (8.1) ile verilen sekli lizerinde ¢alisalim. Bu sistemde, (8.2)
ile ifade edilen F(D)=0 denkleminin, D nin 3. dereceden bir cebirsel denklemi olarak olarak
belirecegini biliyoruz. Diyelim ki bu denklemin, bir reel kokii yanisira diger iki kokii kompleks
sayilardir. Bunlarin eslenik kompleks kokler olmasi gerektigini biliyoruz. Bu denklem, n.
dereceden bir cebirsel denklem olsaydi, herhalde farkli ya da katli olmak tizere daha ¢ok sayida
kompleks koklerin varligi da tasarlanabilirdi. Burada ortaya koyacagimiz ilkeler, ¢6ziim
asamasinda, daha genel wuygulamalar i¢in bir fikir vermeye yeterli olacaktir.
x=x(t),y = y(t), z = z(t) olmak tlizere,

(D—-a)x-by—cz=0
-a,x+(D —b,)y—c,z=0
—ax—by+(D —c;)z=0

sisteminin katsayilar determinanti A=F(D) ile gosterilirse

D—aq, b, [
A=| —-a, D -b, —c, |=F(D)=0
—a, -b, D —c,

olmasi kosuluyla, x(¢) = y(¢) = z(¢) = 0 asikar ¢coziimiinden baskaca ¢oziimlerinin varligindan
s0z edilebilecektir.

F(D)=0 denklemi, koklerinden biri reel, diger ikisi eslenik kompleks kokler ise :
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F(D)=(D-A)D*+aD+p)=0
seklinde ifade edilebilir. Oyle ki burada «” -4 <0 dir. Buradan kékler,

D=iD,, =25t Jap—ati

2 2

olarak belirlenir. Eger 4 = —%;B = %\/4 B—a’ ile gosterilirse kompleks kokler D, , = AFiB

seklinde ifade edilmis olur.

Kath kokler bulunmamasi nedeniyle, uygulamaya konulusunda, reel ya da kompleks kok
olusuna bakilmaksizin, 6nceden uygulandig: tarzda bir yol izlenmesini gerekir.

D =D, =2 i¢in, F(D,)=F(A)=0 olup, sistem bunun i¢in diizenlenirse,

A—-a)x-by—cz=0
—a,x+(A—=b,)y—c,z=0
—ax—by+(1—-c)z=0
olur. Bu bir cebirsel sistem olup, ancak katsayilar determinant1 sifira esit oldugundan, bir
Cramer sistemi degildir. Oyleyse bu sistemdeki bagintilar aralarinda lineer bagimlidir. Bu

sekilde diisliniilecek, keyfi secilecek bagintilar ve bilinmeyene gore sistem diizenlenerek,
x, v,z arasindaki iliski belirlendikten sonra, bu ¢dziimde e carpaninin da kullanilacag: ha-

tirlanarak, ilk ¢6ziim takimi x,, y,,z, olarak bulunacaktir.
D=D,,=A%iB i¢inde F(D,)=F(AFiB)=0 dir.
Sistem bu kokler i¢in diizenlenirse ;
[(4xiB)—a]x—by—cz=0

—a,x+((AxiB)-b,]y—c,z=0

—a,x—b,y+[(A%iB)—-c,]z=0
seklini alir. Gergekte bu (+) ve (-) sayilar i¢in iki ayr1 sistemi temsil etmektedir. Bu sistemdeki
bagintilar da aralarinda lineer bagimlidir. Yine lineer cebirin kurallarina uygun hareket edersek,

buradan x, y,z arasindaki iliskiler ayr1 ayri1 bulunur. Unutulmamalidir ki bu iligkilerden biri

e (4B carpanini kabul edecektir. Bdylece bulunan ¢oziim takimlarr;

carpaning; digeri e
D, =A4-iB i¢in x,,y,,z,
D, = A+iB i¢in x,,y;,z,

olsun. Bunlar yardimiyla, sistemin genel ¢oziimii ifade edilmis olacaktir. Ancak bu ifade tarzi,
bu sekliyle kompleks ifadeleri igermektedir. Bu tarz pek gecerli olmadigindan, 6énceden de
yapildigi gibi ; bunlarin trigonometrik gosterimine gegilmesi yeglenecektir.

e = e (cos Bt £ isin Bt)
yazilabilecektir. Sonug, bu ifadenin de katkisiyla ve C,,C,,C, keyfi sabitleri yeniden
diizenlenerek, istenilen sekilde bicimlendirilebilecektir.

Bu konudaki ayrintilar1 asagidaki 6rnek iizerinde, daha iyi agiklamak olanaklidir.



152

Ornek.
Dx—Dy+z=0
(D-)x-Dz=0

10x—4y+(D-7)z=0
homojen diferansiyel denklem sistemini inceleyelim:
D -D 1
A=FD)=|0 D-1 -D|=D'-2D>-3D+10=(D+2)(D*-4D+5)
10 -4 D-7

olur ki buradan F(D)=0 i¢in D =-2,D,,=2+; bulunur. Demek ki sistemin
x(t)=y(t)=z(t)=0 asikar c¢oziimiinden baska c¢oOziimleri, D nin bu degerleri icin
bulunabilecektir. Dikkat edilirse, sistemin verilis 6zelliginden 6tiirli serbest degiskenin ne

oldugu net olarak bilinememektedir. Biz bu degiskenin t oldugunu kendimiz belirlemis
oluyoruz. Bu degiskeni bir bagka harfle de temsil edebilirdik. Ancak, bu harf herhalde x, y, z

den biri olmayacaktir.

D=D=2 i¢in: F(D1)=F(-2)=0 olup sistem bunun i¢in diizenlenirse :

—2x4+2y+z=0
-3y+2z=0
10x—4y-9z=0

olur. Bu sistemin katsayilar determinantinin sifir olusu, bu bagintilarin aralarinda lineer-bagiml
oldugunu gosterir. Bu sekilde, x,y,z arasinda

iliski bulunur. Bu olusumda e garpam kullamilacaktir. z yi keyfi bilinmeyen secer, diger
ikisini buna gore ifade edersek, ilk ¢6ziim takimi olarak

7 -2t 2 -2t -2t
x,=—e ,y=—e;z,=e

6

bulunur.

D=D,=2~i1i¢in F(D,)=F(2-i)=0 dir. Sistem diizenlenirse

QR-)x-2-i)y+z=0
(1-i)y—-(2-i)z=0
10x—4y—-(5+i)z=0

olur. Bu da 6nceki sistemin 6zelliklerine sahip oldugundan, sistemdeki denklemler aralarinda
lineer-bagimhdirlar. X, y, z arasindaki iliski

5x  _y oz

T—-4i 2-i 1-i
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(2-i)t

seklinde belirlenir. Burada keyfi olarak z secilir ve z=e aliirsa, ikinci ¢oziim takimi

11+3i ,_, R R _
. — e(2 t)t;y2 — €(2 1)1;22 — e(2 i)t
10 2
olarak bulunur.

D=D,=2+ii¢inde F(D,)=F(2+i)=0 dir. Sistem bunun i¢in diizenlenirse

Q+i)x-2+i)y+z=0
(A+i)y—-(2+i)z=0
10x—4y—-(5-i)z=0

olur. Bu sistemde de bagintilar, aralarinda lineer-bagimlidir. Bu 6zelligin bir sonucu olarak ;
x,y,z arasinda

S5x y z

7+4i_2+i _1+i

(2+i)t

iliskisi belirlenir. Keyfi olarak z degiskeni segilirse z =e i¢in tiglincii ¢oziim takimi

_ 3_ie(2+i)t,z — o2+

s <)

=30 6o
X, =——e ;
10 )
olarak bulunur.
Bu sekilde belirlenen ¢6ziim takimlar1 yardimiyla, genel ¢6ziim C|,C,,C, keyfi sabitler olmak
uzere

x(t) = Cox, (1) + Cox, (1) + Cyx, () = 7 Ce™ + H+3i Ce™™ + H=3 C,e
6 10 10
HO=CnO+ Ca(0+ C (=3 G+ Ce 7 4 2L g

2(t) = Cz, (1) + C,z,(t) + Cyz,(t) = Ce > + C,e* ™" + Cye*"

olarak ifade edilecektir. Ancak bu sonug¢ genel uygulamada yeterli bir sonug¢ kabul
edilememektedir. Ciinkii kompleks sayilar1 igermektedir. Onceden de deginildigi gibi bu sayilar
ve ifadeler

e =costtisint

bagintilar1 yardimiyla yeniden diizenlenmelidir. Elemanter sayilabilecek g¢esitli islemler
yapilarak, ¢6ziim ifadesi yeniden diizenlenir. K, K,, K, yeni keyfi sabitleri gosterdiklerine ve

_GHC o GG
LR ]

K, =C,K,
2 2

| B

olmak kosuluyla genel ¢6ziim
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x(t) = %Kle” +[(55K, +15K,)cost+ (15K, —55K;)sint].e”

¥(t) = %Klez’ +[(3K, + K;)cost + (K, —3K,)sint].e*

z(t)= K,e +[(2K, cost — 2K, sint].e*

bulunur.
Ornek.
AD-N)x+2(D+2)y+(5D-2)z=0
D= % olmak iizere < (D’ +8)x—2(D+2)y+(D*~D+6)z=0
(4D-3)x+(2D+3)y+(5D-1)z=0
diferansiyel denklem sistemini inceleyelim. Bu sistemin dnceden incelediklerimizden, 6rnegin
oncekindeki gibi sistemlerden bir ayricaligi, normal sistem olmamasidir. Ancak, buna ragmen,

bir lineer homojen sistem olarak, bu sistemin de dnceki incelememizde uyguladigimiz yolla
integre edilebilecegini tartisabilecegiz.

Katsayilar determinant1 F(D) hesaplanirsa
A=F(D)=-(D+2)’

bulunacaktir. Bu sistemin x(¢) = y(¢) = z(¢) = 0 asikar ¢ozlimiinden baskaca ¢ozlimleri varsa,
bunlar ancak

A=F(D)=—(D+2)’=0=>D-2
(li¢ katl kok) i¢in var olabilecektir.
D =D, =-2 (ilk k6k) i¢in F(D,)=F(-2)=0 dir. Sistemden

—-12x-12z=0
12x+12z2=0 =y=0,z=—x
—1lx—y-11z=0

iligkileri bulunur. Keyfi olarak x = e > almirsa, ilk ¢dziim takimi

x,=e;y, =0z, ="
olur.
D =D, =-2 (ikinci kok ) i¢in : yine F'(D,)=F(-2)=0 dir. Ancak bu kez ilk kokte oldugu
gibi hareket edilemez. Ciinkii cakisik koktiir. Oyleyse x,y,z yeniden diizenlenerek
onerilmelidir. a,,a,,a;;b,,b,,b;, hesaplanmasi gereken katsayilar olmak tizere ikinci ¢6ziim

takiminin

x, =(ajt + b1)eizt;)"z = (a,t +b, )eizgzz = (ast + b3)eizt

seklinde segilmesi gerekecektir. Bunu sisteme uygulayalim. Bu amacla Once tiirevleri
hesaplayalim :
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Dx, =% _ (atta,-28)e
t

Dy, = d—y; =(2a,t+a, —2b,)e";

Dz, = % =(2a,t +a, —2b,)e””;
t

2

D’x, = —dd ;2 — (4ajt —4a, +4b)e ™

2

Dz, = dd = (4ait —4a, +4b)e™

t2

Sisteme uygulayalim. Bazi sadelestirmeler ve diizenlemeler yapilmak suretiyle sistem,
(—12a, —12a,)t + (4a, —12b, + 2a, + 5a, —12b,) =0

(12a, +12a,)t — (4a, —12b, + 2a, +5a, —12b,) =0

(-11a, —a, —1la;)t +(4a, —11b, +2a, —b, + 5a, —11b,) =0
seklini alir. Bu bagintilar 6zdes olarak saglanacagindan ; t lerin katsayilarindan
—12a,-12a,=0

12a, +12a, =0

—-lla,—a, -1la, =0

sistemi ; sabit terimlerden de
4a, —12b, +2a, +5a,-12b, =0
4a,—12b, +2a, +5a,-12b, =0
4a,—-11b, +2a, —b, +5a,-11b, =0
sistemi elde edilir. Ik sistem x=a,,y =a,,z = a, alindig1 takdirde dnceki sistemle tamamen
aynidir. Oyleyse ayn1 degerlendirme yapilirsa (ki bu bir bakima zorunludur.)
a,=1,a,=0,a, =-1
bulunur; (x=1 keyfi se¢ilmis olarak). Bu degerler i¢in ikinci sistemi diizenleyelim :
{ 12b, +12b, =1
115, +b, +11b, =1

olur. Bu sistem

b +b, =~

1

2
1+b
b +b,=— 112

seklinde diizenlenirse, bunlardan b, = —% bulunur. Bu deger i¢in her iki denklem
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1
bl +b3 Z—E

bagmtisina indirgenmis olur. Burada keyfi olarak b, =0 segilirse b, =—% bulunacaktir.

Bdylece, dnerilen biitiin katsayilar belirlenmis olur. Oyleyse artik ikinci ¢dziim takimini ifade
etmek olanagi vardir. Bu da

1 1
—21; =__e—2t;Z =(—f—— e—Zt
Ya »=( 12)

x, =te T

seklinde belirlenecektir.
D =D, =-2 (lgiincii kok) i¢in de F'(D,)=F(-2)=0 dir. Ancak bu kere de ikinci kok i¢in

yapilanda oldugu gibi hareket edilemez. Bu kez ¢oziim takimini; a,,a,,a,;b,,b,,b;;¢,,c,,c;
hesaplanmas1 gereken sabitler olmak tizere

x, = (at’ +bht+c)e sy, =(at’ +bt+c,)e sz, = (at’ +bt+cy)e”

seklinde diizenlemek gerekir. Yani katsayilar t nin ikinci dereceden ¢okterimlileri olarak ifade
edilmistir. Once tiirev islemlerini gergeklestirerek, Onerilen bu ¢oziim takimini sisteme
uygulayalim :

Dx, =5 (20 +2(a, — )i+ b 20,1
Dy, = % (24, +2(a, by} +b, —2¢, ]
dZ3 2 -2t

Dz, = E =[2a,t" +2(a, — b))t +b, —2c,]Je

P d2x3 P -2t
Dx, = e [4a,t” —4(2a, — b))t +2(a, - 2b, +2c,)]e

P d2x3 P -2t
Dz, = el [4at™ —4(2a, —b,)t +2(a, —2b, +2c,)]e

olup, bunlar i¢in sistem, baz1 sadelestirmeler ve diizenlemeler yapilirsa,

12(a, +a,)t* — (8a, —12b, + 4a, +10a, —12b,)t — (4b, —12¢, + 2b, + 5b, —12¢;) =0
12(a, +a))t* — (8a, —12b, +4a, +10a, —12b,)t + (2a, — 4b, +12¢, = 2b, +2a = 5b, +12¢,) = 0
~11(a, +a, +11a,)¢* +(8a, —11b, + 4a, —b, +10a, —11b,)t + (4b, —11c, + 2b, —c, +5b, —11¢,) =0

seklini alir. Bu bagintilar 6zdes olarak saglanacagindan, sirastyla, £ lerin katsayilarmdan
12(a, +a,)=0
12 (a,+a;)=0
—(11a,+a, +11a;)=0

sistemi ; ¢ lerin katsayilarindan,
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8a, —12b, +4a, +10a, —12b, =0
8a, —12b, +4a, +10a, —12b, =0
8a,—11b, +4a, —b, +10a, -11b, =0
sistemi ve nihayet sabit terimlerden
4b, —12¢, +2b, +5b, —12¢, =0
2a,—4b,+12¢, —2b, +2a—5b, +12¢; =0
4b, —11c, +2b, —c, +5b, —11c; =0
sistemi yazilir. Bunlardan ilki, ilk kok uygulamasinda karsilagilan sistemden farkli degildir.
Oyleyse ayn1 yorumlar tekrarlanarak bu sistemdeki a1.a2 a3 katsayilarmi
a=lLa,=0a;,= -1

olarak alinz. Bu sekilde se¢cim yapmak bir bakima bir zorunluluktur da. Bunlar yardimiyla
ikinci sistemi diizenleyelim :

1
bl +b3 :—g
b+b ——2t2

11
(b +b,)+b, =2

olur. Bu sistem gercekte

Q+@=—%
b, +2
@+@:—2H

seklinde g6z Oniine alinirsa, buradan kolayca p, __1 olmasi gerektigi belirlenir. Boylece son
6

iki denklem de lineer-bagimli hale gelir ki bunlardan, drnegin keyfi olarak b =0 segilirse

b, =_% olur. Boylece b,,b,,b, katsayilar1 da

seklinde belirlenmis olur.

Bulunan bu degerler i¢in {i¢iincii sistemi degerlendirelim :
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7
12(¢c, +¢;) = 6
7
12(c, +¢;) = 6

11(¢c, +¢;)+c, :—%

olur. Onceki iki sistemi yorumlarken gdz oniinde bulundurulan hususlar, bu sistem igin de
aynen tekrarlanacaktir. Bu diisiinceden hareket edilerek,

¢ te=—

72 7
—c,=——
6c, +7 72
¢ te,=—
66
bulunur.
Boylece sistem
¢ +ey=——
o

bagmtisina indirgenmis olur. Keyfi olarak ¢, =0 segilirse, c, :—77—2 bulunur. Demek ki,

¢,,C,,c, katsayilar

¢ =0,c,=——,c;,=——

72
olarak belirlenmislerdir.
Katsayilarin bu islemler sonucu belirlenmesinden sonra, {igiincii kok icin li¢iincii ¢oziim takimi

1 7 1 7
x,=te,y,=(——t—-—)e ', z, = (' ——t——)e
3 yy=( 6 72) 3= ( 6 72)
olacaktir. Artik incelemekte oldugumuz sistemin genel ¢oziimii ifade edilebilecektir. Gerekli
diizenlemelerin de yapildig1 varsaymmyla, C,,C,,C, keyfi sabitler olmak iizere, genel ¢oziim

=2t -2t 2 -2t
x(t)=Ce " +Cyie" +Cste

|~ 17 ey
f)=—— +(-—t—-—)C
(1) 12 2€ ( 6 72) 3€
z2(t)=-Ce™ + (—I—L)C e+ (-t —lt—l)C e
: 1272 6 72°°

olarak ifade edilecektir. Hatta bu sonug yeni bir diizenlemeyle,
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x(1) = (Ct* +Cyt +C))e”™
1 1 N
y(t)= [—EC3t—7—2(6C2 +7C,)]e”

1 1 7 Y
2(t) =[-Cit* - (C, +EC3)Z—(C1 +EC2 +7—2C3)]€ 2

seklinde de yazilabilecektir.

Ornek.
ﬁ—6d—y—5%+2x+22:0
dt dt dt
2 2
dy dz dx & & 5 i4yi6:=0
dt dt dt dt dt
_@+6d_y+5%_2x—zz()
dt dt dt

diferansiyel denklem sistemini, her ne kadar normal bir homojen sistem degilse de, dnceki
ornegimizde oldugu gibi, operatorleri kullanarak inceleyelim

D= = olmak iizere sistem yeniden diizenlenirse
t

(D+2)x—6Dy—(5D-2)z=0
(D+2)x+(D*-2D+4)y+(D*-~D+6)z=0
(D+2)x—6Dy—(5D—1)z=0

seklini alacaktir. Bu sistemin, x(¢) = y(¢) = z(¢) = 0 asikar ¢oziimiinden baskaca ¢oziimiiniin
var olup olmadigini arastiriyoruz. Bu amagla 6nce katsayilar determinantini hesaplayalim:

(D+2) -6D 5D +2
A=F(D)=|D+2 D*-2D+4 D*-D+6|=—(D+2)’
D+2 —-6D -5D+1
olur.
F(D)=—(D+2)’=0 i¢in D,,,=-2 (i¢ kath kok) bulunur. Oysa D=-2 igin sistem
diizenlenirse ;
12y+12z2=0
y+z=0
12y +12z=0 =
12y +11z=0
12y +11z=0

sistemine gecilir. Bu y,z bilinmeyenleri i¢in diizenlenmis x den bagimsiz bir lineer homojen
sistemdir. Bu sistemden, y=z=0 dan baska ¢6ziim bulunabilmesi yani y ve z nin

hesaplanabilir olmasi kosulu, bu sistemin katsayilar determinantinin sifir olmasidir. Oysa,
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11
=11-12=-1%0
12 11

dir. Demek ki bu homojen sistemini, asikar ¢6ziim disinda saglayan baskaca bir ¢oziim
bulunamaz.

Bu sonuca bagli olarak incelemeye aldigimiz diferansiyel denklem sisteminin
x(t) = y(t)=z(1)=0

dan bagka bir ¢6zlimii bulunamayacaktir. Ayrica asikar ¢6ziim olarak adlandirdigimiz bu ¢6ziim
de, dnceden de zaman zaman belirtildigi gibi, keyfi sabitleri icermediginden genel ¢6ziim
niteliginde degildir.

Sonug olarak, se¢ilen diferansiyel denklemin genel ¢6ziimii mevcut degildir.
08.03. Sabit Katsayih Lineer Diferansiyel Denklem Sisteminin Operatorler ile Coziimii

08.03.01. Basit Halin incelenmesi

Oncelikle bu tiir sistemleri, alisildig1 bigimde, bir basit model iizerinde inceleyelim. Bu sekilde
olusan kavramlar1 ve yontemleri genellersek, genel hale varmaya ¢alisalim. Model olarak, yine
ti¢ bilinmeyen fonksiyonun {i¢ bagintidan olusan bir 6zel sistemini segelim.

Bu sistem a,;(i =1,2,3; j = 1,2,3) sabitlerden olusan katsayilar ;

1,(0), £5(1), f,(¢) fonksiyonlarindan en az biri sifirdan farkli olmak iizere,
dx
E"‘ apX+a,y+a,z= f(t)

d
?);+a21x+a22y+a23z =10 (8.4)

dz
E"‘ ay X +ay,y +a,z = fi(f)

seklinde secilmis olsun. f (?), f,(¢), f;(¢) gibi fonksiyonlara bazen, “homojenligi bozucu
fonksiyonlar” da denilmektedir. Gergekten, eger f,(¢) = f,(t) = f;(t) = 0 olsaydi, (8.4) sistemi
bir lineer-homojen sistemden baska bir sey olmayacakti.

Bu tiir bir sistem, ilkel bir yaklagimla, tiiretme yok etme yonteminin kullanilmasiyla integre
edilebilir. Ancak yontemin fazla pratik olmamasi nedeniyle sistemin genel olusumunu
incelerken gorecegimiz gibi, daha karmasik sistemlerde bu yontemin uygulanmasi pek de kolay
olmayacaktir. Bu nedenle, heniiz bu basit hali incelerken, bu yontemi kullanmay1 6nermeyerek;
bizim i¢in daha yararli ve iizerinde genellemeye gitmeye ortam hazirlayabilecek bir ¢éziim
teknigi olarak, burada da operatorlerden yararlanilmasi yeglenecektir. Kaldi ki bundan 6nceki
altbolimde operatorlerle yapilan caligmalar, bize bu konuda hayli deneyim kazandirmis
olmaldir.

Yukarida agiklanan gerekg¢eye dayali olarak, (8.4) diferansiyel denklem sistemi, D = ;,i
t

olmak {izere yeniden diizenlenirse sistem
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(D+a,)x+a,y+a,z=f(t)
a, x+(D+a,,)y+a,z= f(t) (8.5)
ayX+a,y+(D+ay)z= f,(7)

seklinde ifade edilmis olacaktir. Bu sistemin, katsayilar determinanti sifirdan farkli olmasi

kosuluyla, boyle bir sisteme, cebirsel anlamda bir homojen sistem gibi yaklasmak olanag:
vardir.

D+ay ap, a3
A(D)=| a, D+a,, ay; |#0
ay as) D+ay,
olsun.
fi(@) a, a3

A =\f,(t) D+a,, ay; |=¢();
f3(0) as, D+a,,

D+a,  f(?) a;
A, =l ay, £>(0) a4y |=0,(0);
ay f;(6) D+a,

D+a a, as

A =| ay D+a,, ay, |=@s(2)

a3 a3 D +ay,
olarak hesaplanabildigine gore, Cramer teoremi geregince,

_ A, :(ol(t). _ A, :q’z(t).zz A, :¢3(Z)
AD) AD)" AD) AD) T AD) AD)

yazilabilecektir. A(D) ifadesi, modelimize gore D nin 3.dereceden bir tam g¢okterimlisidir.
Buna gore ¢6ziim yeniden diizenlenirse;

AD)x = ¢, (1); A(D)y = ¢,(1); A(D)z = ¢, (1)

olur ki  bunlar, karakteristik denklemleri A(D)=0 olarak ayni ancak ikinci yandaki

fonksiyonlar itibariyle farkli birer adi ve sabit katsayili diferansiyel denklemdirler. Bu tiir
diferansiyel denklemlerin genel ¢oziimlerinin ne sekilde bulunacagina dair, biitiin ayrintilar1 da
iceren bilgiler 1. ciltte bulunmaktadir. Yani dnceligi itibariyle bu ¢oziimler, bizce bilinmektedir.

Incelemeye ayr1 ayr1 alacagimizdan, bu diferansiyel denklemlerin her biri iigiincii mertebeden
bir denklem olup, genel ¢oziimleri ifade edildigi zaman,

x() =g (t,¢,,¢5,05) + (1)
y(t):¢2(l‘,c4,C5,Cé)+h2(l) (8.6)
2(1) = §y(t, ¢, ¢4, ¢4) + (1)
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seklinde ¢oOziimlerle karsilagilacaktir. Anlagilacagi gibi fonksiyonlar birbirlerine bagh
olmaksizin ¢éziimlendiginden, her seferinde farkli keyfi sabitlerin kullanilmasi1 zorunlulugu
sonucunda, ortaya dokuz farkli keyfi sabit ¢cikmigtir. Oysa sistemin mertebesi, altboliim 13. deki
tanima uygun olarak 3 tiir. Biliyoruz ki sistemimizin genel ¢oziimiinde de, sistemin mer-
tebesine esit sayida keyfi sabit bulunacaktir. Bu nedenle iddia edilebilir ki (8.6) ¢oziimiinde yer
alan keyfi sabitler, aralarinda lineer bagimlidir. Oyleyse bu iliskinin belirlenmesi ve bunun
yardimiyla (8.6) ¢Ozlimiinlin tanima uygun olarak yeniden diizenlenmesi gerekir. (8.6)
¢ozliimiindeki A,(¢),h,(¢t) ve h,(t) fonksiyonlar: ise diferansiyel denklemlerin ikinci yanla-
rinda bulunan fonksiyonlarla ilintili olarak elde edilen 6zel ¢6ziimlerdir.

Keyfi sabitler arasindaki iligkilerin belirlenmesinde, sistemdeki denklemlerden yararlanilir.
(8.6) coziimii, sistemdeki her bagintiy1r ayr1 ayr1 6zdes olarak saglayacaktir. Bu kavramdan
hareket ederek, (8.6) de ifade edilen ¢oziim sisteme uygulanirsa, keyfi sabitler arsinda
sistemlere bagli iliskiler bdylece diizenlenmis olur. Bu sistemlerde, c¢,,c,,c; keyfi

bilinmeyenler olarak se¢ilmek suretiyle,

¢y =u(c),¢,,63); ¢ =uy(c;,¢y,05)
¢ =u,(¢;,0,5,63); ¢y =us(¢,¢5,¢5)
Cs :7"3(01’02703); Cy :u()(clacz:c3)

seklinde ifadelere variliyorsa, genel ¢oziim sadece c,,c,,c, keyfi sabitlerini icerecek sekilde
diizenlenebilecektir. Boylece genel ¢6ziim

x(1) = ¢1(I,CI,02,C3)+}11(t)
() = dlt,u,(c,,¢,,¢5),u,(¢,,¢,,¢5),u5(C1565,65) ]+ Iy (2)
z(t) = @[t u,(c,,c,,c5),us(c, ¢y, 05),u (cp 00 05)]+ By (F)

seklinde ifade edilebilecektir.

Ornek.
ﬂ+d_y_y _
dt dt
2@+d_y+ 2y=¢e"
dt dt

diferansiyel denklem sistemi verilmektedir. Sistemin ikinci yaninda homojenligi bozucu
fonksiyonlar vardir. Sistem sabit katsayilidir.

D= di olmak iizere sistemi operator kullanarak yeniden diizenleyelim:
t

Dx+(D-1)y=e"
2Dx+(D+2)y=¢"

olur.

D D-1

A(D) =
2D D+2

‘:4D—D2¢0



163

dir. Oyleyse bu sistemden, Cramer teroremi yardimiyla x(#) ve y(¢) fonksiyonlar, birbirlerine
bagimli olmaksizin incelenebilecektir.

e D-1
A = =(D+2)e" —(D-1)e" = 6e* —4¢™
N ( )e' —(D-1)
D 641‘
A, = sp o =D(e")-2D(e") =5¢" —8e*

olarak

A, ) 6" —4e”
A(D) A(D) 4D-D?
= A o _ 5¢” —8e*

" A(D) A(D) 4D-D?

yazilabilecektir. Buradan da teknik inceleme sirasinda agiklandigi gibi
(D> —4D)x =4e” —6e";(D* —4D)y = 8e* —5¢”
seklindeki diferansiyel denklemlere varilacaktir. Bu denklemleri ayr1 ayr1 integre edelim :
(D* —4D)x = 4e” —6e*;(D* —4D)y = 8e* —5¢™
diferansiyel denklemlerinin homojen kismi,
(D*—4D)x=0 ve (D*-4D)y =0 olup D* —4D =0 ortak karakteristik denklemdir. Bundan
D, =0ve D, =4bulunur. Buna gore her iki denklem i¢in, ikinci yansiz denklemlerin genel

¢cOzlimleri, farkli keyfi sabitler kullanilarak ;

— 4t _ 4t
X, =c¢ tce ;y =¢c+ce

seklinde ifade edilecektir.
Ozel ¢oziimlere gelince :

4 5[ 3
—e ——le
5

4t

(D’ —4D)x =4¢" —6¢e" igin h (1) =

(D’ —4D)y =8¢ —5¢” igin h,(1) = 2te* — e
bulunacaktir. Bunlarla ilgili ve dnceki bilgilere dayanan ana islemler okuyucuya birakilmistir.

Bu asamalardan sonra x(¢) ve y(t) fonksiyonlarinin genel ¢oziimii yazilabilecektir.

4 3
x(t)=x,+h =c +ce" +ges’ —Ete4’

y(t)=y, +h, =c,+ce’ +2te" -
olur. x(¢) ve y(¢) fonksiyonlarinin bu sekilde belirlenmesine karsin, bu sonug sistemin genel

¢oziimii olarak alinamaz. Ciinkii A(D)=4D—D* olarak D nin 2. dereceden bir tam ¢ok

terimlisidir. Bu, sistemin mertebelerinin 2 oldugunu, baska bir yaklagimla da, sistemin genel
¢oziimiinde ancak ve ancak iki tane keyfi sabitlerin bulunabilecegini gosterir. Bu diisiinceden
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hareket ederek, c,,c,,c;,c,keyfi sabitleri arasindaki iliskiyi belirlemeye ¢alisalim. Bunun igin
sistemdeki bagintilara gidelim :

Sistemdeki ilk bagitidan:  (4c, + 3¢, — %)e‘“ -c,;=0

Sistemdeki ikinci bagmtidan : (8¢, + 6¢, —1)e* —2¢, =0

bulunacaktir. Gergekten bunlar da birbirleriyle ayn1 bagintilardir. Bu bagintilar 6zdes olarak
saglanacaklarindan,

¢ =0 ¢, =0
= 11
8c, +6c,—1=0 0428_202

bulunur. Burada dikkati ¢geken, ¢ keyfi sabitinin bu bagintilarda yer almamasidir. Bu her zaman
bdyle gerceklesmez. Ancak burada oldugu gibi sonug bir keyfi sabitle bagimli olmaksizin
diizenlenebilmisse, genel ¢oziim yazilirken bu keyfi sabit ya aynen birakilir (bu ¢6ziimde
oldugu gibi) ya da Oyle gerektiriyorsa, yerine bir keyfi sayr konulabilir. Hatta ifadeyi
bozmayacaksa yerine sifir konulmasi dahi yeglenebilir.

Sonug olarak;

1 4
¢ =c;c, =cy50 =05, =——§c2

6

alinmak suretiyle, genel ¢6ziim yeniden diizenlenirse, sistemin ¢oziimii
3 4
x(t)=c, +c,e” —=te" +—e”
(H=¢ +c, 5 5
_ 4 4¢ 1 4t 5t
y(t) = —gcze + (2t + g)e —e

bulunur.

08.03.02. Genel Halin incelenmesi
Sabit katsayili ve lineer bir diferansiyel denklem sisteminin genel ifadesi, operatorler

kullanilmak suretiyle, asagida oldugu sekilde gosterilebilir. D =§olmak lizere ve F,(D)
’ _

ifadeleri (i=12,....,n;j=12,....,n), D nin n. dereceye kadar lineer tam c¢ok terimlisi
olduguna gore
E,(D)x, + F,(D)x, +...+ F, (D)x, = f,(¢)
F, (D)x,+F,,(D)x, +...+ F, (D)x, = f,(t) 87)
F . (D)x,+F,(D)x, +...+F, (D)x, = f,(t)

seklinde bir simultane sistem, tanimlanmak istenilen denklem sistemini temsil etmektedir.
x,(8),x,(¢),...,x, () bilinmeyen fonksiyonlar i¢in olusturulan bu sistemde, katsayilar operatorle
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ifade edildiginden, sistemin ¢oziimiinde tamamen lineer cebir kurallart uygulamak olanagi
vardir. Ornegin bu sistem bir Cramer sistemi gibi bakmak olasidir. Ancak bir kosul 6ncelikle
saglanmalidir: katsayilar determinanti sifirdan farkli olmalidir.

Bir 6nceki alt boliimde, bdyle bir sistemin daha basit halini (daha 6zel halini) alarak inceledik.
Orada olusan bilgi birikiminin, bu denklemin ¢6ziimiinde kullanilmasi1 yararli olacaktir.
Katsayilar determinantinin sifirdan farkli olmasi ve ¢oziimde bu determinantin kullanilmasi
gibi...

Sistemin katsayilar determinanti A(D) ile gosterelim. Buna gore;

E(D) F,(D) ... E,/(D)
F(D) F(D) .. B (D))

A(D) = 0
E,(D) E,(D) .. E,(D)
olmak kosuluyla
E /(D). F (D) f(t) F,.(D)..F,(D)
s ()| Frs@) SO Fopu(D)..Fy(D)

F,(D)... F;l,jq(D) £, () F;l,jﬂ(D)...Em(D)

determinantlar1 hesaplanabilecektir. A (D) determinantlari tek tek hesaplandiginda ki sayica n

tanedir, bunlar t nin birer fonksiyonu ya da sabitler olarak bulunacaktir. Bunlari
A (D)=¢,(t);j=12,...,n
ile gosterelim. x, bilinmeyen fonksiyonlari temsil ettigine gore

(1)
A(D)

x,(t)= —> A(D)x; () = ¢;(1)

coziimlerine ve dolayistyla diferansiyel denklemlerine ulaslir.

A(D)xl (t) =0 (t)
A(D)x,(t) = ¢, (1) (8.8)

A(D)x,(t) = ¢,(t)
diferansiyel denklemleri incelenmeli ve ¢dziilmelidir. [k denklemin ¢dziimiinden x, (¢) ; ikinci

denklemin c¢oziimiinden x,(¢) ve giderek sonuncu denklemin ¢oziimiinden de x, ()

bilinmeyen fonksiyonlar1 belirlenecektir. Ancak bu boyle olmakla birlikte birer sabit katsayili,
ikinci yanli lineer diferansiyel denklem olan bu denklemin genel ¢dziimlerinin yazilmasinda
keyfi sabitlerin bir kurala gore diizenlenmesi gerekmektedir. Aksi halde elde edilen sonuglar,
bir sistemin ¢Oziimii olarak bir araya getirildiginde, buna “sistemin genel ¢oziimii”
denilemeyecektir. Iste bu diizenleme i¢in nasil hareket edilecegi asagida agiklanmistir:

AD)x; = 9,(£);j =1,2,0,m
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diferansiyel denklemlerinin bir ortak 6zelli§i A(D) nin biitiin denklemlerde ayni olmasidir.
A(D) ayni zamanda, katsayilar determinant1 olup, D nin bir tam ¢ok terimlisidir. Bu ayni
zamanda diferansiyel denklemlerin karakteristik denklemi olarak goriilmektedir, yeter ki
A(D) =0 alimmis olsun. A(D) nin derecesi, sistemin mertebesini belirtmektedir. Buna bagh
olarak, sistemin genel ¢oziimiinde yer alacak keyfi sabitlerin sayisin1 da diizenlemektedir.
Simdi bu olgular goz oniinde bulundurularak, x,(¢),x,(?),...,x,(¢) fonksiyonlarmin ¢oziimleri
sirasinda ortaya c¢ikan keyfi sabitlerin sayisinin ka¢ tane olmasi gerektigi boylece
saptanabilecektir. Bunun iistiinde kalan sayidaki keyfi sabitler 6ncekilerle lineer bagimlilik
iliskisi i¢cindedirler.

A(D) = 0 karakteristik denkleminin k. dereceden bir cebirsel denklem oldugunu varsayalim.

Burada £ >0 ve tam say1 olabilecegi gibi, k >n ya da k <n olmas1 gerektigi de saptanabilir.
Yani bir baska yaklasimla & i¢in sonlu olmak kosuluyla, bir iist sinir belirlemek bu asamada
olanaksizdir. Bu k& sayisi, her problem i¢in, onun kosullarina gore belirlenecektir. Ancak bu
sayinin ozelligi, sistemin mertebesinin £ oldugunu belirtmesidir. Diger yandan, (8.8) deki
diferansiyel denklemlerinin her biri i¢in, m,,m,,....,m, sabit katsayilar1 olmak iizere,

A(D)=m,D" +mD"" +....+m,_D+m, =0

karakteristik denkleminden D,,D,,....,D, gibi, k tane cebirsel sayidan olusan kokler elde
edilecektir. Bunlarm, her bir denklem i¢in degerlendirilmesi, ikinci yansiz denklemlere gore,
sirasiyla,
x,(t)=c, €™ +ce™ +...+c, e™
x,(t) =c e +c,,e™ + ...+, e™

(8.9)

_ Dyt Dyt Dyt
x,(t)=c,e" +c,e +..+c e

olup, bunlarda toplam olarak nxk tane keyfi sabit kullanildig1 goriilmektedir. Ciinkii, her
bilinmeyen fonksiyon i¢in yapilan ¢6zlim, 6ncekilerden bagimsiz olarak gerceklestirildiginden,
onceden yapilan c¢oziimlerde kullandigimiz keyfi sabitlerin tekrar kullanilmasi artik
olanaksizdir.

Sistemin mertebesi k olmast, (8.8) ¢oziimlerinden hareketle genel ¢6ziim ifade edilirken ancak
k tane keyfi sabiti segerek, diger geriye kalan (n —1).k tane keyfi sabitin bunlar cinsinden ifade

edilmesini gerekli kilmaktadir. Bu is her sistemdeki bagintidan yararlanilarak saglanir. (8.8)
ifadeleri, ikinci yanli diferansiyel denklemlerdir. Oyleyse ikinci yanda yer alan @, (1)

fonksiyonlarindan 6tiirii, birer 6zel ¢oziimii bulunup, (8.9) ¢6ziimlerime eklenmelidir. Eger bu
¢oztimlerin £,(¢); j =1,2,...,n olduklar varsayilirsa (8.9) daki diferansiyel denklem ¢oziimleri

her birinden bagimsiz olarak, birer genel ¢6ziim niteligine kavusurlar. Boylece ;
x,(t) =c, €™ +ce™ +...+c, e +h(t)
Dyt Dyt Dyt
x,(t)=c,e" +ce ™+t et +hy () (8.10)

x,(t)=c,e™ +c,e™ +..+c, e’ +h (1)
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olurlar. Bunlar i¢in 6nceden goz oniine alinan sisteminin herhangi bir bagmtist secilerek bir
uygulama yapilir. Bilindigi gibi x,(¢),x,(¢),...,x,(¢) fonksiyonlar1 (8.7) sistemine aittir ve bu
sistem, bu fonksiyonlar tarafindan saglanmalidir. Bu islemleri keyfi sabitler arasindaki lineer-
bagimlilik iliskileri tam olarak belirleninceye kadar siirdiiriiliir. Bunun i¢in gerekirse, (8.7)
sisteminin diger bagintilar1 da kullanilir.

Keyfi sabitler arasindaki iliskiler belirlendikten ve keyfi sabitler k tane keyfi sabite gore
diizenlendikten sonra, bunlar i¢in bilinmeyen fonksiyonlar yeniden diizenlenir, Iste bu sekilde
diizenlenmis olan (8.10) ¢ozlimleri, (8.7) sisteminin genel ¢oziimiinii belirler.

Ornek.
(D-3)x—6y="¢
Dx+(D-3)y=¢
diferansiyel denklem sisteminin genel ¢oziimiinii bulalim.
D-3 -6 5 5
A(D) = =(D-3)+6D=D"+9+0
D D-3

olarak, Cramer teoremi uygulanabilecektir :

-6
A (D)= =6¢' =32 +2t = (¢
(D) s D3 @, (1)
D-3 ¢
A (D)= |=—2e" =2t =p,(t)
D e

olup,
_A(D) @) 6e—3t7+2t
 AD) A(D)  D*+9
AD) (1) -2 -2
 A(D) AD) D*+9

bulunur. Bunlardan

(D> +9)x=6e' —3t" +2t

(D* +9)y=-2¢" -2t

diferansiyel denklemlerine varilir. Bu denklemler ayri ayri ¢oziilir. Ancak D’ +9=0
karakteristik denklemleri ortaktir. Buradan

D*+9=0->D,, =43

x,(t) =, cos3t+c, sin3t

y,(t)=c;cos3t+c,sin3t

yazilacaktir. Simdi de 6zel ¢oziimleri bulalim. Onceki bilgilerimize gore bu ¢dziimler
diizenlenir ve gerekli islemler yapilirsa sirasiyla,
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X, ==e€ ——t* +=t+—

5 3 9 27

= —let - Zt
Vs 5 9

bulunur. Bunlar dikkate alinarak, diferansiyel denklemlerin genel ¢oziimii
3 1 2 2
H=x)+x,(t)=c cos3t+c,sin3t+=e ——t> +=t+—
x(@)=x(0)+x,(t)=¢ =) Se 3 9 "7

) 1 2
y@)=y,t)+y,(t)=c,co83t+c, sm3t—ge’ —51

seklinde diizenlenmis olacaktir. Simdi, bu iki ¢6zlimiin birlikte, verilen sistemin genel
¢Oziimiinii olugturmas1 kosulunu tartigalim.

Goriildiigii gibi, A(D) = D> +9 olup, D nin 2. dereceden birgok terimlisidir. Oyleyse sistemin
mertebesi 2 olup, sistemin genel ¢oziimiinde ancak ve ancak iki tane keyfi sabit
bulunabilecektir: Oysa yukaridaki ¢oziimler incelenirse c,,c,,c;,c, gibi dort adet keyfi sabit

kullanildig1 goriiliir. Demek ki bunlardan ikisi, diger ikisiyle lineer bagimlilik iligkisi i¢indedir.
Bu iligkiyi belirlemek i¢in, sistemdeki ikinci bagintiy1 kullanalim:

Dx+(D-3)y=¢';

=@=—3c1 sin3¢+3c, cos3t+§et—%t+§

Dx

dy . 1, 2 .3, 2
D-3)y=—=-3y=-3c¢,sin3t+3¢, cos3t——e' —=—3¢, cos3t—3¢,sin3t+=¢e +=t
(D=3y= =% ’ ! 59 77 ! 5 3
olarak uygulanirsa
. 3, 2 2 .
-3¢, sin3t +3c, cos 3t +—e' ——t +——3c, sin 3¢ +3c, cos 3¢
5 3 9

—le’ —2—303 cos 3t -3¢, sin3t+§e’ +%t =¢
5 9 5

olup, buradan ;
—3(¢, +¢; +¢,)sin3t+3(c, —c, —c,)cos3t =0

bagintisina varilir. Buradan da

_>

{cl +c,+¢, =0 ¢ =-c,—c,
c,—c;—¢,=0  ¢,=c;+¢,

iliskileri saptanir. Boylece

) 3, 1, 2 2
x(t)=(—c, —c,)cos3t+(c, +¢,)sin3t+—¢e ——t " +—t +—
() ( 3 4) (3 4) 5 3 9 27

Y(t) =c;cos3t+c, sin 3t—%e’ —%t

¢Ozlimiine ulagilir ki bu genel ¢oziimdiir.



169

Ornek.
(D+1)’y,+2Dy, +3Dy, =1
Dy, +y,=0
»—Dy,—Dy, =0

diferansiyel denklem sistemi de, sabit katsayili bir lineer sistem olup, genel ¢oziimiinii
arastiralim. Bu amagla, dncelikle katsayilar determinantini hesaplayalim:

(D+1)* 2D 3D
AD)=| D 0 1|=2D*+3D=0
1 -D -D _

1 2D 3D

Ay,=0 0 1|=D1)=0
0 -D -D
1 2D 3D

Av,=l0 0 1|=D'+1=1
0 -D -D
1 2D 3D

Ay3 = 0 O 1 = —D2 = O
0 -D -D

bulunur. Bu sonuglardan yararlanarak artik, Cramer teoremi geregince

Ayl 0 2
‘ A(D) 2D*+3D ( 2
y= oL opispyy, -
> A(D) 2D*+3D ?
A
y, = LN (2D* +3D)y, =0

" A(D) 2D*+3D

diferansiyel denklemlerine ulagilir. Bunlar ayr1 ayr1 integre edilirse

3 3 3

—=X -—X X —=X

n=ctce?y,=c+ce? +§;J’3 =cstee?

bulunacaktir. Diger yandan bu ¢ozlimler birlikte goz oniline alinirsa alti1 tane farkli keyfi sabit
kullanildig1 goriiliir. Oysa

A(D)=2D*+3D
oldugu ve bu da 2. dereceden oldugundan, gercekte incelenen sistemin mertebesi 2 dir. Oyleyse
Y,»Y,,y; birlikte bu sistemin genel ¢6ziimiinii olusturacaksa, ancak ve ancak iki keyfi sabit

icermelidirler. Bu amagla y,,y,,y, c¢oziimlerini kullanarak sisteme gidelim. Burada ilging
olan, bir 6nceki Ornekte oldugu gibi, sistemin tek bir denklemiyle sonuca gidilmesindeki
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giicliktiir. Bu nedenle gerektigi kadar bagmti kullanilacaktir. Asagidaki islemlerde bunu
izliyoruz.

Sistemin 3. bagmtis1 alinirsa :
»—Dy, =Dy, =
—Ex _Ex X —éx
¢, +c,e? —D(c;+cie? +§)—D(C5 +ce? )=0

3. 3 3 2
¢ +ce? +—ce? ——+5c6e 2 =0
1 s
cl—§+(cz+ c,—cs)e? =0
olup buradan
¢ —120 - ¢ 1
3 3

3 3 3
cz+504506:0 - 022—5(04—1-06)

elde edilir. Sistemin 2. bagintis1 alinirsa :

Dy, +yy;=0
3 3
—X —X
D(c,+c,e? )+cs+ce? =0
3 3

—X —X

—Ecze 2 +e,+ce? =0

3 .
cs +(—Ec2 +co)e? =0

olup buradan
3 3
c5=0;—502+06=0 - cé:Ec2

elde edilir. Ayni sekilde 1. bagint1 kullanilirsa ;
(D+1)*y, +2Dy, +3Dy, =1

3 3 3
(D*+2D+1)c, +cye 2 +2D(c, +c,e 2 +§)+3D(c5 tee ) =1

3 3
D*(c, +c,e 2x)—i-2D(cl +c,e 2x)—i-cl +c,e 2
N 3,
+2D(c; +c,e ? —i—§)+3D(c5 +ce ?)=1

3 3 3 3 3

2 : : 2209

X -—X -—X 2
—_ 2 2 2 2 - 2 =
c,e 3c,e ? +c tce 3ce 2 + 3 cee ? =1

3

—X

2 9
¢ -1-5—1+(Zc2—3c2 +c, —3c4—506)e 2 =0
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yazilarak buradan ;

2
g+—-1=0 —> ¢==
3 3
%c2—3cz+cz—3c4—306=0 - 502—304—206:0

- ¢, =4, +%c6)

olup, ¢, = %cz oldugundan ¢, = _%Cz bulunur.

Boylece, bu tespitlerimize gore keyfi sabitler arasindaki iliskiler c,,c, keyfi sabitleri cinsinden
diizenlenebilecektir. Buna gore

1 13

c,=—,c,=¢C,,C, =Cy,¢, =——¢,,c. =0,c, =—c
1 >¥2 2°%3 3>%4 255 76 2
3 6 2
olmak tizere, sistemin genel ¢oziimii ;
3

y(@®)= %+ cze_?

13 2« x
H=c,——ce? +—
n)=e-—c 3

30
y,(t)= Ecze 2

seklinde ifade edilebilecektir.

Ornek.
Bu 6rnek, diferansiyel denklem sistemlerinin tanitilmasi asamasinda goz oniine alinan ve bir
elektrik devresi i¢in, teknigin bir problemi olarak, kurulusu 2.Boliim, 7. sayfada yapilmis olan

0,590 1 50i +20i, =10
dt
9 207 +30i, =10
dt

diferansiyel denklem sisteminin incelenmesine yoneliktir. Ayrica bu sistem 11(0)=0 ve 12(0)=0
baslangi¢ kosullar1 i¢in ¢ozlimleneceginden, bir diferansiyel denklem sisteminin 6zel
¢Oziimiiniin bulunmasina dair bir 6rnek olusturmaktadir.

G0z Oniine alinan sistem, D = = tiirev operatorii kullanilarak yeniden diizenlenirse
t

(D +100)i, +40i, =20
20, +(D +30)i, =10
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D+100 40

A(D) = = D* +130D +2200;
20 D+30
= |20 ~ |D+100 20
= =200; Ai, = =600
10 D+30 10
olup, bunlardan
j=th 200 - (D*+130D+2200)i =200
A(D) D +130D+2200
Al 600

i, = =— —  (D* +130D+2200)i, = 600
A(D) D?+130D+2200

diferansiyel denklemlerine ulagilacaktir. Bu iki denklemde, karakteristik denklem ayni olup
F(D)=D?>+130D+2200=0 — D, =-110,D,=-20
bulunur. Oyleyse, ikinci yansiz denklemlerin genel ¢dziimleri, c,,c,,c,,c, keyfi sabitler olmak
uzere
-110¢ -20¢t, —110¢ 20t

(il)l =ce +c,e ’(i2)1 =ce +c.e

olarak ifade edilecektir. Denklemlere ait 6zel ¢oziimler ise

. 1 . 3
(11)2 = H;(Zz)z = H
seklinde hesaplanmis olacaktir. Boylece, 41(t) ve 42(t) i¢in genel ¢oziim
1
i) =ce " +c e +—
11
3
L(t)=ce " +c e +—

11
fonksiyonlar1 olarak bulunacaktir. Ancak bu ikilinin, sistemin genel ¢oziimiinii olusturabilmesi
icin ancak iki keyfi sabit icermesi gerekmektedir. Ciinkii A(D) ikinci derecedendir. c,,c,,c;,c,
arasindaki iliskinin belirlenebilmesi i¢in sistemdeki denklemlerden yararlanilir. Bu islemler
yapi-lirsa ;
1

c,=—c¢;c, =—2cC
3 1>~4 2
4

bulunur. Boylece sistemin genel ¢oziimii

-110¢ 0t

i()=ce" +c, e +—
. | _ 3
i,(t) = 26¢ N —2¢,e7 +ﬁ

olarak sekillenir.
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Ornegimizin bir de 6zel ¢oziimiiniin bulunmasi gerekmektedir. Sistemin 7 (0)=4,(0)=0
baslangi¢ kosullarina uyan ¢6zliimiinii bulmak i¢in, bu kosullar1 genel ¢6ziim ifadesine
uygulayalim. Buna gore;

1
i0)=¢ ¢, +—=0 S —
1 113 - 1112
iL(0)=—c, —2¢c,+—=0 ¢, —8c,=——
2( ) 4 1 2 11 1 2 11
. . . et 20 1 - " . . .
sistemi olusur. Bu sistem ¢oziiliirse ¢, ="59°2 "% elde edilir. Boylece sistemin verilen

baslangi¢ kosullarina uyan 6zel ¢oziimii

il(t):_?eIIOt_’_leZOt_’_L

9 11

. 5 —-110¢ 2 -20¢ 3
L,(f)=——e ——c,e” +—
:0="5 9 11

seklinde belirlenecektir.

08.04 Ahstirma Problemleri ve Yanitlar:

Asagidaki homojen denklem sistemlerinin genel ¢éziimiinii bulunuz

2(D-2)x+(D-1)y=0 Vamt x(t) =K, cost—K,sint
(D+3)x+y=0 antt: y(t) =K, (sint-3cost)+ K, (cost+3sint)

x(t) = y(t) =0 Asikar ¢oziim
Yanit: ¥(t) = 9Ce*

W) = 1375 Ce®

(D+2)x+(D-1)y=0
2) (D-3)x+(D+2)y=0

Asagida verilmis sabit katsayili lineer diferansiyel denklem sistemlerinin genel ¢Oziimiini
bulunuz.

()=-x-2
(D=1)y+ Dz =2x+1 T

(2D +1)y+2Dz = x Yant:

z2(x)==x" +ix+C
2 3

2(D-2)x+(D-1y=¢ x(t) = C, cost + C, sint—le’
D+3)x+v=0 Yanit: 2
( Jrhy= ¥(t)=(C,-3C,)sint—(3C, + C,)cost +2¢'



(D+2)x+(D-1)y =—sint
3 (D=3)x+(D+2)y =4cost
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x(t)=Ce® —lcost+zsint
5 5

Yant: —
y(t) = ﬁCe8 +sint+ cost



9. BOLUM

DIFERANSIYEL DENKLEMLER iCIN GRAFIiK YONTEM VE ALETLER

09.01. Grafik Yontem

Diferansiyel denklemlerin grafik yardimiyla ¢6ziimiinii elde etmek ne anlama geliyor? Bir
diferansiyel denklem integre edildigi zaman, elde edilen fonksiyonun gosterdigi grafige
yaklasikligi miimkiin mertebe fazla olan bir egrinin bulunmasi anlasilacaktir. Burada bilhassa
birinci ve ikinci mertebe diferansiyel denklemlerle, baz1 6zel diferansiyel denklem tipleri
tizerinde aragtirma yapilacaktir.

Diferansiyel denklemlerin grafikle ¢ozlimlerinin arastirilmasinda ¢esitli yontemler ve
yaklasiklik derecesini artiran fikirler ileri siiriilmiistiir. Bu yontemlerden bazilarmi bundan
sonraki boliimlerde ele alacagiz.

09.02. Aletler

Diferansiyel denklemlerin grafik yontemle ¢oziimiinii temin etmek konusunda calisanlar,
zamanla, bu isi mekanik olarak yapacak olan aletler ortaya koymuslardir. Dogrultu alanlarinin
veya tanimint bundan sonraki boliimde verecegimiz izoklin noktalarina ait dogrularmn
cizilmesinde kullanilmak tiizere V.Bjerknes ve V.Sédeberg tarafindan meydana getirilmis
aletler vardir.

Dogrultu alanlar1 ¢izen aletler yapildig1 gibi baz1 diferansiyel denklemlerin integral egrilerini
dogrudan dogruya ¢izen aletler de yapilmaya ¢alisilmistir. Ornegin Knorr tarafindan yapilan
bir alet

y'(x) = f(y") + g(y) + h(x)

diferansiyel denklemini ¢6zmekte kullanilmaktadir. Ancak bunun elde edilebilmesi i¢in f(y’),
g(y), h(x) fonksiyonlarina ait egrilerin ¢izilmis olmas1 gerekmektedir. Bir takim uglar bu
egriler tizerinde hareket ettirilerek integral egrilerinin elde edilmesi miimkiin olmaktadir.

Bir bagka alet Bush tarafindan yapilmistir. Bu alet
Z'(X)=z+f y'(x)=z+f,
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seklindeki bir diferansiyel denklem sistemini ve bunun karsit1 olan ikinci mertebe diferansiyel
denkleminin integralinin alabilmektedir. Burada f; , f, , f5, f, foksiyonlann1 x, y, z
degiskenlerinden birine bagli keyfi fonksiyonlardir. Bunlara ait egriler ¢izildigi takdirde,
bahsedilen alet y(x) ve z(x) egrilerini ¢izebilmektedir.

1939 yilinda Oslo’da imal edilen bir bagka alet ise, bir altinct mertebe diferansiyel denklemini
¢Ozebildigi gibi, iki liclincli mertebe diferansiyel denklemden meydana gelmis bir sistemi de
¢6zmeye yaramaktadir.

Bu aletler genellikle mekanik ¢aligmakta, bunlarda elektrikten faydalanilamadig:
gorilmektedir. Ancak bazi aletlere konulan fotoelektrik kameradan istifade edilerek, aletlerin
calismasi otomatiklestirilmektedir.

Bir takim matematik yontemler dncelikle

y'=fQ)y +g(x)y+hx)

tipindeki Riccati diferansiyel denklemlerinin ve

V'= ()Y +g(x)y* +h(x)y+k(x)

tipindeki Abel diferansiyel denklemlerinin ¢oziilmelerini saglamaktadir. Ayrica W.Thoneon ,
iterasyon yontemi yardimiyla ¢oziilecek

y=[/(0).y]

diferansiyel denklemi i¢in yapilan ara hesaplarinda integralleri almaya yarayan bir alet
yapmuistir. Biitiin bunlarin disinda, cesitli kisiler tarafindan bu amaglara hizmet eden bir¢ok
alet gelistirilmistir.

09.03. Dogrultu Alani

F(x,y,y’) = 0 diferansiyel denkleminin anlayisina uyan bu noktalarda diferansiyel denklemin
karsit tuttugu dogrultular1 belirtmeye yetecek sayida bol nokta secilir. Bu diferansiyel
denklemi

y'=G(x,y)

seklinde ele alirsak, bunun analitik anlamimi “ O(x,y) nin herhangi bir noktasindaki degeri,
bunu tiireten fonksiyonun o noktadaki tegetinin egimidir. “ seklinde ifade etmek miimkiin
olur. Bu ise a egim acisin1 gostermek {izere

y'=G(x,y)=1ga

olarak g6z Oniine alinirsa, G(x,y) nin alacagi degerlere gore, a da ¢esitli degerler alacaktir.
Halbuki bir¢ok hallerde a, verilen diferansiyel denkleme gore, her noktada ayni dogrultuya
sahip olabilirler. Bu dogrultuya ait noktalarin tanimlarinin bulunmasi da oldukga kolaydir.

Aym o dogrultusunu belirten noktalarin geometrik yerine izoklin egrisi denir. izoklinler
cizilebildigi ve bunlarin deger dogrultular bilindigi takdirde, dogrultu alan1 belirlenmis olur
(Sekil 9.1).
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Sekil 9.1. izoklin Egrisi

09.04. y = f(x) Fonksiyonunun Grafikle Integrasyonu

Bir diferansiyel denklemin integrasyonunu grafik yontemle yapmadan Once, herhangi bir
y = f(x) fonksiyonunun grafikle integre edilebilmesi hususunu ele alalim. Bdylece, grafikle
integral islemi yapma fikrini 6rneklemis olacagiz.

y = f(x) fonksiyonunun bir (a,b) araliginda stirekli oldugunu varsayalim. (a,b) araliin1 ise

X, =0, X, Xy X, =b
gibi n kismi araliga ayiralim.

y = fix) fonksiyonunun egrisinin sinirladigi alan bir merdiven egrisi (¢izgisi) yardimi ile
yaklasik olarak gdsterilebilir, (Sekil 9.2). Bu merdiven

N
"

Sekil 9.2. y = f(x) fonksiyonunun grafikle integre edilebilmesi-1

¢izgisinin denklemini y = ¢(x) ile gosterelim. Burada x1 noktalar1 fonksiyonun stirekli oldugu
noktalar olup, bir sigrama noktas1 olmayacaktir. Bu merdiven ¢izgisi

Xi

j f(x)dx = [ t(x)dx

Xi-1

baglantisina uyacak tarzda g¢izilir. Burada merdiven g¢izgisine ait alanin olusumu kolayca
goriilebilir ve hatta ¢ok az bir dikkatle biiytlikliigii hakkinda bir fikir edinilebilir. y = f(x)
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egrisi ile meydana gelen alanlar1 karsilastirma imkani da kolayca miimkiin olur. y =¢(x)
¢izgisinin alani

T(x)= It(x)dx

ile bulunabilecegi gibi, bu integralin degeri ¢izim yolu ile de bulunabilir. x; noktalarinda
T(x)=F(x)

dir. Yani
F(x)= J.f(x)dx

integral egrisinin x; noktasindaki ordinati ile 7(x) in aymi x; noktasindaki ordinati birbirine
esittirler, ( Sekil 9.2).

Sekil 9.2 de goriilen merdiven ¢izgilerin, sekil 3 de goriilen kirik ¢izgiler sekline
doniistiiriilmesi igi gayet basit bir tarzda olusturulur. z = a dan itibaren araligin icine dogru
gidildikge merdiven c¢izgiye ait rastlanilan bir kismi aralikta onun gosterdigi dogrultu, ayni
esel ile ¢izilmis diger bir koordinat sistemi igine aktarilabilir. Sekil 9.2 ve Sekil 9.3 birlikte
g0z Oniine alinirsa, A ya ait dogrultu OA dogrultusuna, B ye ait dogrultu AB dogrultusuna, C
ye ait dogrultu BC dogrultusuna ve nihayet D ye ait dogrultu CD dogrultusuna karsi
gelmektedir. Sekil 9.3 ilkinden xi, X2, X3,.....apsislerini de almak suretiyle, kullanigh kilinir.
OA, AB, BC, CD tegetlerine xo, X1, X2, X3 apsisli degme noktalarinda uygun tarzda intibak
ettirilmis bir egri, y = f(x) fonksiyonunun integral egrisini yaklasik bir tarzda bize verecektir.

N

/
215

Sekil 9.3. y = f(x) fonksiyonunun grafikle integre edilebilmesi-2

Ornek.

Y =-3x" +4x—1 fonksiyonunun integral egrisini bir basit Ornek olarak arastiralim. Bu
fonksiyonun gosterdigi egriyi xoy dik koordinat sistemi igine ¢izelim, (Sekil 9.4 ).

Bu egrinin x¢ ile x3 apsisleri arasinda kalan kisminin siirekli oldugunu biliyoruz. Bu araliga x;
ve x; apsislerini de kullanarak (bunlar keyfi se¢ilmistir.) {i¢ kismi araliga bolmiis olalim.
(x0,x3) araliginda y = ¢(x) ile gosterdiginiz, merdiven ¢izgilerle bir fonksiyon kuralim, (Sekil

9.4) Ox ekseni lizerinde O dan itibaren negatif yonde 1 birim gidilerek A noktasi isaretlenir.
Sonra sirasiyla merdiven ¢izgiye ait belirli noktalarin Oy ekseni lizerinde izdiisiim ayaklari
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bulup, bunlar1 A noktasina birlestirelim. Boylece teget dogrultular1 bulunmus olur. Simdi ayn1
eselleri kullanarak bir bagka ve bulgularimizi buraya aktaralim, (Sekil 9.5)..

X0, X1, X2, X3 apsislerini yeni koordinat sistemine tasiyalim. Xo mn yine orijinde oldugu
goriilmektedir. Daha sonra xo dan itibaren bulunan teget
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Sekil 9.4. , = —3x? + 4x — 1 fonksiyonunun integral egrisi

dogrultular1 burada sirasiyla ¢izilmek suretiyle belirtilir ve nihayet bunlara teget kalacak ve

belirli noktalardan gececek sekilde ¢izilecek uygun bir egri, y=—3x2 +4x—1 fonksiyonun
integral egrisini yaklasik olacak verecektir, ( Sekil 9.5 ).

' )

Sekil 9. 5. y = —x* + 2x? — x fonksiyonunun integral egrisi
Gergekten verilen fonksiyonu integre edersek
3 2
V==X +2x"—-x

bulunur. Bu ise Sekil 9.5 te goriilen egrinin gosterdigi biitiin 6zellikleri tagimaktadir. Burada
integral sabiti, baglangi¢ sarti bakimindan keyfi olarak sifir alinmistir.

09.05. Birinci Mertebeden Diferansiyel Denklemlerin Coziimii

y'= f(x,y) diferansiyel denklemini goz Oniine alalim. Bunun, grafik yontem uygulanmak
suretiyle bir ¢6zlimiinii arastirmak istiyoruz.
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Bir (xl,yl) noktasi i¢in verilen diferansiyel denklemi hesaplayalim. y’ niin bu degeri (xl ,yl)
noktasindaki teget dogrultusunu vereceginden, bu sonug

y'=f(x,n)=tana
seklinde ifade edilebilir. Buradan

a=arctg f(x, 1)

yazmak olanakhidir. Bdylece X; apsisli noktadaki teget dogrultusu belirlenmistir.
Genellestirmek istersek, i = 1, 2, 3, ... olmak lizere

a=actan f(x,,)
yazabiliriz.

( X )arah“ml kismi araliklara bolelim. X,,X;,X,,...,X, apsislerine karsilik fonksiyon olarak,
n g 0 2 n ap y
Yos V15 V55, degerlerini almis olsunlar.

(x0,y0) noktasindan

a=arctg f(x,,)

dogrultusunda, x =x1 dogrultusuna rastlaymcaya kadar bir dogru ¢izelim. Sonra

a=arctg f(x,, ;)
dogrultusunda, x; den itibaren ve ilk ¢izimin kaldig1 noktadan baglayarak x = x» dogrusuna
rastlayincaya kadar bir dogru cizelim. Ve islemlere bdylece devam edelim. Bunun sonucu
(x1,X2), (X2,X3), (X3,X4), ... araliklarinin her birine, o aralikta fonksiyonun teget dogrultusunu
veren ve her biri uguca eklenmis bir kirik ¢izgi fonksiyonuna varilmis olur. Bu dogru
pargalarinin her birine teget kalacak sekilde ¢izilmis bir uygun egri

Y =f(xy)

diferansiyel denkleminin integrali olan y = f(x) fonksiyonunun gosterdigi egriye yaklasik bir
¢izim olarak bulunacaktir. Bu agiklamalara ait grafik goriintii Sekil 9.6 daki gibidir.

y

.')’7 Xl x2 X3

Sekil 9.6. Diferansiyel denkleminin integrali olan y = f(x) egrisi
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Bu yaklasik egriye ait baz1 koordinat noktalarin1 bulmak suretiyle interpolasyon yontemleri
(Lagrange ve Newton interpolasyon yontemleri gibi) kullanilarak bu egrinin denklemi
yazilabilecektir.

Ornek.

b

y’ = - x diferansiyel denklemini bir basit 6rnek olarak se¢mis olalim. Araliklar1 da isi
basitlestirmek i¢in, 1 cm uzunlugunda segelim. (x1,Xn) araligini da bu 6rnek i¢in (1, 5) olarak
alalim.

Yy = - X i1 = tgai-1 i=1,23,4,5)
olarak diisiiniiliirse, buradan
oli-1 = arctg (-X i-1)

yazilabilir. Buradan, asagidaki inceleme yoluyla, sirasiyla her araliktaki teget dogrultularini
bulmus oluyoruz :

i=2icin: oy =arctg (-x1) = arctg (-1) den a =135°
i=31i¢in: o =arctg (-x2) = arctg (-2) den a=117°
i=41¢in: oz =arctg (-x3) = arctg (-3) den o= 107°
i=5icin: o= arctg (-x4) = arctg (-4) den o= 102°

degerleri bulunur. Bir dik koordinat sistemi i¢inde bu dogrultulari kendilerine ait araliklar
i¢cinde isaretleyelim. (Sekil 9.7).

Sekil 9.7. y’=- x diferansiyel denkleminin integral egrisi

Burada goriildiigii gibi y’ = - x diferansiyel denkleminin integral egrisi elde edilmis olur.
Sekil 9,7 de goriilmekte olan egri parcasi, integral egrisinin se¢gmis oldugumuz araliktaki
kismudir. y’ = - x diferansiyel denklemi integre edilirse

y=1/zx2

bulunur ki bu sekildeki egri ile benzer 6zellikleri tagimaktadir.
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09.06. Yarim Adimlar Yontemi

Bu yontem, yukarida verilen yontemin daha saglikli bir sekilde uygulanabilmesine olanak
saglayacaktir. Bu amagla kullanilir. Yontemin uygulanmasina 6éncekinde oldugu gibi baslanir.
Yani baslangi¢ noktasindaki dogrultu, y* = f (x,y) diferansiyel denkleminden elde edilir.
Baslangi¢ noktasinin koordinatlar1 Xo, yo ise

Yo’ = f (x0,00)

bize, baslangi¢ noktasindaki teget dogrultusunu verecektir. Yarim adimlar yontemi olarak, bu
ilk dogrultuda bir miktar gidilir. Varilan bu nokta ai,b1 olsun, ($ekil 9.8). Bu ilk yarim
adimdir.

\5(1 eV

az 9b2 X2,}"2

O —

LY

x X x
s} 1 2

Sekil 9.8. Yar1 adimlar yéntemi

Simdi aj,b; noktast i¢in diferansiyel denklemden b; dogrultu katsayisi hesaplanir. Bu
dogrultuda, yine baslangi¢ noktasindan hareketle ilk adimin iki kati1 kadar gidilerek xi,y:
noktasina varilir. Bu nokta ilk tam adimdir ve integral egrisine aittir.

Bu islemler istenildigi kadar devam ettirilebilir. Boylece integral egrisine ait ¢ok sayida nokta
belirlenmis olur. Ancak Oncelikle belirtmek gerekir ki bu noktalar teorik olarak integral
egrisine aittirler. Gergekte bu egrinin civarindaki noktalardir.

Yarim adimlar yontemini bir kez daha uygulamak istersek bu kere x1,y1 noktasin1 baslangi¢
noktas1 segmek gerekir. Bu nokta i¢in

v’ =[x, y1)

olup, xi1 deki teget dogrultusu bulunmus olur. Bu dogrultuda bir miktar gidilir ve bu nokta
az,by olarak isaretlenir : (Sekil 9.8 den izleyiniz). Diferansiyel denklemden b, dogrultu
katsayisi belirlenerek, x1,y1 den itibaren bu dogrultuda ilk uzunlugun iki kat1 kadar gidilerek
x2,y2 noktasina varilir ki bu nokta ikinci tam adimdir. Boylece devam edilerek Xn,yn
noktalarin1 bulmak olanakli hale gelir. Bu yontemin saglikli bir sekilde uygulanabilmesi i¢in
yarim adimlar, olabildigi kadar kiigiik secilmelidir.
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09.07. izoklin Yéntemiyle Integrasyon

y’ = f (x,y) diferansiyel denklemi verilmis olsun. Bu denklemi, m herhangi bir noktadaki
egimi gostermek {izere

fy)=m

yapisinda ele almak olanaklidir. Bu bize bir egri gosterir. Bu egriyi E ile gosterelim. E
egrisinin iizerindeki her A noktasindan bir C integral egrisi gecer. Bu C egrilerinin ortak
ozelligi ise A noktalarindaki tegetlerinin egimlerinin m olarak birbirlerine esit olmasidir. Bu
ozelikten otiirii E egrilerine [zoklin Egrileri denir. m nin her degeri igin bir E egrisi ¢izile-
bilecegi asikardir. Bu ayni zamanda,

S (xiy) =m

oldugundan, yani bir (x;;yi) noktasinin koordinatlar1 i¢in m tayin edileceginden, her bir (Xi;yi)
noktasindan, bu egrilerden bir tane gegtigini ifade etmis olur.

Artik izoklinlerden yararlanmak suretiyle

V' =f&y)
diferansiyel denkleminin integral egrilerinin ne sekilde bulunabilecegini aragtiralim.
fy)=m
olarak diisliniildiigli animsanirsa, m ye verilecek birkac uygun deger icin elde edilen E egrileri
cizilir. Bu ¢izimler diizgiin bir sekilde yapilmalidir. Bu egrileri sira ile Ei, Ez, Es, ... ile

gosterelim. Ayni1 zamanda m ye verilen degerleri de Oy ekseni {lizerinde isaretleyelim :
(Sekil 9.9).

""""

v

Sekil 9.9. izoklin yontemi

Bunlar sirastyla m; = OA;, my = OAz, m3 = OAs3, ... olsunlar. Sonra Ox ekseni iizerinde O
dan itibaren negatif yonde 1 birim gidilerek, P noktasini isaretleyelim. Bundan sonra P ile A1,
Az, Az, ... noktalarmi birlestirmek suretiyle mi, mp, ms, ... degerlerine karsi gelen
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dogrultular1 ¢izgisel olarak belirtmis oluyoruz. Bu integral egrilerinin, her bir izoklin ile
kesistigi noktadaki tegetinin egiminin belirlenmis olmas1 demektir.

E1 izoklin egrisinin M; noktasini alalim. Bu noktadan PA; e bir paralel ¢izelim. Ei ve E»
izoklinleri arasinda ortada bir yerde M1M> dogrusu sinirlandirilir. Simdi de M2 den PA» ye bir
paralel cizelim. Bu da M>M3 olarak E» ile Es izoklinleri ortasinda bir yerde siirlandirilir.
Nihayet M3 noktasindan PAj3 e bir paralel ¢izelim. Boylece MiMaMs... poligonu elde edilmis
olur. Bu poligon, izoklin egrilerini sira ile Ki, Ko, K3, ... noktalarinda keser (Sekil 9.9 dan
izleyiniz).

Bu hazirliklardan sonra K; de MiM> dogrusuna; K2 de M>M3 dogrusuna; K3 de Mz:My
dogrusuna teget olacak sekilde cizecegimiz egri, aradigimiz integral egrisinin bir yaklasik
sekli olacaktir. Ozel olarak,

yrxoy)+y(y)=0
seklindeki Lagrange Diferansiyel Denklemi i¢in izoklinlerin birer dogrudan ibaret oldugu
hemen sdylenebilir. Gergekten,

y =f(xy)=m
olarak alinirsa, m bir parametre oldugundan, yukaridaki denklem

y+x o(m)+y(m)=0
veya buda ¢(m)=a ; y(m)=Db degerlerinde olduklar1 kabul olunursa

y+tax+b=0
seklinde bir dogru denklemi gdsterecektir.

Ornek .
y’ +xy=0 diferansiyel denklemini izoklin yontemiyle ¢c6zmeye ¢alisalim:
y=m=-xy
olarak alalim. x.y = - m fonksiyonlarinin ikizkenar hiperboller ailesi oldugunu biliyoruz.

Burada m ye verilecek cesitli degerler yardimiyla bu ikizkenar hiperboller ayr1 ayri
belirlenecektir ; (Sekil 9.10).

Sekil 9.10. y’ + x y = 0 dif. denklemi i¢in izoklin yontemi
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m=...-4,-2,-1,-%,-Ya,%,%,1,2,4,...

degerlerini aldiginmi varsayalim. Bu degerler sirasiyla, denklemleri
xy=4,xy=2,xy=1,xy="%, xy =V, xy = -Ya,xy="%,
xy=-1,xy=-2,xy=-4

olarak belirlenen ikizkenar hiperboller elde edilir. Bunlar sekilde goriildiigii gibi, aynm bir
koordinat sistemi i¢ine hep birlikte cizilir. Sekildeki noktali ¢izilmis egriler bu hiberbollerdir.

Simdi O noktasindan itibaren pozitif ve negatif yonlerde 1 birim gidilirse P1 ve P> noktalar
bulunur ve isaretlenir. Burada P; negatif m degerleri i¢in, P> ise pozitif m degerleri i¢in
kullanilacaktir. Sunu ilk Once isaret edelim ki Sekil 9.10 da P noktasinin nasil secildigi
animsanirsa, burada P ve Aj, A2, Az, ...noktalarim1 sirasiyla Ox ve Oy eksenlerine gore
simetrik olarak yerlestirdigimiz takdirde PAi, PA>, PAs, ...dogrultularinda degisen bir sey
olmayacaktir. Bu durum g6z Oniinde tutularak m nin degerlerini Oy ekseninin negatif
tarafinda isaretlemekte bir sakinca yoktur. m icin Oy ekseninde isaretlenen bu noktalari
sirasityla P1 ve P> kutup noktalara birlestirelim. Boylece izoklinler iizerindeki integral
egrisine ait degme noktalarinin teget dogrultular1 belirlenmis olur.

Biitiin bu hazirliklardan sonra, Sekil 9 da goriilen ¢izim yolu buradaki degerler kullanilarak bu
probleme uygulanirsa, Sekil 9.10 de goriilen ve E; ve E; olarak adlandirdigimiz poligonlar
elde edilir. Bunlar yardimiyla diferansiyel denklemin integral egrilerini hemen hemen vermis
olacaklardir. Sekil 9.10 de goriilen Can Egrisi (Gauss Egrisi) boyle elde edilmis olmaktadir.
Gergektende verilen diferansiyel denklemin elemanter olarak ¢oziimii yapilirsa, C bir keyfi
sabiti gosterdigine gore

1>

——X

y=_Ce?

oldugu goriilecektir. Bu fonksiyon ise, analitik olarak, ¢an egri ailesini gostermektedir.

09.08. Nomogramlarin Kullanilmasi

v’ = f (x,y) diferansiyel denkleminin ¢6ziilmesi i¢in grafik yontemin uygulanmasi halinde,
onemli olanin, hangi x,y noktalarina karsi gelen dogrultularin bulunmasi olacaktir. Bazi
diferansiyel denklemlerde nomogramlar kullanilarak bazi ¢aligmalar yapilabilir.

H.Heinrich nomogramlar1 kullanmak suretiyle, bazi durumlarda bu dogrultularin
bulunmasinin kolayca olanakli oldugunu savunmustur.

" g (x)-g,(»)
VACIENAGY

tipindeki diferansiyel denklemleri g6z oniine alalim. Bu tip diferansiyel denklemlerin dogrultu
alanmni bulmak {izere, Heinrich tarafindan gelistirilen nomografik ydntem asagida
acgiklanmustir :

S =£0)

diferansiyel denkleminden, parametreleri x ve y olan ve dik acili bir u, v sistemi i¢inde,
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X(x) :u=fi(x) , v=gi(x)
Yy : u=f(y) , v=g(y)

egrileri ¢izilmis olsun. x ve y parametrelerinin bir Xo ve yo paremetrik degerlerine karsin X(x)
ve Y(y) egrilerini bu noktalarda kesen bir A dogrusunun Ou ekseniyle yaptigi ac1 o ise

gl(xo)_gz(yo)
fl(xo)_fz(yo)

olarak hesaplamr, (Sekil 9.11). A dogrusu oOtelenerek, a dogrultu agisini igeren izokline ait
X0, Yo koordinatlar elde edilmis olur.

tana =

.
v 3

\Y(y)

el
J_.,-""'H ——

Sekil 9.11. Nomogramlarmn kullaniimasi

Uygulamada bazi hesaplarm yapilmasi gerekmektedir. Once problemi su sekilde ele alalim :

Fx,y,y)=0
diferansiyel denkleminin ¢ézlimiiniin
Fix,y, C)=0

formunda bir sonu¢ olmasi gerektigine gore, C keyfi sabitinin alacagi degerler itibariyle bu bir
egri ailesi gosterecektir. Bu egriler ise diizlemi dolduracaktir. Keyfi bir baslangi¢ noktasi
secmekte bir sakinca yoktur. Ciinkii bu nokta mutlaka egri ailesindeki egrilerden biri iizerinde
olmak zorundadir. Bu yontemin uygulanmas: sirasinda, daha 6nce konu edilmis olan yarim
adimlar yontemi de kullanilacak ve yaklasiklik derecesini artirmak bakimindan faydali
olacaktir.

Ornek .
y =[x =¥/ [x* +y*]

diferansiyel denklemi veriliyor. Bu, yukarida belirttigimiz tipe uyan bir denklemdir. Bunu
parametrik olarak ifade edelim :
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Xx) : u=x’ ;v
Yy :ou=-y
ve bunlar birlestirilerek

I
>

<
I
<

X(x) egrisiicin v=u

Y(y) egrisiigcin v=-u
yazilabilecektir. Hatta

v=u=0 ; v=-u=0

kosullart da olusturulabilecektir. Bunun anlami sudur : Her ikisinde de birimleme sadece
pozitif yondeki kollar iizerinde yapilacaktir.

v=u ve v =-u, uOv koordinat sistemi i¢inde birer dogru gosterirler. Bu dogrular xOy dik
koordinat sistemi i¢inde, birincisi X(x), ikincisi Y(y) olarak cizilirler. Ancak her sistemde
birimleme keyfi yapilabilecegi gibi,

v=u ve Vv = -u dogrularinin baslangic noktasi xOy diizlemi i¢inde keyfi olarak
yerlestirilebilir.

Bu agiklamalar1 daha i1yi kavrayabilmek i¢in asagidaki 6rnegi inceleyelim :

Ornek olarak segilmis olan diferansiyel denklemin x = 2, y = 8 olan bir integral egrisini
bulmak isteyelim:

Yarim adimlar yontemini uygulayarak, verilen baslangi¢ kosullar i¢in diferansiyel denklemi
hesaplayalim :

tga=y'(2;8)=[4-64]/[4+64] = -15/17

olur. Buradan o hesaplanirsa, a= 138° 34’ oldugu goriliir. Bu dogrultu- da x =2,y =8
noktasindan itibaren bir miktar (rnegin 1 cm) ilerle- yelim. Isaretleyecegimiz nokta A olsun,
(Sekil 9.12). Yarim adimlar yon-temini uygulamaya devam edelim. Bunun i¢in A noktasinin
koordinatlarin1 bilmek gerekir. Dikkat edilirse, A noktasi, merkezinin koordinatlar1 (2 ; 8) ve
yarigapi 1 cm olan (Oyle se¢mistik) bir cember ile (2 , 8) noktasindan gegen ve egimi

tgo=-15/17
olan bir dogrunun ortak noktasidir. Bu bilgiler 15181inda asagida goriilen sistem kurulabilir :
(x—2y +(y-8)=1
y—8=-(15/17) (x-2)
Bu sistem ¢oziiliirse
x=275;y=1734

bulunur. Bu ilk yarim adimdir. Yarim adimlar yontemi animsanirsa, bu kez bu koordinatlar
icin diferansiyel denklem yeniden hesaplanacaktir.

tg o = y'(2,75 ; 7,34) = [7,5725 — 53,8756] / [7,5725 + 53,8756]
= -[46,3031]/[61,4481] = - [46,30]/[61,45]

olup degeri lizerinden ai hesaplanirsa o = 143°  oldugu goriiliir. Buna gore yine (2;8)
noktasindan baslamak ve bu dogrultuda bu kez 2 misli (2 cm) gidilerek B noktasina varilir.
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Bu ilk tam adimdir. Demek ki B noktas1 integral egrisine ait bir nokta olmalidir. B noktasinin
koordinatlar1 yukarida oldugu gibi diistiniilerek,

Ay
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Sekil 9.12. y’ =[x — y?] / [x* + y?] dif. denkleminin ¢éziimii
(x -2y +(y-8)=4
y—8=-[46,30/61,45] (x -2)

denklem sisteminin ¢oziimiinden elde edilir. Bu sistem ¢oziiliirse B noktasinin koordinatlari
B (3,6 ; 6,85) olarak bulunacaktir.

B noktas1 integral egrisine ait olduguna gore bu noktadaki teget dogrultusu nedir ? Bunu
arastiralim. X(x) egrisi iizerinde kendi birimlemesine gore 3,6 noktasi isaretlenir. Ayni islem
Y(y) egrisi lizerinde 6,85 noktasi isaretlenmek suretiyle tekrarlanir (Sekil 9.12 ten izleyiniz).
Bu iki nokta birlestirildiginde B noktasindan c¢izilecek tegetin dogrultusu belirlenmis olur.
Artik B noktasindan bu dogrultuya bir paralel dogru ¢izmek yeterlidir. Bu 6rnek i¢in ayni
integral egrisine ait bir {iclincii nokta bulmak iizere islemlere devam edelim. Bu kere ¢ikis
noktamiz B dir. Bu noktada yarim adimlar yontemini uygulayalim.

B noktasinin koordinatlari i¢in diferansiyel denklemi hesaplayalim :
tg a2 =y’(3,6; 6,85) =[12,96 — 46,9225] / [12,96 + 46,9225] =
=-[33,96]/[59,88]

olup buradan oy hesaplanirsa ; oo = 150° 25’ bulunacaktir. B noktasindan itibaren bu
dogrultuda 1 cm ilerlenirse C noktasina varilir. Tam adima ulagmak iizere islemlere devam
edelim. Bunun i¢in C noktasinin koordinatlarini belirlemek {izere, yukaridaki islemlerin
benzerini yapalim
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y— 6,85 =-[33,96/59,88] (x - 3,6)
(x—3,6)+(y— 6,852 =1

denklem sistemini ¢ozersek x =4,5 y = 6,4 bulunur. Dolayisiyla C noktasi belirlenmis olur :
C4,5 ; 6,4). Simdi C nin koordinatlar1 i¢in diferansiyel denklemin yeniden hesaplanmasi
gerekmektedir.

tg o3 = y'(4,5 ; 6,4)=[20,25 — 40,96] / [20,25 + 40,96] = - [20,71 / 61,21]

olup buradan a3 hesaplanirsa : o3 = 161° 20° bulunur. B noktasindan baslayarak oz = 161°
20’ dogrultusunda bu kez 2 cm ilerlenirse D noktasina varilacaktir. Bu ise integral egrisi
tizerinde olan (olmasi gereken) bir noktadir. D noktasindaki teget dogrultusunu ¢izebilmek
i¢cin bu noktanin koordinatlarinin bilinmesi gerekmektedir.

y —6,85=-120,71/61,21] (x — 3,6)
(x—3,6)>+(y—6,857*=4
sistemi ¢Oziilmelidir. Sistem ¢oziiliirse x = 5,5 y = 6,2 bulunur.

Bir 6nceki tam adimda oldugu gibi bu degerler sirasiyla X(x) ve Y(y) egrileri {izerinde
isaretlenir ve elde edilen noktalar birlestirilirse A> teget dogrultusu belirlenmis olur. D
noktasindan bu A2 dogrusuna ¢izilecek bir paralel, bu noktadan gececek olan integral egrisinin
teget kalacagi dogrultuyu belirtmis olur.

Integral egrisine ait bagka noktalar elde edilmek istenildiginde uygulama burada oldugu gibi
devam ettirilmelidir. Ancak ara hesaplar olduk¢a uzun olacak ve belirli bir yaklagsiklikla
caligmak gerekecektir. Yaklasik hesaplamalar sonucunda, integral egrisinin de sonugta bir
yaklasik egri olacagi kabul edilmelidir.

Bu konunun ikinci mertebeden diferansiyel denklemlerin incelenmesinde kullanilmasi gibi bir
olanak varsa da biz kitabimiza bu boliimii koymadik. Ciinkii Grafik Yontem baslig1 altinda
yaptigim yukaridaki caligmada goriildiigi gibi, bu konuda ¢6ziim iiretmek hayli giic ve
zahmetli olmaktadir. Coziim tliretmek yerine, adi diferansiyel denklemler i¢in biraz da 6zel bir
durum arz etmektedir.

Konuyu buraya koyarken soyle diisiindiik: Demek ki bu konuda grafik yontem bashigi altinda
yapilmis c¢alismalar da varmig! Bu boliime ait yukaridaki ¢alismalar yapilirken gergekte
okuyucumuzu, boyle bir yontemin varligindan haberdar etmekti. Ancak pratikte goriiliiyor ki
kolayca uygulanabilir degildir.

Okuyucumuza biraz da bunu gostermek istemistik.



10. BOLUM

DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN VE SISTEMLERIN CESITLIi ALANLARDAKI
UYGULAMALARI

10.01. Giris

Diferansiyel denklemlerin ve sistemlerin, basta da belirtildigi gibi, pek ¢ok bilim alaninda
uygulama alanlar1 bulunmaktadir. Bunlar tek diize siradan konular olmamakla birlikte daha
cok Mekanik, Elektrik Devreleri, Geometri, Roketler, Kimya, Radyoaktivite, Kirislerin
egilmesi gibi konularda karsimiza ¢ikar. Ayrica verecegimiz bazi ornekler ilging hatta sa-
sirtict olacaktir. Diferansiyel denklemler sadece matematigin degil konu ettigimiz alanlardaki
problemlerin kurulup ¢oziilmesine de yardimci olmaktadir.

10.02. Mekanikteki Uygulamalar

Fizik konulari, fiziksel dlemin tabiatini belirleyen kanunlari arastirmakla ugrasir. Fiziksel
alemde etrafta goriilen, atom ve molekiiller gibi goriilmeyen seylerin biitiinii anlagilir.
Cisimlerin hareketinin incelenmesi mekanigin bir dalhidir; buna dinamik denir. Newton’un {i¢
hareket kanunu, dinamik ¢alismalarinin temel dayanagi seklindedir.

10.02.01 Newton’un Hareket Yasalar

[k olarak Newton tarafinda ortaya ¢ikan ii¢ yasa asagidaki gibidir.

*Uzerine dis kuvvetler etki etmedik¢e duran bir cisim durmaya devam eder, hareketteki bir
cisim ise hareketini bir dogru lizerinde degismez hizla devam ettirir.

*Bir cismin momentumunun zamanla degismesi cisme etki eden net kuvvetle ilgili orantili ve
ayni dogrultudadir.

*Her etkiye esit ve zit bir tepki vardir.

Ikinci kanuna gére bir cismin momentumu, m kiitlesi ile v hizinin ¢arpimi olarak tarif edilir.
Buna gore momentumun zamanla degisimi ¢, dir. Cisme etki eden net kuvvet F ile
dt

gosterilirse ikinci kanuna gore
d

dir. Burada « isareti orantili oldugunu gostermektedir. Orant1 k ile gosterilirse;
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d
—(mv)=kF
7 (mv)
elde edilir. Eger m degismez ise, bu
m@ =kF veya ma = kF
dt
seklinde yazilabilir.
dv . o
Burada a= = ivmedir. Boylece;

ma
Fe 10.2
k (10.2)

oldugu goriiliir. k nin degeri kullanilmak istenen birimlere baglidir. Bugiin bu iki temel sistem
kullanilmaktadir.
10.02.02. c g s sistemi veya Santimetre, Gram, Saniye Sistemi

Bu sistemde uzunluklar santimetre(cm), kiitleler gram(gr) ve zamanlar saniye(sn) ile ol¢iliir.
k 1icin en basit deger k£ =1 dir. (10.2) deki kanun

F=ma (10.3)
olur. Eger belirli bir kuvvet 1 gramlik bir kiitlede saniyede bir santimetre (lcm/ snz)lik bir
ivmeye ulasirsa, bu taktirde (10.3) den

F=lg. , lcm/sn*>=1g cm/sn’

elde edilir. Bu kuvvete dyne denir. ¢ g s sistemine metrik sistem de denir.

10.02.3. f p s Sistemi veya Foot, Pount, Saniye Sistemi

Bu sistemde de £ =1 olarak kullanilabilir. Boylece yasa F = sa olur. Eger belirli bir kuvvet 1
pount (1b) luk bir kiitlede saniyede foot ivmeye ulasirsa bu kuvvete / poundal denir. Boylece;

F =ma dan 1 poundal = 11b fi/sn* elde edilir.

Newton yasasinin diger bir ifade sekli, cismin kiitlesi yerine agirligini kullanarak bulunur. Bir
cismin kiitlesinin diinya {izerinde her yerde ayni olmasina karsin iizerine sadece W agirligi
etki eden bir cisim incelenirse karsit ivmenin g yercekimi ivmesi oldugu goriiliir. Burada
kuvvet W dir. Newton yasas1 geregince

W =mg (10.4)
olur. (10.3) denklemi (10.4) denklemi ile boliinerek ;

EF_4 eya p=4 (10.5)

W g g

elde edilir. (10.5) denklemi hem ¢ g s hem de f p s birimleri ile kullanilabilir.
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Ornek .

Bir parasiitci durgun halde baslayarak diismektedir. Parasiit¢iiniin ve parasiitiin toplam
agirhigt W libredir. Parasiit tizerine (hava direnci dolayisiyla) etki eden bir kuvvet vardir. Ve
bu kuvvet, diisme esnasinda, herhangi bir andaki hizla dogru orantilidir. Parasiit¢iiniin diisey
olarak asagiya dogru diistiiglinii ve tam atladig1 anda parasiitiiniin agildigin1 kabul ederek ,
meydana gelen hareketi belirleyiniz.

Fiziksel kuvvet diyagrami ¢izelim. A y1 baslangi¢c noktasi olarak ve AB yoniini pozitif x
ekseni olarak kabul edelim. Etki eden kosullar ;

A t=0 T

X R
f LR I PAW

Kuvvet Divagrami

B

Sekil 10.1 Parasiit problemi

(a) asag1 dogru etki eden W toplam agirligs ;
(b) yukar1 dogru etki eden R hava direncidir.
Pozitif (asag1 dogru) yondeki net kuvvet W- R dir. Direng hizla dogru orantili oldugundan

Ra|v| veya R= /3 |v|

yazilir. Burada £ oranti degigsmezidir. Ve daima pozitif oldugundan mutlak deger isaretine
gerek yoktur. Kisaca R = v yazilabilir. Boylece net kuvvet ; W- § v

ve Newton yasasi kullanilarak;
Kﬂ =W-pv
g dt

elde edilir.Parasiitcli durgun halden harekete basladigindan =0 da v=0 dir. Béylece tam
matematiksel baginti ;

K.ﬂ: W-pv,t=0dav=0
g dt

olur.
Diferansiyel denklem degiskenlerine ayrilabilir tiptendir. Buna gore ;

Wdv
IW—ﬂv

= .[gdt veya —%h’l(W—ﬂV)Z gt+c

olur. £ =0 iken v=0 oldugundan
WinWw
L p
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ve,
w w
——In(W-pv)=gt——InW
B ( ) B
ml | _Pst
W — pv w
dir ve

v=K(l—eg%Vj
B

ve; t > oo iken v nin % gibi degismez bir limit hiza yaklastigina dikkat edilmelidir. Bu,

belirli bir zaman gegtikten sonra parasiitiin, yaklasik olarak, diizgiin hizla hareket etmesinin
nedenini agiklar. Ayrica parasiitgiiniin aldigi yol da zamanin bir fonksiyonu olarak

belirlenebilir.
ax _ K(l _eﬂg’wj
dt p
denkleminden;
—Bgt
X :K(H-Ke Z%Vj-i-cz
B\  pg
elde edilir.7 =0 iken x =0 olma kosulu kullanilarak ;
Wz
c. =—
P

bulunur. Boylece;

olur.

10.03. Elektrik Devrelerine Dair Uygulamalar

Mekanikteki Newton yasalar1 gibi, elektrikte de elektrik devrelerinin 6zelliklerini inceleyen
Kirchhoff yasalart vardir. Gergekte elektrik teorisi, elektromagnetik teoride Maxwell
denklemleri denen belirli birka¢ denkleme dayanir. Cisimlerin basit hareketlerini incelemek
icin Newton yasalarn nasil yeterli ise, elektrik devrelerinin basit 6zelliklerinin incelenmesi
i¢cin de Kirchhoff yasalar yeterlidir.

En basit elektrik devresi bir seri devredir. Bu devrede bir batarya ya da jenarator gibi enerji
kaynagi olarak kullanilan bir e m k (elektromotiv kuvvet) ve bir elektrik ampulii, elektrik
ocagl veya diger baska aletler gibi bu enerjiyi kullanan bir direng vardir.

Elementer fizikte e m k in devredeki akimla ilgili oldugu goriiliir. I ani akimi e m k ile dogru
orantilidir. Formiil olarak;
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IaE veya FEal dir. Buna gore;
E=IR (10.6)
olur.

Burada R orant1 degismezidir. Buna diren¢ katsayisi veya sadece diren¢ denir. Genel olarak
<Pratik birimler> cinsinden E’nin birimi velt, I ‘nin birimi Amper ve R’nin birimi Ohm’dur.
(10.6) denklemi Ohm kanunu olarak bilinir.

Direngten bagka elemanlar1 da kapsayan devreler daha karisik fakat birgcok durumda daha
pratiklerdir. Iki 6nemli eleman bobin (inductor) ve kondansator’diir. Bir bobin akimin
degismesine karst koyar. Mekanikte kiitlenin atalet etkisi gibi, elektrikte de bobinin atalet
etkisi vardir. Bir kondansator ise enerji depo eden bir elemandir.

. Bir direng iizerindeki voltaj diismesi direncten gecen akimla orantihdir.

Direng iizerindeki voltaj diismesi E, ve akim [ ise, bu taktirde;

E.al veya E,=RI dir. Burada R oranti katsayisidir ve buna direng katsayis1 veya kisaca
direng denir.

. Bir bobin iizerindeki voltaj diismesi akimin zamana gore ani degismesi ile
orantihdir.

Bobin iizerindeki voltaj diismesi E, ise bu taktirde ;
dil dil
Ea— veya E, =L— “‘dir.
Ca N T
Burada L orant1 degismezidir. Ve buna 6z indiiksiyon katsayisi veya kisaca indiiktans denir.

. Bir kondansator iizerindeki voltaj diismesi kondansator iizerindeki ani elektrik
yiikii ile orantihdar.

Kondansator iizerindeki voltaj diismesi E. ve ani yiik Q ise bu taktirde;

E.a Q veya E, _2 dir. Burada orant: sabiti % alimmistir. C si8a veya kapasitans olarak
C

bilinir.

Kirchhoff Yasasi

Bir elektrik devresindeki biitiin voltaj diismelerinin cebirsel toplami sifirdir. Yani uygulanan
voltaj (e m k) voltaj diigmelerinin toplamina esittir.

Kirchhoff yasasina gore, uygulanan ¢ m k (E) bobin lizerindeki voltaj diismesi (L %) ile

direng tizerindeki voltaj diismesinin (R/) toplamina esit olacagindan, devrenin diferansiyel
denklemi;

1 Ri-E
d

olur.
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Ornek .

E m k’1 100 volt olan jenerator 10 ohm luk bir direng¢ ve 2 henrilik bir bobinle seri
baglanmistir. # =0 aninda K anahtar1 kapanirsa, akim i¢in bir diferansiyel denklem yaziniz.
Ve ¢ anidaki akimi belirleyiniz.

Uygulanan voltaj = 100 volt, direng tizerindeki voltaj diismesi (R/) =10/, bobin iizerindeki

voltaj diismesi (L dt)_z it dir.

Bunlara gore Kirchhoff yasasindan
1002101+2£ veya d—1+5[:50 dir. (10.7)
dt dt

t =0 aninda anahtar kapatildigindan ¢ =0 iken 7 =0 dur.

5t

(10.7) diferansiyel denklemi, integrasyon ¢arpani e’ olan birinci mertebeden dogrusal bir

denklemdir. Bu ¢arpanla ¢arpilinca,
%(657) =50e* veya eI =10e" +c¢

Yani 7=10+ce™ olur.

t=0 iken I =0 oldugundan c¢=-10 dur. Béylece; I =10(1-¢™) dir.

10.04. Kimya ve Kimyasal Karisimlara Ait Uygulamalar
Diferansiyel denklemlerin kimyasal olaylarda bir¢cok uygulamalar: vardir.

Ornek .
“Radyoaktif Bozulma ve Karbon 14 (C'*) Yas Tayin Yontemi”

On bilgi : ¢ yas tayin yontemi, ¢ok eski ¢aglardan kalma artiklarin yasim belirlemede
kullanilan bir yontemdir. Yontem, karbon atomunun 6nemli bir 6zelliginin kullanmaktadir.

Atmosferin iist tabaklarinda bulunan C" atomu kozmik bombardiman sonucunda iki nétron
alarak C' izotopuna doniismektedir. C'* te zamanla bir elektron kaybederek azota (N'*)

doniismektedir. C'* radyoaktif izotopunun bozulma siiresi (yarilanma 6mrii) 5730 yildir. Bu
say1 1941 de W.S. Libby tarafindan bulunmustur. Yani, 1 gr C**, 5730 yil sonra 0.5 gr N'*

olmaktadir. Atmosferde C'> nin C' e oraninm sabit oldugu kabul edilmektedir. Yasayan
canl

varhiklar C" gibi C' ii de kullanmaktadir. Bu oran atmosferdeki gibi sabittir; ancak C'
bozunmaya ugradig1 i¢in 6len bir canlinin viicudundaki bu oran, yukarida belirtilen degere
uyacak sekilde degismektedir.
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Yapilan deneyler C" {in zamanla bozunma miktarmin kiitlesi ile dogru orantili oldugunu
gostermektedir. O halde, buradan hareketle bir kalintidaki C'* miktar dlgiilerek fosilin yas
tayin edilebilir.

C"” nin aC" oranmin atmosferde sahip oldugu kabuliiniin dogru olmadigi ve olusma
oraninin bozulma oranindan %38 daha fazla oldugu Southern California University’den Hans
Svez ; Utah University’den Melvin Cook tarafindan gdsterilmistir. Buna gore temel
kabullerden birinde yanlishk vardir. Teknigin bazi testlerden basariyla gecerken bazilarinda
ise tamamen yanlig sonuglar verdigi gézlenmistir. Ayrica, diger metotlarla karsilastirildiginda

C" metodunun olmas1 gerekenden daha az bir deger verdigi tespit edilmistir.

C'"’iin herhangi andaki kiitlesi M (¢) olsun. Bozulmanin kiitle ile orantili oldugu iddia
edildiginden ;

dﬁ:—aM
dt

yazilabilir. Burada a, orantililik katsayisidir. (-) isareti azalmay: ifade eder. Denklemin basit
integrasyonu;

M=M Oe"”
Verir.

Burada M,, baslangigtaki kiitledir.a 'min degeri heniiz bilinmemektedir. Ancak, C'"
izotopunun yar1 dmrii 5730 yil olduguna gore bu kadar y1l sonra M| kiitlesi 70 ’ye inecek

ve diger yaris1 N'*’ e doniisecektir. O halde bu bilgiyi yukarida kullanarak a y1 bulabiliriz:

1

%:Moe—a(mm e = l 5730
2 2

bulunur. O halde:

dur. Metodu uygulamak igin sdyle bir 6rnek secelim:

Cok eski zamanlardan kaldig: diisiiniilen bir fosil incelenmis ve C'* miktarmin atmosferdeki
degerinin %25 ine indiginin gdzlemlenmis oldugunu kabul edelim. Bu fosil ka¢ yasindadir?
Yukaridaki denklemi ve a degerini kullanarak;

1 \¥50
——
t

n(0.25) =

ln(%] —>t=11460 yil

bulunur.
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Ornek .
“Karistirma Problemi”

Siirekli karigtirilan bir tankin i¢inde baslangicta 20 kilogrami tuz olan toplam 800 kg karigim
bulunmaktadir. Her bir kutusu 0.9 kg ¢oziilmiis tuz iceren 20 kg’lik bes adet tuzlu su bidonu
her dakikada bir tanka bosaltilmakta ve tamamen homogen bir karisim elde edildikten sonra
tanktan ayni oranda pompalanmaktadir. Herhangi bir anda tankta bulunan y(¢) tuz miktar

nedir?
Tanktaki tuzun zamana gore degisim orani, tanka tuz girisi oram ile ¢ikis oraninin farki
olmalidir. Tanka giren dakika dakika bagina tuz miktar1 5x0.9=4.5 kg/dak’dir. Giren ve ¢ikan

ayni olduguna gore tankta daima 800 kg karisim vardir. O halde, herhangi bir anda tankta
bulunan tuz oram1 y(z)/800 diir. Tanktan dakikada c¢ikan 20 kg olduguna gore ¢ikan

karsimdaki tuz miktar1 20y/800=0.025 y(¢) dir. Buna gore kurulacak matematiksel model:

y'= P = Giren tuz orani- Cikan tuz oran1 = 4.5-0.025 y(?) (10.8)

dt

seklinde olmalidir. Bu denklem ayristirilabilir bir diferansiyel denklemdir. Oyleyse , (10.8)
denklemi integre edilirse;

SIRIZ

—

gos

Sekil 10.2. Karigtirma problemi
dy
y—180

=—0.025dt — In|y —180| = —0.025¢ +¢

ya da;
y =180+ ce " (10.9)

elde ederiz. ¢ yi bulmak icin =0 aninda y(0)=20 kg olduguna dikkat edelim. (10.9)
denkleminden;

20=180+ce "™ ¢ =-160 (10.10)
buluruz. O halde,

y(t) =180 —160e >
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dir. Tanktaki tuz miktarmin siirekli arttigr goriilebilir. Degisimin (20,180) arasi oldugu
agikardir.

10.05. Cesitli Artma ve Azalma Problemleri ile Tlgili Uygulamalar

Bir y biiyiikliigiiniin zamana gére degisme hizinin y ile orantili oldugu

P _
di

diferansiyel denklemi ile belirlenir. Eger a oranti sabiti pozitif ve y de pozitif ise dy/dt pozitif
ve bu da y nin arttiginm1 gosterir. Bu taktirde y icin artiyor denir. Bu problem, bir artma
problemidir. Diger taraftan da eger a negatif ise ve y pozitif ise dy/dt negatif ve bu da y nin
azaldigini gosterir. Bu taktirde bir azalma problemidir.

ay

Ornek .

Bir miktar su, kaynama noktast olan 100°C ye kadar 1sitiltyor. Sonra sicaklik kaynagindan
alimip 60°C degismez sicakliktaki bir odaya gotiiriilerek muhafaza ediliyor. 3 dakika sonra
suyun sicakligr 90°C olarak 6l¢iiliiyor.

a) 6 dakika sonra su sicakligini bulunuz.

b) Su sicakliginin ne zaman 75°C ve ne zaman 61°C olacagini bulunuz.

Suyun sicaklik kaynagindan uzaklastirilmasindan t dakika sonraki sicakligini U ile gdsterelim.
Oda ile suyun sicaklig1 arasindaki fark U-60 ‘dir. U'nun zamana goére degisme orant;
dU

— dir.
dt

AT
At

4

U-60

Sekil 10.3. Artma azalma problemi

Deneylere dayanarak (U-60) en biiylik degere sahip iken sicakligin en hizli, (U-60) kiigiik
iken ise en yavas sekilde degisecegi sdylenebilir.
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AU sicakliktaki de§isme miktarini, Az ise bu de8ismenin meydana gelmesi i¢in gerekli
zaman araligini gostersin. Kiigiik bir Az zaman araligini aldigimiz taktirde AU/A¢ ‘nin dU/dt

‘ye ¢ok yakin olacagini varsayabiliriz. -AU/At nin (U-60)’a gore grafigi cizildiginde,
sekildekine benzer bir grafik ortaya ¢ikar.

Grafikte goriilen bagint1 bir dogru oldugundan yaklasik olarak cil_lt] nin (U-60) ile orantili

oldugu varsayilir. Yani :

dU
— =a (U-60
5 2 (U-60)

Burada a orant1 katsayisidir. Simdi (U-60) pozitif iken cil_lt] negatif £ >0 olmak iizere a=k

yazalim. Bu takdirde:

U _ru-60)
dt

olur. Bu denklem fizikte Newton soguma kanunu adi ile taninir ve bircok sicaklik
problemlerinde 6nemlidir. Bu denklem i¢in bilinen kosullar:

t =0 i¢in U=100"C ve ¢t =3 dakika icin U=90"C dir.
Denklemi degiskenlerine ayirma yontemi ile ¢ozersek:
[ % = [~k
In(U —60) = —kt +c veya U —60=ce™
bulunur.
t=0 i¢cin U =100 oldugundan c¢=40 dir. Dolayisiyla :
U—60=40e " dir.
t =3 i¢in U =90 oldugundan ;

=Yy et =(3)

dir. Buradan da
U—60=40(c™) = 40(%)4
Yani ;
A
U=60+40(A) (10.11)
elde edilir.

6 dakika sonra sicaklik : (4) denkleminde ¢ =6 konursa U =82.5°C bulunur.
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Sicaklhigin 75°C ve 61°C oldugu zamanlar :
Denklemde U =75°C konursa:

/s %
75=60+40(%) :(3] =§ ve 1=10.2 ;

U=61"C konursa:

35 1
—| =— ve t=238.5 bulunur.
4 40

Boylece 100°C daki suyun sicakliginin 75°C ’ye diismesi i¢in 10.2 dakika, 61°C ye diismesi
icin de 38.5 dakika gecmesi gerekmektedir.

10.06. Niifus Artis Problemi

Ornek .

t aninda niifus sayis1 N(¢) olsun. Birey basina artig oranini, niifus biiyiime miktarmin toplam

niifusa orani olarak tanimlayalim. Mesela, dogum orant % 3.7 ve 6liim oran1 % 1.9 ise, artig
orani % (3.7-1.9) =

% 1.8 =0.018 dir. Buna gore : CZ—];[= 0.018 N dir.

Verilen bu topluluktaki ortalama dogum oraninin sabit oldugunu farz

edelim. Ortalama olim orani topluluktaki birey sayisi ile orantilidir. Bu orant1 katsayisi o

olsun. d% ’ toplulugun artis oran1 oldugundan, birey basina artis orani:

1 dN (10.13)
N dt
dir. O halde toplulugun artisina dair diferansiyel denklem :
1 dN
— 2 - B-6N 10.14
N P (10.14)

dir. (10.14) denklemi niifus artis denklemi (lojistik denklem) ve bazen de Verhults
Denklemi adimi almaktadir. Bu denklemin 6nerdigi biiyiime orani da lojistik artis olarak
bilinir.
(10.14) denklemi, degiskenlerine ayrilabilir oldugundan,
jd—N = j dt

N(f—-06N)

yazabiliriz. Bunun integrali :
1 1 o
= +
N(B-6N) BN B(B-6N)
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seklinde basit kesirlere ayrigtirip integrasyonu gerceklestirerek:
iln|N|—iln|ﬁ—5N| =i+c
g p

olup buradan

1 N
—1In
B ‘ﬂ—&\’

‘:t+c

elde ederiz. Biraz kez daha duzenlenirse :

N =ce” (10.15)
S—6N

buluruz. Burada ¢, = +e” aldik. ¢ =0 koyarak :

()
L B-SN(O)
buluruz. Bunu (10.15) denkleminde yerine koyarsak ;
Bt
No= ﬁ—é]\/fg(]g)(i)gN(O)eﬂ’ - ﬂﬂ
S+| - —65le”
N(0)

verir. >0 oldugundan, t arttikca e ” sifira yaklasir. Oyleyse, en fazla % sinir degerine

ulagilabilir.

10.07. Geometri Kapsayan Fizik Problemleri

Fizik problemlerinin pek ¢ogu, geometri ile iliskilidir. Ornegin yarisina kadar su ile dolu ve
ekseni etrafinda sabit bir acisal hiz ile donen bir dik dairesel silindir diisiinelim. Su yilizeyinin
sekli, silindirin agisal hizi ile belirlenecektir. Burada fizik, su yiizeyinin geometrik seklini
belirler.

Ornek.

Kesiti degismez ve A olan bir kap H yliksekligine kadar su ile doludur. Su kabin dibindeki B
kesitli bir delikten disar1 akmaktadir. Herhangi bir anda suyun yiiksekliginin ve tankin
bosalmasi i¢in gegen siireyi bulunuz.
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Sl
\--...______________...«/

= diizev2

T

Sekil 10.4. Fizik problemi

Kap sekil 10.4 te goriildiigii gibi olsun. A, kabin degismez kesit alan1 ve B de deligin kesit
alanidir.

t aninda tanktaki su yiiksekligi h (diizey 1) ve ¢+ At anindaki yiikseklik 7+ Ah  (diizey 2)
olsun. Kullanacagimiz temel prensip, diizey, 1 den 2 ye diistiiglinde kaybedilen su miktari
delikten ¢ikan su miktarina esittir, seklindedir.

Su diizeyi 1 den 2 ye diistiigiinde kaybedilen hacim, sayisal olarak, AAAZ dir. Bu arada
isaretlere dikkat edilmelidir. Ger¢ekte A/ negatif bir biiyiiklik oldugundan, Af zaman
araliginda gercek hacim kayb1 —AA#A dir.

Delikten ¢ikan suyun hacmi ise, kesiti B olan ve As uzunlugundaki bir silindirin hacmi
kadardir. Burada As, su yatay olarak hareket ettirebildigi taktirde At zaman aralifinda
hareket edebilecegi mesafedir. Boylece :

—AAh = BAs bulunur. At ile boliip Az — 0 ig¢in limit alinirsa,

—AﬁzBész veya —Adh= Bvdt (10.16)
dt dt

elde edilir. Burada v:% delikteki akis hizidir. Simdi delikteki akis hizinin belirlenmesi

gerekmektedir. Su diizeyi yiiksek ise v de biiylik olur. Gergekte ideal kosullar i¢in ,
v =4/2gh oldugunu gostermek zor degildir. Béylece (10.16),

—Adh = B\[2ghdt (10.17)

olur. Baglangigtaki yiikseklik H oldugundan, =0 iken A= H dir.
(10.17) deki bagint1 degiskenlerine gore ayrilirsa,

dh B B
Iﬁ——z\/gj‘dt , 2\/_——2\@&%0

bulunur. =0 iken 4= H oldugu kullanilirsa, ¢ = 2JH elde edilir ve :
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2\/Z=—§\/Et+2ﬁ (10.18)

seklinde yiiksekligi zamanin bir fonksiyonu olarak ifade eden bir denklem c¢ikar. Tankin
bosalmasi i¢in gegen siire ise # =0 icin ¢ bulunarak elde edilir.

(10.18) den, t:% 21 elde edilir.

g
10.08. Karma Ornekler

Bu boliimde yukaridaki konularin daha iyi anlasilmasi agisindan ¢esitli  6rnekler
bulunmaktadir.

Ornek.
Radyum’un %5 inin 12 yilda kayboldugu hesaplanmistir.
a) 1000 yilda kiitlenin % kag¢1 kaybolur ?

b) Radyum’un yar1 émrii nedir ?

A, gr. cinsinden Radyum’un t yil sonundaki miktarii gostersin. Bu takdirde dA/dt
(matematiksel yaklagim yontemi diisiiniiliirse) Radyum’un ¢6ziilme hizin1 gésterir.

d—AaA veya d—A:aA
dt

dt

yazilabilir.

Burada a oranti katsayisidir. Daima 4 >0 ve azaldigindan %< 0 ve dolayisiyla a negatif

olmahdir. o =—k ile gosterilerek,
a“a_ 1y
dt
yazilir.

Varsayalim ki, 4, gr. cinsinden Radyum’un baslangigtaki kiitlesini gostersin. Bu takdirde
verilen bilgiye gore 12 yilsonunda 0.005 4, gr. kalmis olacaktir. Dolayisiyla =0 igin
A=A, ve t =12 yiligin 4=0.995 4, yazilabilir.

Degiskenlerine ayrilabilen integral hesabi ile,
InA=—kt+c veya A=ce™
bulabiliriz. =0 i¢in 4 = 4, oldugundan ¢ = 4, dir. Buradan
A= Ae™
yazilabilir.

t=12 igin A4=0.995 A4, oldugundan,
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0.9954, = 4e**, e =0.995,¢" = (0.995)%2 (10.19)
Dolayisiyla,

A=A = 4 () = 4,(0.995) (10.20)
olarak (10.19) denkleminden k ¢dziiliirse, £ = 0.000418 bulunur. Buradan :

A — Aoe—0.000418t (10'21)
dir.

1000 yilin sonunda kaybolan % kiitle : 1 =1000 konursa (10.20) ve (10.21) den 4 =0.658
4, veya kiitlenin %34.2 sinin kaybolacag1 hesaplanir.

Radyum’un yar1 émrii : Radyoaktif yok olmanin yar1 Omiir siiresi, kiitlenin yarisinin

kayboldugu zaman olarak tanimlanir. Béylece problemimizde A:%AO oldugu zamani

bulmamiz istenmektedir. (10.21) denklemini kullanarak, e %% :% ifadesinden ¢ =1660

y1l olarak bulunur.

Ornek.
Toricelli Kanunu

Bir kabin i¢indeki sivinin, kabin altina agilan delikten ne kadar zamanda bosalacagini bilmek
isteyebiliriz.
Fizik ilkesi s1vi bosalma oraninin,

v =—kAv

dt
ile verilecegini ongérmektedir. Burada v(¢z), herhangi bir ¢ aninda kapta bulunan sivinin
hacmi, A ; deligin kesit alan1 ve k da siv1 viskozitesi ve delik sekline bagl bir sabittir. k nin
deneysel olarak belirlenen degeri O ile 1 arasindadir. Bu ilkeye ilave olarak kap i¢indeki sivi
parcaciklarinin serbest diisen bir cisim gibi hareket ettiklerini kabul edelim. Bu kabule gore
delikten ¢ikis hizin1 bulmak i¢in delikten h(t) yiiksekliginde bulunan m kiitleli pargacik i¢in
y=h(t) ve y=0 konumlar1 arasinda enerjinin konumunu yazabiliriz :

mgh(t) = %mv2 ;0 w(t)=+J2gh(t)

Bu degeri yukaridaki dif. denklemlde yerine koyarsak :

% = —kA\[2gh(t) (10.22)

elde edilir. Bir 6rnek olarak yari kiiresel tankin bosalmasini inceleyelim.
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Sekil 10.5. Toricelli Kanunu

Once v ile h arasindaki bagintiyr bulalim. r, t anindaki siv1 yiizeyinin yarigap1 olsun. T ani ile
t+ At am arasinda kaptan dokiilen Av sivi hacmi As kalinhigindaki ve r(t) yarigapindaki
diskin hacmine esit olmalidir.

Buna gore :
Av = ﬂ(l’(t))z Ah
ve dolayisiyla da,
Av , Ah
—=xnr{) —
Y (r(1)) N

olur. A — 0 limit halinde,

ﬂsz2ﬁ (10.23)

dt dt

olur. (10.22) ve (10.23) denklemlerinden,
zr % = —kA\2gh (10.24)

elde ederiz. Eger r yaricap1 h cinsinden yazilabilirse, (10.24) ten sadece h ile t ye bagl bir
diferansiyel denklem elde edilmis olur. Seklin geometrisini dikkate alarak,

rP=1"-(1-h)y’=2h-h
bulunur. Simdi (10.24) denklemi,
dh
7 (2h—h*)— = kA2 gh(t 10.25
( )= gh(1) (10.25)
seklini alir. (10.25) denklemi,
7 (2h—1)

A u2gd
N

seklinde ayristirilabilir oldugundan, integrasyonla,
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3 5
ﬂ{%hz—ghz}:—kA\/2gt+c (10.26)

buluruz. ¢=9.81 m/sn’, delik yarigapt 7, =2cm ve sekil faktdri k=0.8 alinirsa,
A=7zr; =2.826x10"m” olur. (10.26) ifadesi,

3 5

10h2 —6h% =—-0.47x10"' 1 +¢ (10.27)
elde edilir.

t =0 aninda /(0) =r =1m oldugunu goz Oniine alarak,

10—6=-0.4710""(0) + ¢ = ¢ = 4 bulunur. Oyleyse, (10.27) denklemi,

3 5

10h2 —6h2 =-0.47x10"'¢t+4 olur.
h =r =0 koyarak bosalincaya kadar gecen zaman
t =85sn =1.416dakika

olarak bulunur.

Ornek.
Kimya ve Kimyasal Karisimlara ait Uygulama

A ve B gibi iki kimyasal madde reaksiyona girerek diger bir C maddesi belirlenmektedir.
C’nin belirme hiz1 A ve B’nin o andaki miktarlarinin ¢arpimai ile orantili olarak degismektedir.
Olay esnasinda B’nin her paundu i¢in A dan 2 lb. gerekmektedir. Baslangicta 10 1b. A ve 20
Ib. B varsa 20 dakika sonra 6 1b. C belirmektedir. Herhangi bir anda C’nin miktarini bulunuz.

¢t saatte belirlenen C miktar1 x pound olsun. Bu taktirde belirleme hiz1 % dir. x pound C
t

meydana gelmesi i¢in 2x/3 [b. A4, x/3 lb. B ye ihtiya¢ vardir. Buna gore x pound C’nin
belirlendigi t aninda 10— 2% pound A ve 20— % pound B mevcuttur. Bu nedenle:

dir. Burada, K orant1 sabitidir. Bu denklemde k diger bir degismez olmak {izere:

%:k(IS—x)(w—x)

olarak da yazilabilir. ki kosul mevcuttur. Baslangigta hi¢ C olmadigindan =0 iken x=0
dir. Diger taraftan t:% icin x=6 dir. Gergekten biri k y1 belirlemek, degeri diferansiyel

denklemin ¢oziimiinde ¢ikan keyfi degismezi bulmak igin iki kosul gereklidir. Boylece tam
kurulus :
dx

Ezk(lS—x)(60—x)
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t=0 iken x=0, t:% iken x =6 dir.

Degiskenlere ayirarak :
dx

J’(15—x)(60—x

)=jkazz=kt+c1

bulunur.

] dx :IL( 11 jdx:Lln(w—xj
(15-x)(60-x) < 45\15-x 60-x 45 \15-x

dir. Boylece gosterilebilir ki :

fg—_x =ce®™ dir. t=0 igin x =0 oldugundan c=4 bulunur.
—x
007X _ 4o ve r=L iken x=6 oldugundan : e"** =3 e
15—x 3 2
3t
60-x _ 4(e15k )3t =4 3 bulunur.
15—x 2
Buradan da
3t
15 |:1 — (i} :|

x=—————— eldeedilir. £ —>o0 iken x=15/b.dur.

)

1 _ | =

43

Ornek.

Diizgiin 1s1 akisi

Isisal gecirgenligi K=0.15 ¢ g s olan uzun bir ¢elik borunun i¢ yarigcap1 10 cm ve dis yari ¢api
20 cm. dir. i¢ yiizey 200°C de dis yiizey 50°C de tutulmaktadir.

a) Ayn1 merkezli silindirlerin ortak ekseninden olan r uzakliginin fonksiyonu olarak sicakligi
bulunuz.

b) r=15 cm iken sicaklig1 bulunuz.
¢) Borunun 20 m uzunlugundaki bir kismindan dakikada ne kadar 1s1 kaybolur ?

Izotermal yiizeyler verilenlerle ayn1 merkezli silindirlerdir. Yarigap: r, uzunlugu / olan bdyle
bir ylizeyin alan1 27zr[ dir. dn uzakligi bu hal i¢in dr dir. Bunlara gore :

dU
=—K(27zrl)—
1 ( ) dr
olarak yazilabilir. K=0.15 I=20 m.=2000cm. oldugundan,
dU

= —6007r
q nr dr
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dir. Bu denklemde q sliphesiz degismezdir. Kosullar ise :
r=10 iken U=200"C
r =20 iken U=50"C dir.
Yukaridaki denklemde degiskenler ayrilip integre edilirse :

—-6007U =glnr+c elde edilir ve kosullar kullanilirsa,
-6007(200)=¢gIn10=c,
—60072(50)=¢In20+c¢

bulunur.

Buradan da, ¢ =408000 ve ¢=-1317000 degerleri elde edilir.
Dolayistyla U =699—-2161In 7 bulunur.

Eger r = 15 ise yerine koyarsak, U =114°C elde edilir. q nun yukaridaki saniyede kalori
degerinden , g =408000.X 60cal / dak =24480000cal / dak

bulunur.

Ornek.
Cesitli artma ve azalma problemleri (Newton‘un soguma yasasi)

Newton soguma yasasi, bir cisim ile g¢evresi arsindaki sicaklik farkinin zamana gore
degisiminin, sicaklik farkiyla orantili oldugunu ifade etmektedir. Cismin verilen andaki

sicakligt 7'(t) ve ortamin sabit kabul edilen sicakligi da 7, olsun. Buna gore kanunun

matematiksel ifadesi :

d
—\ T -T |=k|T@®)-T
dt[ (O)-T,]=k[T()-T,]

dT
E—k[T(t)—Tw]

seklinde olacaktir (1) denklemini degiskenlerine ayirip ¢ozersek :
T(t)=T, +ce" (10.28)
elde edilir.

Polis teskilatindaki adli tip birimleri bu denklemi kullanarak bir kurbanin ne zaman
oldiirtildiiglinii bulabilirler. Mesela, kabul edelim ki kurban, sicakligi 10°C de olan bir odada
tutulmaktadir. Olim anmdaki beden sicakligini, normal deger olan 37°C olarak alalim.
Arastirmacinin 6liim saatini bulmasi i¢in oncelikle ¢, ve k sabitlerini bulmasi gerekir.

Farz edelim ki memur saat 10 ve 11 de olgilimler yaparak viicut sicakligim1 32.4°C ve 26.2°C
olarak ol¢tii. Bu degerle (10.28) ifadesine bagvurarak:

T(0)=324"=10+ce"” —>c =224
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T(60)=26.2" =10+22.4e"" — k=-5.4x10""

bulunur. Kurbanin 6ldiiriildiigii andaki viicut sicakligit 37°C idi. Bu bilgi ve sabitlerin
degerlerini denklemde kullanarak :

37=10+22.461 5 1 = -34.58sn
bulunur. # =0 an1 saat 10 olarak alinmisti. O halde kurbanin 61diigii saat,
10-(34.58/60) =9.42

dir.

Ornek.
Akiskanlar mekaniginde yiizey sekli

Sekil 10.6. Akiskanlar mekanigi

a ivmesi ile saga dogru hareket eden bir tanktaki su degismez bir sekil aldiktan sonra yiizeyin
sekli ne olur?

R N
Yy
_1oP . _
p 5x X X
1 6P
e =a
,0 5x f;’ y
1 6P

P Ox
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a, =a a,=0 a =0

f.=0 f,=-g [.=0

_l5_P:a:>P:—agx+M(y,Z,f)

P Ox
————g=0=>M=-gpy+N(z1)

—— =0 N=F(1)

P=F(t)—agx—gpy

x=x"+x,(1)

y=y'

z=2z'
P=F()-ag(x'+x,)-gpy'

P basinct x'=0,y'=0,z'=0 noktalarinda F, esittir.
£y = F(t) - agx,
P=F—agx'-gpy'

Yiizey tizerinde her noktada P = F, ise:

B =F —agx'-gpy'

x|:_§yv
a

olur.
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